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Allgemeine physikalische Konstanten 
(September 1926) 1). 


a) Mechanische Konstanten. 


Gravitationskonstante . A 

Normale Schwerebeschleunigung Bic 
Schwerebeschleunigung bei 45° Breite 

1 Meterkilogramm (mkg). 

Normale Atmosphare (atm) 

Technische Atmosphare . 

Maximale Dichte des Wassers bei 1 ‘atm: . 
Normales spezifisches Gewicht des Quecksilbers 


6,6; - 10-8 dyn - cm?. g~? 
980,665 cm + sec~? 
980,616 cm + sec~® 
0,980665 + 108 erg 
1,01325, - 10° dyn -cm~? 


0,980665 + 108 dyn - cm~? 
0,999973 g-cm~-3 
13,5955 


b) Thermische Konstanten. 


Absolute Temperatur des Eispunktes . 
Normales Litergewicht des Sauerstoffes . 
Normales Molvolumen idealer Gase . 


Gaskonstante fiir ein Mol . 


Energieaquivalent der 15°-Kalorie (cal) . 


D738; 25° 

1,42900 g + 1-1 

22,414, - 108 cm$ 

0,8204, - 10% cm%-atm - grad ~1 
0,8313, - 108 erg - grad-1 
0,8309, - 10! int joule - grad~1 
1,985, cal - grad 

4,184, int joule 

1,1623 - 10~°® int k-watt-st 
4,186, - 407 erg 

4,268 + 10-1 mkg 


c) Elektrische Konstanten. 


1 internationales Ampere (int amp) . 
1 internationales Ohm (intohm) .. . : 
Elektrochemisches Aquivalent des Silbers : 


Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1. 


Tonisier.-Energie/Ionisier.-Spannung . 


1,0000) abs amp’ 

1,0005) abs ohm 

1,11800 - 10-8 g- int coul-! 
0,9649, - 10° int coul 

0,9649, - 10° int joule - int volt~? 


d) Atom- und Elektronenkonstanten. 


Atomgewicht des Sauerstoffs . 
Atomgewicht des Silbers. 
Loscumiptsche Zahl (fiir 1 Mol) 
Bortzmannsche Konstante k. ; 
1/,, der Masse des Sauerstoffatoms . 


Elektrisches Elementarquantum e 


Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m . 


Masse des ruhenden Elektrons m. : 
Geschwindigkeit von 1-Volt- Elektronen : 
Atomgewicht des Elektrons Rook 


16,000 

107,88 

6,06, - 1023 

16372) 10> ere aerad=* 
1,650 - 10-4 g 

1,592 - 10~79 int coul 
4,774: 107 2° dyn*/: + cm 
1,76, - 108 int coul -g~* 
9,02 - 10-28 g 

5,94; - 10" cm-sec~? 

be AOve Ome 


e) Optische und Strahlungskonstanten. 


Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum). . ages 
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 45° Cyr 


RypBeErRGsche Konstante fiir unendl. Kernmasse . 
SOMMERFELDsche Konstante der Feinstruktur . 


STEFAN-BoLttzMannsche Strahlungskonstante o. 


Konstante des Wirnschen Verschiebungsgesetzes . 


Wien-Prancksche Strahlungskonstante ¢, . 


2,998,- 40. emi-sec -* 
6438,470) -10~8 cm 
109737,4 Cina” 

0,729 310-2 


{ 5.75: 10-12 int watt -cm-?- grad~4 
“14,37, -10-* cal scm". sec-* + prad~* 


0,288 cm - grad 
1,43 cm - grad 


f) Quantenkonstanten. 


Prancksches Wirkungsquantum /h : 
Quantenkonstante fiir Frequenzen # = h/k 


Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlange 


Radius der Normalbahn des H-Elektrons . 


6,55 -10~*7 erg + sec 
Aino iO. seo etad 
A233 nl Om “Cm 
0,529: 10-8 cm 


1) Erlauterungen und Begriindungen s. Bd. II d. Handb. Kap. 10, S. 487—518. 





Kapitel 1. 
Ideale Fliissigkeiten. 


Von 
M. LAGALLY, Dresden. 


Mit 22 Abbildungen. 


I. Einleitung. 


1. Begriff der idealen Fliissigkeit. Befindet sich eine natiirliche Flissigkeit 
im Gleichgewicht, so gilt an jeder Stelle im Innern der Flissigkeit das Gesetz des 
isotropen Druckes: Auf alle Flachenelemente, die durch einen Punkt im Innern 
der Flissigkeit gehen, wirkt der spezifische Druck der Fliissigkeit in Richtung der 
Normalen und besitzt fiir jede Richtung den gleichen Betrag. Im Zustand 
der Bewegung gilt fiir eine natiirliche Flissigkeit das Gesetz des isotropen Druckes 
nicht mehr; die innere Reibung der Fliissigkeit verursacht das Auftreten einer 
Scherkraft in der Ebene eines Flachenelements, welches zwei Fliissigkeits- 
teilchen trennt. Auch an der festen Begrenzung der Fliissigkeit treten infolge 
der Randreibung Scherkrafte auf, wahrend im Zustand der Ruhe der Fliissigkeits- 
druck auf der Begrenzung senkrecht steht. ie 

Die Tatsache, daB bei den meisten Bewegungsvorgangen vieler Fliissig- 
keiten die Scherkrafte auBerordentlich gering sind, gibt Veranlassung, sie unter 
der idealisierenden Annahme zu betrachten, daB die Scherkrafte tberhaupt 
verschwinden, und auf diese Weise ihre mathematische Behandlung wesentlich 
zu vereinfachen. Eine Fliissigkeit, fiir welche auch im Zustand der Bewegung 
das Gesetz des isotropen Druckes gilt, hei®t eine vollkommene oder ideale 
Fliissigkeit. 

Eine Flissigkeit erfiillt in dem von ihr eingenommenen Gebiet den Raum 
stetig. Ist die Dichte o der Fliissigkeit im ganzen Gebiet konstant, so spricht 
man von einer inkompressiblen oder volumbestandigen Fliissigkeit. Nicht 
nur tropfbare Fliissigkeiten, sondern auch Gase kénnen unter ziemlich weit- 
gehenden Voraussetzungen, wenn die auftretenden Geschwindigkeiten klein 
gegentiber der Schallgeschwindigkeit sind, mit hoher Annaherung als inkom- 
pressible Fliissigkeiten behandelt werden!). Indessen bringt auch die Zulassung 
verdnderlicher Dichte bei vielen Fragen keine wesentliche Erschwerung der 
mathematischen Behandlung mit sich, wenn die Dichte nur eine Funktion des 
Druckes ist; anders wird die Sache, wenn thermodynamische Vorgange auf 
die Dichte von Einflu8 sind. Dieser Fall wird hier nicht behandelt?). 

Die Theorie der idealen Fliissigkeiten fiihrt infolge der zugrunde liegenden 
vereinfachenden Annahmen nur zu einem idealisierten Bild der wirklichen 
Fliissigkeitsbewegung. Indessen darf man ihren Wert fiir die Beschreibung 


1) Vgl. Kap. 4, Ziff. 18 ds. Bd. des Handb. 2) Vgl. vielmehr Kap. 5 ds, Bd: - 
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der wirklichen Stromungsvorgange nicht unterschatzen. Fur Flissigkeiten mit 
geringer innerer Reibung stimmen die Ergebnisse der Theorie im allgemeinen 
gut mit den Ergebnissen der Beobachtungen tberein; nur in unmittelbarer 
Nahe der Begrenzung ist eine Korrektur notwendig, und erst beim Auftreten 
sehr rascher, insbesondere turbulenter Bewegungen tritt ein vélliges Versagen 


der Theorie ein. ; a 
Ausfiihrliche Angaben tiber die Literatur) findet man in dem unten zitierten 


Buche von Lams, sowie in der Enzyklopadie der math. Wiss.; neuere Ar- 
beiten sind im Text angefiihrt. 


II. Grundlagen und allgemeine Theorie. 


2. Strémungsfeld. FaBt man eine strémende Flissigkeit in einem bestimmten 
Zeitpunkt ¢ ins Auge, so besitzt zundchst jedes ,,Flissigkeitsteilchen™, d. h. 
der Inhalt einer kleinen geschlossenen Flache, eine bestimmte mittlere Geschwin- 
digkeit. Dadurch, daB man die geschlossene Flache sich gegen einen Punkt 
zusammenziehen laBt, kommt man dazu, jedem Punkt P(x, y, z) in dem von 
Fliissigkeit erfiillten Gebiet eine Stromungsgeschwindigkeit zuzuordnen. Man 
pflegt die Geschwindigkeit in einem Punkt durch Angabe der Werte ihrer Kom- 
ponenten u,v, w in Richtung der Achsen X, Y, Z eines Koordinatensystems zu 
bestimmen, das als Rechtssystem vorausgesetzt ist. Der Betrag der Geschwindig- 
keit ist 
yan jo] = fu? + v? + w?. (1) 


; 1) I. Lehrbiicher und Sammelwerke: H. Lams, Lehrbuch der Hydrodynamik. 
Deutsch von J. FRIEDEL. Leipzig 1907; W. WIEN, Lehrbuch der Hydrodynamik. Leipzig 1900; 
G. Ktrcuyorr, Mechanik. Leipzig 1876; B. RiEMANN-H. WEBER, Die partiellen Differential- 
gleichungen der Physik. Braunschweig 1901, und zahlreiche Neuauflagen; W. THOMSON 
u. P. G. Tart, Handbuch der theoretischen Physik. Deutsch von H. HELMHOLTz u. G. WERT- 
HEIM. Braunschweig 1871; F. W. LANCHESTER, Aerodynamik. Deutsch von C. u. A. RUNGE. 
Leipzig 1909; R. GRAMMEL, Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges. Braunschweig 
1917; H. Lorenz, Technische Hydrodynamik. Miinchen u. Berlin 1910; F. Prasizt, Tech- 
nische Hydrodynamik. Berlin 1913; R. v. Mises, Elemente der technischen Hydrodynamik, 
Leipzig 1914; N. Joukowsxy, Aerodynamique. Paris 1916; A. FéppL, Vorlesungen iiber 
technische Mechanik, VI. Bd. Die wichtigsten Lehren der héheren Dynamik. Leipzig u. 
Berlin 1909; A. ScHAFER, Einfiihrung in die theoretische Physik. Leipzig 1914; A. Haas, 
Einfiihrung in die theoretische Physik. Leipzig 1921; Enzyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften, Bd. 4: Mechanik; WINKELMANN, Handbuch der Physik: AUERBACH, Hydro- 
statik, Hydrodynamik usw. 2. Aufl. Leipzig 1908; L. Pranpti, Abri8 der Lehre von der 
Flissigkeits- und Gasbewegung. Sonderdruck aus dem Handwérterbuch der Naturwissen- 
schaften, Bd: IV. Jena 1913; Tu. v. KARMAN u. T. Levi Civita, Vortrage aus dem Gebiete 
der Hydro- und Aerodynamik (Innsbruck 1922). Berlin 1924; C. B. Brezeno u. E. M. Bur- 
GERS, Proceedings of the first International Congress for Applied Mecanics (Delft 1924). 
Delft 1925. — II. Einige wichtige Abhandlungen und Monographien: D. BERNOULLI, 
Hydrodynamica. StraBburg 1738; L. EULER, Principes généraux de l’état de l’équilibre des 
fluides. Berlin, Hist. de l’Acad. Bd. 11. 1755; L. EuLer, Principes généraux du mouvement 
des fluides. Berlin, Hist. de l’Acad. Bd. 11.1755; L. EuLer, De principiis motus fluidorum. 
Petersburg, Novi Comm. Bd. 14. 1770; J. L. p— LaGrance, Mémoire sur la théorie du mouve- 
ment des fluides. Berl. Mém. (2) Bd. 12. 1781; G. G. StoxEs, On the steady motion of in- 
compressible fluids. Cambr. Phil. Soc. Trans. Bd. 7. 1842; G. B. Atry, Tides and Waves. 
Encyclopaedia Metropolitana, London 1847; H. Hetmuortz, Uber Integrale der hydro- 
dynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen, Journ. f. Math. 
Bd. 55. 1858; H: Hermuortz, Uber diskontinuierliche Flissigkeitsbewegungen. Berl. Ber. 
1868; G. Kircuyorr, Zur Theorie freier Flissigkeitsstrahlen. Crelles Journ. Bd. 70. 1869; 
W. THomson, On vortex motion. Edinburgh Roy. Soc. Trans. Bd. 25. 1868; J. Boussinesg, 
Essai sur la théorie des eaux courantes. Mém. div. sav. Bd. 23. Paris 1877; C. NEUMANN, 


Bint ey Untersuchungen. Leipzig 1883; H. Porncar&é, Théorie des tourbillons. 
aris 1893,- : ; : 


Ziff, 3. Kontinuitatsgleichung. 3 


Die Geschwindigkeit selbst ist nach Richtung und Betrag durch einen Vektor 
: b=iu+jv+tw (2) 
bestimmt; dabei bedeuten i, j, £ die Einheitsvektoren in Richtung der Achsen 
des Koordinatensystems, uw, v, w sind im ganzen Gebiet, ausgenommen etwa 
einzelne Punkte, Linien, oder Fliachen, als endlich, eindeutig und stetig voraus- 
gesetzt. 

’ Die Vorstellung des Str6mungsfeldes, d.h. der Verteilung der Geschwin- 
digkeit in dem von Fliissigkeit erfiillten Gebiet, gewinnt an Deutlichkeit durch 
Einfihrung der Stromlinien. Das sind die Kurven, deren Richtung in jedem 
Punkt mit der Richtung der dort herrschenden Geschwindigkeit zusammen- 
fallt. Sie sind die Integralkurven des simultanen Systems 


dx:dy:dz=uiviw (3 a) 


unter Voraussetzung eines festen Zeitpunktes ¢. Die durch eine kleine geschlossene 
Kurve hindurchgehenden Stromlinien bilden eine Stromréhre, die in einer 
Stromréhre enthaltene Fliissigkeit heiBt ein Stromfaden. 

Im allgemeinen Andert sich mit der Zeit nicht nur die Geschwindigkeit 
eines bewegten Teilchens, sondern es Andert sich auch die Geschwindigkeit an 
einer festen Stelle des Feldes. Damit andern samtliche Stromlinien dauernd 
ihre Gestalt. Die von den Teilchen durchlaufenen Bahnkurven sind also mit 
den Stromlinien nicht identisch; die Bahnkurven sind die Integralkurven des 
simultanen Systems 

Bae Gnas 38 

dt “ dt : dt 
Nur wenn die Bewegung stationar ist, d.h. die Geschwindigkeit an einer 
jeden Stelle des Feldes von der Zeit unabhangig ist, fallen die Bahnkurven 
mit den Stromlinien zusammen. Dann bewegt sich die Fliissigkeit, die einmal 
in einer Stromrohre enthalten ist, in ihr wie in einer festen Réhre; durch jeden 
Querschnitt strémt in der Zeiteinheit die gleiche Flissigkeitsmenge. 

Aufgabe der Hydrodynamik ist die Untersuchung der Stré6mungsvorgange 
in kinematischer und dynamischer Beziehung. Dabei kann man sich darauf 
beschranken, das Feld als Ganzes mit seinen Stromlinien in jedem Zeitpunkt 
kennenzulernen, ohne nach der Bewegung der einzelnen Fliissigkeitsteilchen 
zu fragen; oder man kann auch den Verbleib jedes einzelnen Teilchens in die 
Untersuchung einbeziehen, also die Frage nach den Bahnkurven und nach 
der zeitlichen Bewegung jedes Teilchens in seiner Bahn stellen. Alle hydro- 
dynamischen GréSen, auch Druck und Dichte, ergeben sich im ersten Fall 
an die Punkte des Feldes gebunden, im zweiten Fall an die einzelnen Fliissig- 
keitsteilchen gebunden als Funktionen der Zeit. 

Einen sehr wichtigen Sonderfall bildet die ebene Str6émung. Von einer 
solchen spricht man, wenn die Bewegung samtlicher Teilchen in Ebenen ver- 
lauft, die einer festen Ebene parallel sind, und wenn senkrecht iibereinander- 
liegende Fliissigkeitsteilchen in samtlichen Ebenen kongruente Bahnkurven be- 
schreiben und dauernd senkrecht iibereinander bleiben. Die ganze Strémung 
ist also durch die Strémung in einer Ebene, wofiir im allgemeinen die x y-Ebene 
gewahlt wird, zu beschreiben. . ; See 

3. Kontinuitatsgleichung. Die Verteilung der Geschwindigkeit in einem 
Strémungsfeld mu8 vor allem einer kinematischen Bedingung geniigen: Die 
einzelnen Fliissigkeitsteilchen miissen sich so nebeneinander herbewegen, daf 
bei Erhaltung ihrer Masse der Raum gerade liickenlos ausgefillt bleibt. Die 
MOglichkeit, daB an einzelnen Stellen, oder auch stetig iiber das Feld verteilt, 


4* 


= (3b) 
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Flissigkeit neu hinzutritt oder verschwindet, daB also Quellen und Senken 
in dem betrachteten Gebiet vorhanden sind, soll fiir den Augenblick beiseite 
gelassen und die Betrachtung auf quellenfreie Strémungen beschrankt werden. 
FaBt man dann ein Raumelement dt = dx dy dz ins Auge, so kann sich die 
in ihm enthaltene Fliissigkeitsmenge 
dm = odt 

in dem Zeitelement df nur dadurch andern, daB sich ihre Dichte andert; der 
so entstehende Zuwachs an Fliissigkeitsmenge oe? drdt wird dadurch hervor- 
gerufen, daB in das Volumelement in der Zeit dt mehr Fliissigkeit einstrémt 
als aus ihm austritt, und muB gleich dem UberschuB der einstrémenden tiber 
die .ausstrémende Fliissigkeitsmenge sein: 


O(ou) , O(ev) , Plow) : 
aa ay Sas dtat. 





Hieraus folgt die Kontinuitatsgleichung 


Oe , O(eu) , O(ev) , P(ew) 
Fie foea) Givegest unos 


Fiir inkompressible Flissigkeiten nimmt sie die einfache Gestalt an 


os = ow — 0 oder divp =0. (1’) 
In diesem Fall driickt sie die Gleichheit der in einem Zeitelement einstr6menden 
und ausstrémenden Fliissigkeitsmenge aus. 

Befinden sich in der Fliissigkeit Quellen kontinuierlich tiber das Str6émungs- 
feld verteilt, und ist e die Ergiebigkeit der in der Volumeinheit enthaltenen Quellen 
in der Zeiteinheit, die Quelldichte, so tritt an Stelle der Kontinuitats- 
gleichung (1) die allgemeinere Gleichung: 


do , O(ou) , O(ev) , A(ew) 
Ep by eee ee a ner 





zi) oder es + div(ov) =0. (4) 








=e oder [24 div(ov) =e. (2) 


Die Ergiebigkeit der in einem Volumelement enthaltenen Quellen wird im all- 
gemeinen einerseits eine Erhohung der Dichte der Fliissigkeit in dem Volum- 
element, andererseits eine Abgabe von Fliissigkeit aus dem Volumelement zur 
Folge haben. 

Fir ebene Stré6mungen in inkompressiblen Flissigkeiten reduziert sich 
die Kontinuitatsgleichung auf 


Ou dv 

da t By = 9 : 
Sie kann mittels einer Hilfsfunktion w(x, y) [oder auch w(x, y, t) bei nicht- 
stationarer Bewegung] in folgender Weise integriert werden: 


_ oy ow 
mapa Ss tee (3) 


Nach Ziff. 2, Gleichung (3a) ist 
dw=0, yw = konst. 


U 


I 


die Gleichung der Stromlinien; y wird als Stromfunktion bezeichnet. 

4. Gaussscher Integralsatz, Flu8. Die Bemerkung, daB die Ergiebigkeit 
der in einem begrenzten Volumen eingeschlossenen Quellen gleich der Summe 
aus der Zunahme der eingeschlossenen Flissigkeit infolge Zunahme ihrer Dichte 


Ziff. 5. Deformation eines Flissigkeitsteilchens. 5 


und aus dem UberschuB der ausstrémenden iiber die einstromende Flissigkeit 
ist, gilt offenbar auch fiir endliche Volumina. Es ist méglich, diesen UberschuB 
durch ein tber die Begrenzung zu erstreckendes Oberflachenintegral auszu- 
driicken, das den Flu8 durch die Begrenzung angibt. 

Unter Flu8 durch eine berandete oder geschlossene Flache versteht man 
die in der Zeiteinheit durch die Flache hindurchtretende Flissigkeitsmenge. 
Fur eine der beiden Durchstrémungsrichtungen wird der FluB positiv gerechnet; 
in diese Richtung 1a8t man die positive Normalenrichtung fallen. Fiir geschlossene 
Flachen soll die positive Normale nach innen gerichtet vorausgesetzt 
werden. 

Bezeichnet man mit 1 den Einheitsvektor der zu einem Flachenelement do 
gehorigen positiven Normalen, und mit dp = n do das orientierte Flachenelement, 
so ist | ovndo oder kiirzer [ ovdo der FluB durch eine Flache. Die Ergiebigkeit 
der im Innern einer geschlossenen Flache befindlichen Quellen ist nach Ziff. 3, 
Gleichung (2) /div(e») dz, stationaire Bewegung vorausgesetzt. Dann gilt die 
Gleichung 

| div(ov) dt = —fovdo. (1a) 


Im Fall konstanter Dichte ergibt sich 
[divo dt = — [do 


“a "rdu . Ov Ow (1b) 
I > dy -E 2) de = — | (wcose + vcosf + weosy) do, 


wenn «, §, y die Richtungswinkel der Normalen bedeuten. Diese Gleichung 
wird meist als GAussscher Integralsatz bezeichnet, manchmal auch, nament- 
lich in der englischen Literatur, den GREENschen Satzen zugerechnet. 

Aus (1a) kann eine etwas allgemeinere Fassung des GAussschen Integral- 
satzes erhalten werden: 


fogradg dz + /odivodr =—|evdo. (1c) 


5. Deformation eines Fliissigkeitsteilchens. Betrachtet man ein kleines, 
von Fliissigkeit erfiilltes Gebiet in der Umgebung eines Punktes O(x,¥y, 2), der 
eine Geschwindigkeit » besitzt, so wird ein beliebiger Punkt 


P(x +dx,y+dy, z+ dz) 


des Gebietes eine Geschwindigkeit 





ov ov ov 
pbt+dyv=bvo+ (Se ax + 5 dy + Sas) 
im gleichen Zeitpunkt besitzen. Der Geschwindigkeitsunterschied dv in den 
beiden benachbarten Punkten O und P hat zur Folge, da’ sich in der Zeit Eins 
der Ortsunterschied zwischen O und P um dp Andert; er bewirkt also eine Ver- 
zerrung des von Fliissigkeit erfiillten Gebietes in der Umgebung von O und 
ist das MaB dieser Verzerrung. Die skalaren Geschwindigkeitsunterschiede du, 
dv, dw: , : : 
U U U 
6 = ed ea Bean 


ov Ov Ov { 
du = a, dx + ay dy + dz, (1) 


Oz 


Ow Ow Ow 
Be ae Gat oh aye 
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bestimmen die Komponenten der Verzerrung in Richtung der x-, y-, z-Achse. 
Man kann die Verzerrung in zwei Teile zerlegen, aus denen sich durch Super- 
position die gesamte Verzerrung ergibt 


du=dut+du, dv=dv+dv, dw=dw+ dw, (2) 


und die beiden Teile so wahlen, daB die Bestimmungsgleichungen des ersten 
Teiles eine symmetrische, die des zweiten eine antisymmetrische Determinante 
besitzen : 

















domi (24+ drt Say + Slat eae, 3) 
awa 5 (E+ Glan 5 (Bp-4 Seas Sean 

tn — 97 (5 — By) 9+ 3 (oe — ae) ee 

to= (te — a) 49 (Gp — ae) a 
aoe = 5 (GE $8) ar + 5 (58 — Se ay 


Von den beiden Teilen der Verzerrung ist der erste, durch (3) bestimmte, eine 
Dilatation, d.h. einereine Dehnung nach drei zueinander senkrechten 
Richtungen. Der zweite, durch (4) bestimmte Teil, ist eine Drehung um eine 
Achse, wobei sich die die Umgebung von O erfiillende Fliissigkeit wie ein starrer 
Korper verhalt. Man bezeichnet diese Drehbewegung der Fliissigkeitselemente 
als Wirbelbewegung, gebraucht also in der Hydrodynamik das Wort Wirbel 
in einem Sinn, der sich mit dem Sprachgebrauch nicht véllig deckt. Die GréBen 


Ae ov Aen ow St ee Ou 
é=3(5 —ge) n=4lae-Ge)- c=$(2- 3) (5) 
heiBen die Wirbelkomponenten; der Vektor 
giana joes 4 
ee : A Shs Ok AE eG 
w=iétigtil= > Pacers e (6) 
“uvw 


der mit dem Geschwindigkeitsvektor 


vb=iu+jv+tw 
durch die Beziehung 


‘zusammenhangt, heiBt der Wirbelvektor. Seine Achse fallt in die Richtung 
der Drehachse eines Fliissigkeitsteilchens; sein Betrag 


o=JP+P +2 ome) 

gibt die Winkelgeschwindigkeit der Drehung, deren Komponenten um die 
Achsen des Koordinatensystems durch &, yn, € bestimmt sind. 

Damit ist dem Strémungsfeld einer Flissigkeit ein weiteres Vektorfeld, 

das Wirbelfeld, zugeordnet. Die Feldlinien des Wirbelfeldes, die Wirbel- 

linien, sind dadurch charakterisiert, daB ihre Richtung in jedem Punkt in die 


Ziff. 6. Wirbelfreie Strémung. Geschwindigkeitspotential. 4p 


Drehachse des dort befindlichen Teilchens fallt; sie sind ‘die Integralkurven) des 
simultanen Systems 


dx:dy:dz=Einil. (8) 
Die Wirbellinien, welche durch eine kleine geschlossene Kurve gehen, bilden 
eine Wirbelréhre; die in einer Wirbelréhre enthaltene Flissigkeit wird als 
Wirbelfaden bezeichnet. 2 < 
Um auch iiber den anderen Teil der Verzerrung, die reine Dilatation; 
genaueren Aufschlu8 zu erhalten, schreibt man (3) kiirzer in der Form 


0 
dju= dx +hdy+gdz, 


6 
du =hdx+—dy + fdz, 7 ‘ih, 


y 
dw = gdx+ fay 4+ raz 


und betrachtet in der Umgebung des Punktes O (x, V, 2) die Di latationsflachen 
zweiter Ordnung: 


re) ka) 
OF =< (dx)? 2hdxdy + sp (dy)*+ 2gdxdz + 2fdyde 4°" (dz)? =konst. (10) 
Damit werden die Punkte P des Gebietes um O mit den relativen Koordinaten dx, 
dy, dz gegeniiber O auf einer Schar von ahnlichen Flachen zweiter Ordnung an- 
geordnet; und die bei der Dilatation auftretenden Verzerrungen d,u,.d,v, dw, 
d.h. die Anderungen der relativen Koordinaten, kénnen in die Form 
OF OF a ie eee 
BY tee an Otay) aah oes ou] 
gebracht werden. Die Dilatation ist also der Gradient des Feldes, dessen 
Niveauflachen die Dilatationsflachen sind; sie ist durch (41) nach GréBe und 
Richtung bestimmt. bite 
Die Kontinuitatsgleichung — die Bedingung fiir das Verschwinden der 
Volum-Dilatation — 
Ou ov 
Ox + oy ity 
ist der Ausdruck einer invarianten Eigenschaft der Dilatationsflachen, .\Legt 
man die Achsen des Koordinatensystems in die Hauptachsen der Dilatations- 
flachen, setzt also 





Ow 
ae ae! 


2F = A (dx)? + B(dy)? + C (dz)? = konst., 
A+B+C=0. 


Diese Gleichung driickt eine Beziehung zwischen den Langen der drei Haupt- 
achsen aus und 1a$t erkennen, da8 nur Mittelpunktsflachen zweiter Ordnung 
von einer bestimmten Klasse, namlich die sog. orthogonalen Hyperboloide, 
als Dilatationsflachen auftreten kénnen, wenn die Fliissigkeit inkompressibel ist. 

6. Wirbelfreie Stromung ; Geschwindigkeitspotential. Eine weitreichende 
und mathematisch einfache, aber auch physikalisch sehr wichtige Klasse von 
Strémungen bilden diejenigen, bei denen die Flissigkeitsteilchen nur eine Dila- 
tation, aber keine Drehung erleiden. Solche Strémungen heiBen wirbelfrei, 
Aus dem Verschwinden der Wirbelkomponenten é, 7, ¢, also aus 


aes Ce al) GT gaa ae 
Cee Se ee aa.” Ox 


so wird 


=0- oder rotvy=0 (14) 
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folgt, da sich die Geschwindigkeitskomponenten 4, v, w als partielle Differential- 
quotienten einer Funktion 9 (%, 9, 2, #) darstellen lassen 
ae as ae = grad@. 2 
Urs a ai Us oder p = grad (2) 
Diese Funktion » heiBt das Geschwindigkeitspotential. Es ist von der 
Zeit t unabhangig, wenn die Strémung stationar 1st. ne t.. 
Fiir wirbelfreie Bewegungen einer inkompressiblen Fliissigkeit folgt aus 
der Kontinuitatsgleichung [Ziff. 3, Gleichung (1’)] 


ed =a os a o =0 oder kirzer Ap*=0, (3) 





wenn A den Lapiaceschen Operator bedeutet. Das Geschwindigkeitspotential 
gentigt der LapLaceschen Gleichung. In Punkten, an denen die Kontinuitats- 
gleichung nicht gilt, also in den Punkten eines Quellen feldes, tritt nach 
Ziff, 3, Gleichung (2) an die Stelle der LapLaceschen Gleichung die Porssons che 
Gleichung 

Og Oy e 


(os é 
at a2 eee ae : oder Ap=—. (4) 





In der Regel ist es zulassig, namentlich dann, wenn eine Strémung nur kine- 
matisch untersucht wird, die Dichte 9 = 1 zusetzen. Dann gilt in einem Quellen- 


feld Ag =e (4’) 


Diese Gleichung kann man auch erhalten, indem man in (4) den Nenner @ in e 
hineinnimmt, also mit e die auf die Dichte ,,Eins‘‘ reduzierte Quelldichte 
bezeichnet. 

Fiir ebene Potentialstrémungen reduziert sich (3) auf 


o2 Og 
as a OP = OG (5) 
diese Gleichung JaBt sich durch 
p= RQ(% + ry) (6) 


integrieren, indem man ¢ als Realteil eines komplexen Potentials Q, d.h. 
einer Funktion der komplexen Veranderlichen x + 7 ansetzt. 

7. Beispiele: a) Laminarbewegung: Als Laminarbewegung bezeichnet 
man eine ebene Bewegung, bei der die Geschwindigkeit aller Teilchen einer 
festen Geraden (etwa der x-Achse) parallel ist. Setzt man die Geschwindigkeit 
dem Abstand von dieser Geraden proportional, so ist 


“= CV, VE Os 


Dabei gibt der Proportionalitatsfaktor c die auf der Geraden y = 1 herrschende 
Geschwindigkeit. Diese Bewegung besitzt eine im ganzen Strémungsfeld konstante 
Wirbelkomponente : é 


2 
Die Dilatationskurven der ebenen Bewegung sind gleichseitige Hyperbeln: 


2 = ode dy = konst. 


*) Viele Autoren, z. B. Lamp (Hydrodynamik), ersetzen y durch — y in Analogie zum 
Potential einer Kraft: 
Sa oV Vo ov en ov 


nae Oy’ “AW OE 


Ziff. 8, Euersche Gleichungen. 9 


Die gesamte Verzerrung eines jeden Teilchens 
du=cdy, dv=0 


setzt sich aus einer reinen Dilatation 


c 
du=— dy, du=—<dx 


und einer reinen Drehung (,, Wirbelbewegung‘‘) 


tee aa C 
dau = —dy , dv = —— ax 
zusammen. 
b) Rotation: Wenn sich eine Fliissigkeit in einem Gefa8 wie ein starrer 


K6érper mit der Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse dreht, ist die ebene 
Bewegung in jedem Schnitt senkrecht zur Drehachse durch 


“4=—WY, V=WX% 
gegeben. Die Bewegung besitzt im ganzen Feld die konstante Wirbelkomponente 
[=O 


eine Dilatation ist nicht vorhanden. Der Charakter der Bewegung ist also der 
einer reinen Wirbelbewegung, im Gegensatz zum gewohnlichen Sprachgebrauch. 

c) Isolierter Wirbel: Wenn die Stromlinien einer ebenen Bewegung 
Kreisbahnen um einen festen Mittelpunkt sind, und die Geschwindigkeit auf 
jedem Kreis dem Radius 7 umgekehrt proportional ist, 1aBt sich die Bewegung 
durch 

u=—p> v= [l= 
bes 7 
geben. Der Proportionalitatsfaktor u gibt die auf dem Kreis vom Radius 1 
herrschende Geschwindigkeit. 

Bei dieser Bewegung ist an jeder Stelle des Feldes eine reine Dilatation 
vorhanden; die Dilatationskurven sind gleichseitige Hyperbeln. Dagegen ist 
an keiner Stelle des Feldes eine Drehung der Teilchen vorhanden auBer im Mittel- 
punkt, wo die Wirbelkomponente ¢ zunachst unbestimmt bleibt. Wie sich 
spater ergibt (Ziff. 18 u. 27), ist man berechtigt, die Winkelgeschwindigkeit dort 
unendlich groB anzunehmen. 

Die geschilderte Bewegung deckt sich einigermafen mit dem Begriff ,, Wirbel‘‘ 
des gewdhnlichen Sprachgebrauchs. Von diesem abweichend stellt sie sich 
mathematisch als wirbelfrei heraus auBer im Mittelpunkt, den man als ,,isolier- 
ten Wirbel“ bezeichnen kann und dessen Starke durch den Faktor w charak- 
terisiert ist. Die Bewegung besitzt ein Geschwindigkeitspotential 


Pp = parctg~. 


8. Eurersche Gleichungen. Um die Differentialgleichungen der Bewegung 
aufzustellen, welche eine ideale Fliissigkeit unter dem EinfluB auBerer Krafte 
ausfiihrt, kann man sich auf das Grundgesetz der Dynamik stiitzen. 

Die auBeren Krafte sind Massenkrafte, die auf die Masseneinheit be- 
zogen mit § bezeichnet werden und deren Komponenten in Richtung der 
Achsen des Koordinatensystems die Werte X, Y, Z haben sollen. Neben ihnen 
wirkt auf jedes Flissigkeitsteilchen als Oberflachenkraft der Fliissigkeitsdruck, 
der bezogen auf die Flacheneinheit mit p bezeichnet werden soll. Von dem 
Fliissigkeitsdruck auf die ganze Oberflache eines Teilchens ist die Resultante 
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zu bilden und in Komponenten in Richtung der Achsen des Koordinatensystems 
zu zerlegen. Deren Werte sind, auf die Volumeinheit bezogen 





CP ee Bide 
Ee: Oy? One 
also auf die Masseneinheit bezogen 
1 op Send een ee 
0 oF. @ dy’ @ Oz” 


An der Begrenzung der Flissigkeit tritt an Stelle des Flissigkeitsdruckes b 
ein normaler auBerer Druck P, der ihm gleich ist; das gilt fiir freie und bewegliche 


Oberflachen ebenso wie fiir feste Begrenzungen. : 
Bezeichnet man nun mit du/dt, dv/dt, dw/dt die Beschleunigungen, so 


werden die Bewegungsgleichungen 








au 1 Op 
diosa ieee 
dt o Oy” 
be oa Op 
dt o OZ 
r in Vektoren 
ode = ay toms — grad. (1a) 


Eine begriffliche Schwierigkeit bei dieser Ableitung bietet die Beschleunigung, 
die fiir ein Massenteilchen héchstens als Mittelwert definiert werden kann und 
erst, wenn die Masse des Teilchens gegen Null konvergiert, einem Grenzwert 
zustrebt. Es ist deshalb eine etwas andere Ableitung methodisch vorzuziehen. 
Setzt man fiir ein beliebiges (endliches) Teilchen die Resultante aller angreifenden 
Massen- und Oberflachenkrafte gleich der zeitlichen Anderung seines Impulses, 


so hat man F, 
4 [evdr=fonde+{pao. 


Wenn man beriicksichtigt, daB die Differentiation auf der linken Seite unter 
dem Integral nur an » vollzogen werden muB, da die Masse eines jeden Teilchens 
bei der Bewegung unverandert bleibt, und wenn man den zweiten Summanden 
der rechten Seite mittels des GAussschen Integralsatzes in ein Raumintegral 
verwandelt, erhalt man sofort die Gleichung (1a). 

Die Differentialquotienten du/dt, dv/dt, dw/dt in (4) sind in der Weise zu 
bilden, daB die Anderungen der an ein bewegtes Massenteilchen gebundenen 
Geschwindigkeiten oder Impulse, also ihre ,substantiellen‘’ Anderungen 
in dem Zeitelement di berechnet werden. 

Die substantielle Anderung dj//dt irgendeiner an ein bewegtes Massen- 
teilchen gebundenen GréBe f setzt sich aus zwei Teilen zusammen: aus der lo- 
kalen Anderung 0//0¢, welche die GréBe f auch dann erleiden wirde, wenn 
' das Teilchen seinen Ort nicht andern wiirde, und welche nur bei stationdren 
Strémungen verschwindet, und aus der konvektiven Anderung 

Of dx Of dy Cpeae, Of Of 0 
Be Ht Oy dt 02 gt +05 =D iae 
welche die Gré8e / infolge der Bewegung des Teilchens erfahrt und welche auch 
bei stationérer Bewegung nicht verschwindet. Die substantielle Anderung 
von f ist also dj Of of e 0 
fee ant “as t gy + Oar i) 
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oder ; 
af uh 
aera c ie (2a) 
Mithin werden die Bewegungsgleichungen 
Ou Ou Ou Ou 1 Op 
ae aa ay te a @ Ox? 
dv dv ov ov 1 Op 
Be te, NG, ch ie Pith ae @ oy’ (3) 
) ow ow 1 Op 
pera et ay Se Oe ae 
oder 
cb y 1 
ay t+ ¥ “b= R—— gradp. (3a) 


Man bezeichnet diese Form der Bewegungsgleichungen als EuLersche Glei- 
chungen; sie geben Aufschlu8 iiber das Strémungsfeld und seine Anderung, 
sagen aber nichts iiber die Bewegung des einzelnen Teilchens aus. 

Durch eine bekannte Umformung erhalt man folgende Gestalt der EULER- 
schen Gleichungen 


é 1 
pg + 7 Sradv® + [rot b, l] = @— “grad, (3 b) 


die namentlich zur Untersuchung wirbelfreier Strémungen niitzlich ist, da sie 
sich in diesem Fall wegen des Verschwindens von rot» vereinfacht. 

Erwahnt sei noch die besonders einfache Gestalt, die die EuLERschen Glei- 
chungen annehmen, wenn die Strémung stationar ist und die a4uBeren Krafte 
konservativ sind: 


bV +b = —grad V — — grad p; ae (3c) 


hier bedeutet V das Potential der auf die Masseneinheit bezogenen auBeren 
Krafte. i 

9. Lacrancesche Gleichungen. Wiinscht man die Bahn des einzelnen 
Fliissigkeitsteilchens und seine Bewegung in der Bahn kennenzulernen, so macht 
man die Koordinaten x, y, z eines Teilchens zur Zeit ¢ abhangig von seinen (recht- 
winkligen oder generalisierten) Anfangskoordinaten a, b, c zur Zeit ¢; und von 
der Zeit ¢. Dann gehen die substantiellen Differentialquotienten 

du ax dv — @y du az 


ae = ar? ‘Ginn tdh dt dt 
in Ziff. 8, Gleichung (1) iiber in die partiellen Differentialquotienten 0? x/02, 
024/072, 0622/0. Dann sind aber auch die tibrigen in Ziff. 8, Gleichung (1) auf- 
tretenden GréBen nicht mehr als von x, y, z, ¢, sondern von 4a, b, c, ¢ abhangig 
zu betrachten. Um das fiir den Druck # auch analytisch auszudriicken, stellt 
man aus Ziff. 8, Gleichung (1) durch geeignete Kombination drei neue Glei- 
chungen her: 


























os Of ~ Cy Cy Pe OG sn OX, oy dz . 4 0p 
as st ic a Ba te ba 6 8a. 

OG On, ey dy ORE Oe . Ox unleap 

me ee on oe ob 0b ae 17 oe gab (1) 
Ox Ox Oy dy . Oz . 1.0p 

0? ae t an 0c aR Bax +YS 25, On Gers 
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Man bezeichnet die Bewegungsgleichungen in dieser Form als LAGRANGEsche 
Gleichungen, obwohl sie ebenso wie die sog. EULERschen Gleichungen (Ziff. 8, 
Gleichung (3)] zuerst von EvuLER aufgestellt worden sind. 

Die auf der rechten Seite von (1) auftretenden Summen 





Ox oy 02 
Ag dae one 


usw. sind generalisierte Krafte Q, usw. im Sinne von LAGRANGE. Wenn die 
auBeren Krafte ein Potential besitzen, also in den EvuLERschen Gleichungen 








: ov ov _ Yer 
2 a as FA, ape ease 
ist, wird auch in den LAGRANGEschen Gleichungen 
Ox oy OF OV 
Si ial phe gree fet 


Die LaGRANGEschen Gleichungen sind u. a. dann mit Vorteil zu gebrauchen, 
wenn unstationare Flissigkeitsbewegungen mit einer freien Oberflache unter- 
sucht werden sollen. Ein Teilchen, das sich zu irgendeiner Zeit an der Oberflache 
befindet, bleibt infolge der Stetigkeit der Bewegung dauernd an der Oberflache. 
Die LAGRANGEschen Gleichungen geben also die Koordinaten der Oberflachen- 
punkte zu jeder Zeit als Funktionen derjenigen Werte von a, b, c, welche die 
Koordinaten der Oberflachenpunkte zur Zeit ¢ = ¢) waren. : 

Bei Verwendung der LaGrAncEschen Gleichungen mu8 auch die Konti- 
nuitatsgleichung (Ziff. 3, Gleichung (1)] auf die unabhangigen Veranderlichen 
a, b, c, t transformiert werden; der Einfachheit halber soll angenommen werden, 
daB a, b, c die rechtwinkligen, nicht die generalisierten Koordinaten eines Teilchens 
zur Zeit ¢ = 0 sind. 

Eine in einer geschlossenen Flache enthaltene Fliissigkeitsmenge m 1aBt 
sich bei Einfithrung der unabhangigen Veradnderlichen a, 6, c, ¢ in folgender 
Weise angeben: 

A 
m= | odxdydz =| 05eP4 dadbac, 
Ox Oy Oz 
Oa 0a Oa 
O(*%, y, 2) Ox Oy Oz 
O14, D, ¢) 0b Ob Ob 
Ox Oy Oz 
@c.0c dc 
die JacoBische Determinante ist. 

Die Kontinuitatsgleichung bringt zum Ausdruck, daB sich die Masse eines 

Flissigkeitsteilchens im Laufe der Bewegung nicht andert; also muB 


to) | O(x, y, 2) 
dt |° d(a, b, c) 














= 0 





sein, oder @ 0(x, y, z)/O(a, b,c) einen mit der Zeit unveranderlichen Wert be- 
sitzen. Zur Zeit t= 0, bei einer Dichte @ = gy fallen die Koordinaten x, y; 2 
mit ihren Anfangswerten a, b, c zusammen; die Jacoptsche Determinante ist 
dann =1; mithin wird die Kontinuitatsgleichung 


O(x, ? ) : 
aa b. 7] = (2) 


Ziff. 10: Hydrostatik. Schwimmen., 13 


und speziell fir inkompressible Fliissigkeiten 
: O(%, ¥, 2) en , 
O(a, b,c) 1° 2) 


10. Hydrostatik; Schwimmen. Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben 
sich unmittelbar aus den EvLerschen Gleichungen der Bewegung in der 
Form 





0; Q C) 
eX=3, eY=36, 02-3 (1) 


Sie sagen aus, daB die Form 
o(Xdx + Ydy + Z dz) 


ein vollstandiges Differential dp sein mu8; zu den Kraftlinien muB eine Schar 
von Orthogonalflachen existieren, eben die Flachen konstanten Druckes. Sind 
die 4uBeren Krafte konservativ, und bezeichnet V ihr Potential, so lassen sich 
die Gleichgewichtsbedingungen (1) in 


o gradV = —grad p (1) 


zusammenfassen. Hieraus folgt, daB unter der Wirkung konservativer Krafte 
Gleichgewicht nur dann bestehen kann, wenn die Dichte konstant oder eine 
Funktion des Druckes allein ist (keinesfalls also beim Hinzutreten thermischer 
Vorgange). Umgekehrt kann bei konstanter oder nur vom Druck abhangiger 
Dichte Gleichgewicht nicht durch andere als konservative Krafte hervorgebracht 
werden; die Niveauflachen des Potentials sind dann zugleich Flachen konstanten 
Druckes und konstanter Dichte. Eine freie Oberflache ist stets Niveauflache 
des Potentials, wenn Gleichgewicht herrscht. 4 

Ein sehr einfaches Beispiel bietet das isotherme Gleichgewicht der 
Atmosphire; hier ist die Dichte dem Druck proportional zu setzen: 


b= Re; 
als einzige Kraft kommt das Gewicht der Masseneinheit, gemessen durch die 
Schwerebeschleunigung g, iz ae % 
in Frage, Damit nimmt die dritte der Gleichgewichtsbedingungen (1) die Gestalt 


—pg=RP 


Oz 


an, und liefert nach der Integration die sog. barometrische Héhenformel 


g (2 — 2) + Rig & lt 


in ihrer rohesten Form; #, und Z sind zusammengehérige Ausgangswerte von 
Druck und Hoéhe. 

Ein hydrodynamisch wichtigerer Fall ist das Gleichgewicht einer schweren 
inkompressiblen Flissigkeit in Verbindung mit ganz oder teilweise eingetauchten 
Kérpern. Der Oberflachendruck der Fliissigkeit auf einen Kérper besitzt eine 
Resultante, die nach oben gerichtet ist und durch den Schwerpunkt der von dem 
eingetauchten Teile des Kérpers verdrangten Fliissigkeit geht. Der Betrag 
dieses hydrostatischen Auftriebes ist gleich dem Gewicht der von dem Kérper 
verdrangten Fliissigkeit. Dieser Satz ist das Archimedische Prinzip in seiner 
alten speziellen Fassung, 

Wenn der Korper teilweise eingetaucht ist und schwimmt, so halt der 
Auftrieb dem Gewicht des Kérpers das Gleichgewicht. 
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Die Frage nach den Gleichgewichtslagen eines schwimmenden Kor- 
pers und der Stabilitat der Gleichgewichtslagen wird durch eine von DUPIN be- 
griindete geometrische Theorie beherrscht, deren Grundziige in Kiirze angegeben 
werden sollen. In jeder Schwimmlage wird durch die Ebene der Wasseroberflache, 
die Schwimmebene, ein eingetauchtes Volumen, abgeschnitten, dessen Gr6Be durch 
das Archimedische Prinzip bestimmt ist. Jeder Lage der Schwimmebene ent- 
spricht als Schwerpunkt des eingetauchten Volumens ein bestimmtes Auftriebs- 
zentrum C. Der geometrische Ort des Auftriebszentrums heiBt Auftriebs- 
flache. Wenn der Koérper im Gleichgewicht frei schwimmt, so geht die Normale 
der Auftriebsflache in dem der Gleichgewichtslage entsprechenden Auftriebs- 
zentrum C durch den Schwerpunkt S des ganzen Kérpers; dabei ist sie vertikal 
gerichtet. Damit ist die Bestimmung der méglichen Gleichgewichtslagen auf 
die Aufsuchung derjenigen Normalen der Auftriebsflache zuriickgefihrt, die 
durch den Schwerpunkt S gehen. Die beiden Punkte M, und M, der Normalen 
in C, welche die Mittelpunkte der Kriimmungskreise in den durch C gehenden 
Hauptschnitten der Auftriebsflache sind, heiBen die beiden Metazentren der 
zugehérigen Schwimmlage. Eine Gleichgewichtslage ist stabil, wenn beide 
Metazentren oberhalb des Schwerpunkts liegen, labil, wenn auch nur eines der 
Metazentren unterhalb des Schwerpunktes liegt. Die Dupinsche Theorie fiihrt 
die Schwimmbewegung eines Kérpers zuriick auf die Rollbewegung eines von 
der Auftriebsflache begrenzten Hilfskérpers auf einer horizontalen Ebene. 

Um nochmals auf das Archimedische Prinzip zuriickzukommen, so 
bezeichnet man heute mit diesem Namen vielfach einen wesentlich allgemeineren 
Satz, als historisch berechtigt ist. Wenn ein Kérper in einer imkompressiblen 
Flissigkeit eine virtuelle Verriickung erfahrt, an der notwendig auch die um- 
gebende Fliissigkeit teilnimmt, so ist die virtuelle Arbeit irgendwelcher kon- 
servativer duBerer Krafte gerade so groB, als ob die Verriickung des KGrpers 
im leeren Raum erfolgte und die in jedem Volumelement des Kérpers enthaltene 
Masse um die Masse der verdrangten Fliissigkeit verringert wdre. 

Ist die wirkende Kraft die Schwerkraft, so folgt hieraus das spezielle Archi- 
medische Prinzip. 

11. Freie Oberflache bei Rotation einer Flissigkeit; Gleichgewichts- 
figuren'), Wenn eine Fliissigkeit mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w 
um eine feste Achse (die z-Achse) rotiert, so kann man unter Zugrundelegung 
eines mit der Flissigkeit rotierenden Koordinatensystems die Zentrifugalkraft 
wie eine 4uBere Massenkraft einfiihren und erhalt dann fiir das relative Gleich- 
gewicht der rotierenden Fliissigkeit die Bedingung 


2 
grad |V — S e+ y?) | = — 5 eradp. 


Dabei ist —4$m?(%2-+ y?) das Potential der Zentrifugalkraft, V das Potential 

der auBeren Krafte. 

Wirkt nur die Schwere, und zwar entgegengesetzt der Richtung der z-Achse, 
so wird die Gleichgewichtsbedingung fiir eine homogene Flissigkeit 


ge— S(t + yy = —= (6 — by). 


5) Beziiglich der neuesten Untersuchungen siehe L. LICHTENSTEIN, Astronomie und 
Mathematik in ihrer Wechselwirkung. Leipzig 1923; Existenzfragen bei L. LicutEn- 
STEIN. Math. ZS. Bd. 23, S. 72 u. 89. 1925. Weitere Literatur: S. OPPENHEIM, Theorie 
der Gleichgewichtsfiguren der Himmelskérper. Enzyklopadie der mathematischen Wissen- 
schaften Bd. VI, 2, S.21; W.Tuomson und P. G. Tait, Handbuch der theor. Physik 
Bd. 2, S. 770ff.; H. Lams, Hydrodynamik, 12. Kap. 
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Die Flachen konstanten Druckes sind also Umdrehungsparaboloide um die 
z-Achse, ein solches ist auch die entstehende freie Oberf lache, sowie eine etwaige 
Trennungsflache von Fliissigkeiten verschiedener Dichte, die sich nicht mischen. 

Viel interessanter als die Frage nach der freien Oberflaiche einer schweren 
Fliissigkeit im Schwerefeld der Erde ist die nach den freien Oberflachen rotierender 
Flissigkeitsmassen unter dem Einflu8 der eigenen Gravitation. Mit dem 
Studium dieser Gleichgewichtsfiguren, die von groBter Wichtigkeit fiir 
Fragen der Astronomie, insbesondere fiir die kosmogonische Frage nach 
der Gestalt der Himmelskérper und ihrem Werdegang sind, hat sich eine Reihe 
der besten Mathematiker seit fast zwei Jahrhunderten beschaftigt. Trotzdem 
zahlreiche schéne Ergebnisse erzielt und die Methoden namentlich in den letzten 
Jahrzehnten sehr hoch entwickelt worden sind, steht auch heute die Antwort 
aut die meisten grundlegenden Fragen noch aus. Physikalische Untersuchungen 
im Sinne des PLaTEAuschen Versuchs, bei dem eine rotierende Olkugel in einer 
Flissigkeit von der gleichen Dichte der Schwerewirkung entzogen wird, sind 
fur die Frage nach den Gleichgewichtsfiguren gravitierender Massen ohne Beweis- 
kraft; denn fiir die Gestalt des PLATEAUschen Oltropfens ist die Oberflachen- 
spannung von ausschlaggebender Bedeutung. Ubrigens existieren auch iiber 
die PLatTEAuschen Gleichgewichtsfiguren theoretische Untersuchungen }). 

Bei der Untersuchung der Gleichgewichtsfiguren einer gravitierenden 
Flissigkeit, die der Einfachheit halber homogen vorausgesetzt wird, liegt es 
nahe, zuerst nach der Existenz ellipsoidischer Gleichgewichtsfiguren zu fragen. 
Die Frage 1a8t sich auf die Theorie des Potentials V eines homogenen Ellipsoids 
zuriickfiihren. Dieses ist eine quadratische Funktion der Koordinaten des 
Aufpunkts von der Form 


V=V,—Vi x? —Vi92 — Vo2?. 


Dabei sind Vy, V,, V,, V; im Innern des Ellipsoids konstante GréBen, wahrend 
sie fiir 4uBere Punkte noch von einem Parameter abhangen, welcher in allen 
Punkten eines zu dem homogenen Ellipsoid konfokalen Ellipsoids denselben 
Wert besitzt. So wird insbesondere in den Punkten der Oberflache des homogenen 
Ellipsoids das Potential mit EinschluB des Potentials der Zentrifugalkraft eine 
quadratische Funktion der Koordinaten. Man sucht die Abmessungen des Ellip- 
soids so zu bestimmen, da8 diese quadratische Funktion zufolge der Gleichung 
des Ellipsoids in allen Punkten der Oberflache denselben Wert besitzt; dann 
wird die Oberflache selbst Potentialflache, mithin das Ellipsoid eine Gleich- 
gewichtsfigur sein. 

Auf diese Weise kommt man zu zwei verschiedenen Typen von ellipsoidischen 
Gleichgewichtsfiguren, deren erster von MacLaurin und deren zweiter fast 
100 Jahre spater von JAcoBI entdeckt wurde. 

Die MacLaurinschen Ellipsoide sind abgeplattete Rotationsellipsoide. Die 
moglichen Gleichgewichtsfiguren dieser Art, die eine gegebene fltissige Masse 
annehmen kann, bilden eine lineare Reihe. Die Reihe beginnt mit einer Kugel 
und endet unter wachsender Abplattung mit einer Scheibe, deren Dicke in Rich- 
tung der Rotationsachse den Grenzwert Null und deren Durchmesser den Grenz- 
wert unendlich besitzt. Dabei steigt die Drehgeschwindigkeit von Null bis zu 
einem Héchstwert an, um dann wieder auf Null abzusinken. Es gibt also zu 
jeder Drehgeschwindigkeit unterhalb des Héchstwertes zwei MAacLaurinsche 
Gleichgewichtsfiguren, oberhalb keine. 

Die Jacosischen Ellipsoide sind dreiachsige Ellipsoide und bilden ebenfalls 
eine lineare Reihe. Diese Reihe beginnt mit einem Rotationsellipsoid und endet 


1) Vgl. Kap. 6, Ziff. 17 ds. Bd. des Handb. 
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mit einem elliptischen Zylinder. Dabei sinkt die Drehgeschwindigkeit von 
einem endlichen Anfangswert bis Null. Es ist wichtig zu bemerken, daB die 
Anfangsfigur der Reihe der Jacopischen Ellipsoide, das erwahnte Rotations- 
ellipsoid, der Reihe der MacLaurinschen Ellipsoide geometrisch und mecha- 
nisch angehért. Die letztere besitzt also eine Verzweigungsstelle, an der 
die Reihe der Jacopischen Ellipsoide von ihr abzweigt. 

Von den Ergebnissen der neueren Forschung ist eines der wichtigsten die 
von LIAPOUNOFF und Poincaré gemachte Entdeckung, daB auBer den beiden 
genannten Reihen von ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren noch unendlich 
viele lineare Reihen von Gleichgewichtsfiguren existieren, die alle an Verzweigungs- 
stellen miteinander zusammenhangen. So gibt es als nachste Reihe nach den 
beiden Reihen von Ellipsoiden eine Reihe von birnférmigen Kérpern?), die 
von der Reihe der JAcoBischen Ellipsoide abzweigt. 

Von groBer Bedeutung ist ferner die Frage nach der Stabilitat der Gleich- 
gewichtsfiguren; namentlich dann, wenn man aus der Kenntnis der linearen 
Reihen und ihrer Zusammenhange Schliisse auf die Entstehung der Himmels- 
kérper ziehen will. An gesicherten Ergebnissen der auBerordentlich schwierigen 
Untersuchungen existiert nicht viel; stabil ist die Reihe der MAcLAuRINschen 
Ellipsoide mindestens bis zu der Stelle, an der die JAcoBischen Ellipsoide ab- 
zweigen; stabil ist auch ein Stitck der Reihe der JAcopischen Ellipsoide. Da- 
gegen scheint die Verzweigungsfigur, bei der die birnférmigen Kérper PoINcaREs 
abzweigen, endgiiltig als unstabil erwiesen zu sein?), Ubrigens darf nicht tiber- 
sehen werden, daB fiir die Stabilitat einer Gleichgewichtsfigur in Wirklichkeit 
auch die innere Reibung der Flissigkeit von bestimmendem EinfluB ist. 

Neben den Gleichgewichtsfiguren einer freien gravitierenden Masse sind 
die Gleichgewichtsfiguren einer gravitierenden Masse im Gravitationsfeld einer 
anderen Masse schon friihzeitig Gegenstand des Interesses und der Untersuchung 
gewesen. So wurde Laplace bei der Frage nach der méglichen Gestalt des Erd- 
mondes auf ein dreiachsiges Ellipsoid gefiihrt, das von der Kugel sehr wenig 
verschieden ist. Die von LAPLACE gegebene Naherungsrechnung ist heute nicht 
mehr befriedigend; indessen haben bessere Methoden zum gleichen Ergebnis 
und zum Nachweis der Stabilitat gefiihrt. Allgemeiner sind die RocHEschen 
Ellipsoide, Gleichgewichtsfiguren einer Fliissigkeitsmasse, die wie ein starrer 
K6érper um ein nahes oder fernes Attraktionszentrum rotiert. Auch das Problem 
der Doppelsterne ist in letzter Zeit erheblich geférdert worden. 

Endlich hat das Ringsystem des Saturn den AnstoB gegeben zur Unter- 
suchung ringfOérmiger Gleichgewichtsfiguren, wie solche auch an anderen 
Objekten des gestirnten Himmels, namlich an gewissen kosmischen Nebeln 
beobachtet werden. Allerdings rotieren diese gasférmigen Massen nicht wie 
ein starrer Kérper mit konstanter Umdrehungsgeschwindigkeit; ebensowenig 
wie das Ringsystem des Saturn, dessen inkoharenter Zustand heute sicher er- 
kannt ist. Die ringfoérmigen Gleichgewichtsfiguren idealer Fliissigkeiten sind 
deshalb ohne kosmogonische Bedeutung. Da8 solche Gleichgewichtsfiguren, 
rein analytisch betrachtet, mit und ohne Zentralkérper existieren kénnen, ist 
nicht in Abrede zu stellen; indessen kann von Stabilitat eines derartigen Gebildes 
schwerlich die Rede sein. 

Bei der Untersuchung von Gleichgewichtsfiguren sind hydrodynamische 
Fragen von dem hydrostatischen Problem nicht zu trennen, das zuerst bei der 
MacLaurinschen Untersuchung aufgetreten ist. Hydrodynamischen Charakter 


1) H. Porncart, Acta math. Bd. 7, S. 259—380. 1885. 


ra) Uber diese fiir die Kant-Lapracesche Theorie wichtige Streitfrage vgl. L. LicHTEN- 
STEIN, Uc. S, 21; i 
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tragen alle Stabilitatsuntersuchungen, gleichgiiltig, ob die Eigenschaften einer 
Figur nur mit denen benachbarter Figuren gleicher Art verglichen, oder ob 
von vornherein Stérungen allgemeinerer Art in Frage gezogen werden. Auch 
unabhangig von der Stabilitatsfrage wurden Untersuchungen iiber fliissige Massen 
bei veranderlicher Gestalt der Oberflache seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts 
namentlich fiir ellipsoidische Begrenzung von DirICHLET, RIEMANN, DEDEKIND 
u.a. ausgefiihrt; bemerkenswert ist eine von DEDEKIND angegebene Reihe 
von Ellipsoiden, die der auBeren Gestalt nach mit den Jacosischen iibereinstimmt, 
in deren Innerem aber Bewegung herrscht. 

12. Druckgleichung; Energiegleichung. Wenn eine Strémung wirbelfrei ist 
und die auBeren Krafte ein Potential besitzen, laBt sich aus den EuLErschen 
Gleichungen [Ziff. 8, Gleichung (3b)] ein Integral ableiten. Man hat dort jetzt 
roty = 0 und § = —gradV zu setzen: 
fe + = gradv® = —gradV — = gradp : 

Beriicksichtigt man im ersten Glied dieser Gleichung, da8 nach Ziff. 6, Gleichung (2) 
b = grad ist, so erhalt man 
C) bp? 4 
grad ee of a) = —gradV — > gradp 

und hieraus das Integral 

Op ae [ ap 

e+e =v —f[P+ re. (1) 
Hier ist zufolge der eingangs getroffenen Voraussetzung, da8 die Dichte @ eine 
Funktion des Druckes # ist, d/o ein totales Differential; die willkiirliche Funk- 
tion F(t) wird man zweckmabig in ¢ q/0t hineinrechnen. Besonders einfach werden 
die Verhaltnisse, wenn man sich auf stationare Strémungen einer inkompressiblen 
Fliissigkeit beschrankt; dann reduziert sich (1) auf 


Py Puvac, (2a) 





Diese Gleichung ist der Ausdruck des Energiesatzes: Die linke Seite gibt die 
Gesamtenergie der Masseneinheit als Summe der Druckenergie p/o , der Bewegungs- 
energie »?/2 und der potentiellen Energie V im Feld der auBeren Krafte; diese 
Gesamtenergie ist fiir jedes Teilchen zeitlich unveradnderlich und bezogen auf 
die Masseneinheit im ganzen Feld dieselbe. 

Ein ganz ahnliches Integral 14Bt sich fiir stationdre Str6mungen auch dann 
erhalten, wenn die Bewegung nicht wirbelfrei ist. Um sich iiber die Bedeutung 
eines Integrals fiir diesen Fall klar zu sein, darf man nicht ttbersehen, daB nicht 
wirbelfreie Strémungen nur unter engen Bedingungen stationar sein kénnen 
(vgl. Ziff. 19); indessen sind gerade Strémungen dieser Art praktisch wichtig, 
Fiir die 4uBeren Krafte soll wie bisher ein Potential vorausgesetzt werden, 

Aus den Euterschen Gleichungen in der urspriinglichen Form Ziff. 8, Glei- 
chung (3a), leitet man durch skalare Multiplikation mit » folgende Gleichung her: 


0 [v? b? 4 
5, (5) + oP $= —veradV — <v gradp ; (3) 
— le 2 . 
hier ist die linke Seite die substantielle Anderung a (=); dagegen ist 
dV 
0 grad y= “ai? 


die auf die Masseneinheit bezogene konvektive Anderung des Potentials; 
ahnlich ist die Deutung des letzten Gliedes. Eine Integration ist nur fiir 
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stationdre Stromungen und nur langs der Stromlinien méglich; das sich er- 
gebende Integral 





P+ F4+Vac (2b) 


unterscheidet sich von (2a) dadurch, da8 die Konstante C von Stromlinie zu 
Stromlinie ihren Wert andert. Die auf die Masseneinheit bezogene Gesamt- 
energie eines Teilchens ist zeitlich unveranderlich und fiir alle Teilchen derselben 
Strémréhre dieselbe; fiir zwei Teilchen verschiedener Stromlinien aber besitzt 
sie einen verschiedenen Wert. Bae 

Den gleichen Wert im ganzen Feld besitzt die Energie der Masseneinheit 
neben dem bereits besprochenen Fall der wirbelfreien stationaren Strémung 
noch in einem zweiten Fall: Bildet man in (2a) den Gradienten der linken Seite, 


so kommt 4 1 
> gradp aes gradb? + gradV = 0. 


Durch Vergleich mit der Euterschen Gleichung in der Form Ziff. 8, Gleichung (3c), 
erhalt man 
pV-b = $gradb? 
und hieraus durch eine einfache Umformung 
fp rotv] =O. 


Diese Bedingung 14Bt erkennen, daB die Gleichung (2a) fiir einen festen Wert 
der Konstanten C im ganzen Feld auBer fiir wirbelfreie Strémungen auch dann 
gilt, wenn die Wirbellinien mit den Stromlinien zusammenfallen. Es ist dies 
ein in der Tragfliigeltheorie auftretender und deshalb praktisch bedeutungs- 
voller Fall?). 

Die Gleichung (2a) bzw. (2b) hei8t BERNovuLiische Gleichung. Durch 
Multiplikation mit @ entsteht (unter leichter Anderung der Bezeichnung der 
Konstanten) die Druckgleichung 


pte 4 oVah. (4) 


Samtliche Summanden der linken Seite haben die Dimension eines Druckes; 
p, ist ein konstanter Druck. Die Druckgleichung 14Bt erkennen, daB unter sonst 
gleichen Umstanden der Druck kleiner wird, wenn die Geschwindigkeit wachst; 
die engsten Stellen einer Réhre sind die Stellen kleinsten Druckes. 

Sieht man von auBeren Kraften ab, so wird die Druckgleichung 


pt+*= =p,; (4) 


pop ist der Wert des gré8ten Druckes, der ttberhaupt eintreten kann; er entspricht 
der Geschwindigkeit » = 0 und hei8t Staudruck. Die gréBte Geschwindig- 
keit, welche méglich ist, entspricht dem Druck p = 0; ihr Wert ist 72p,/0. Bei 
groBeren Geschwindigkeiten wiirden negative Drucke auftreten, die indessen zu 
einem ZerreiBen des stetigen Verlaufs der Bewegung, zur Kavitation fiihren. 

Wirkt von auBeren Kraften nur die Schwerkraft, so ist V = gz (die z-Achse 
geht vertikal nach oben). Man pflegt dann die BERNoULLIsche Gleichung durch 
Division mit g so umzuformen, da sémtliche Summanden die Dimension einer 
Lange erhalten: 


2 
eae eae (5) 


1) L. PRANDTL, Tragfliigeltheorie, I. Mitt. Géttinger Nachr. 1918. Vgl. auch Kap. 4 ds. Bd. 
des Handb. 
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blog heiBt die Druckhdhe, p?/2g die Geschwindigkeitshéhe, ¢ die 
Ortshoéhe; ihre Summe ist lings einer Stromréhre konstant (=2,). . Die 
Gleichung (5) ist von grundlegender Wichtigkeit fiir die Hydraulik. 

___ Die bisher gefundenen Satze geben AufschluB iiber die Energieumwandlungen 
in einer Strémung in besonderen Fallen; ein Resultat von erOBerer Allgemein- 
heit ist zu erhalten, wenn man (3) mit dt multipliziert und tiber das ganze von 
Flissigkeit erfiillte Gebiet integriert; der Einfachheit halber sei V von der Zeit 
unabhangig vorausgesetzt. Nach einigen Umformungen der Integrale, wobei 
besonders auf das letzte Integral der verallgemeinerte GAusssche Satz [Ziff. 4, 
Gleichung (1c)] zur Anwendung kommt, ergibt sich 


d | ov? d « ; . ) 
Ts om de + 4] Var =| paivodr + [prdo. (6) 


Die drei ersten Integrale sind ttber den Inhalt, das letzte iiber die Oberflache 
des von Fliissigkeit erfiillten Gebietes zu erstrecken. Ihre Bedeutung ist folgende: 


Late ee 
faear 


ist die Bewegungsenergie der Strémung; 
feVdat= 
ist die potentielle Energie der Fliissigkeit im Feld der auBeren Krafte; 


[ecivvar= es 


wo JI* die Druckenergie der Fliissigkeit ist, berechnet durch die Arbeits- 
leistung, um jedes Massenteilchen von einem Anfangsdruck Null auf den Druck 
zu bringen, den es besitzt; dabei ist die Dichte als Funktion des Druckes 
vorausgesetzt. 


(vas) a= [p2! avar— [ytcar—aa 


ist die Arbeit, welche die auf die Begrenzung wirkenden Oberflachendruckkrafte 
leisten, wenn jeder Punkt der Begrenzung eine Verschiebung dx, dy, dz erfahrt. 
Damit ist (6) als Energiegleichung erkannt: 


d(v+ H+ 0*)=dA. (6) 


Die Arbeit des auf die Begrenzung wirkenden Druckes bei Verschiebung dieser 
Begrenzung wird in einen Zuwachs der Energie des Stro6mungsfeldes umgesetzt; 
diese Energie setzt sich zusammen aus Bewegungsenergie, potentieller Energie 
im Feld der auBeren Krafte und Druckenergie der Fliissigkeit. 

13. Impulssatze fiir stationdre Stromung. Ausflu8B aus einem GefaB. 
In der Mechanik der Punktsysteme lassen sich durch geeignete additive Zusammen- 
fassung der Bewegungsgleichungen sdmtlicher Massenpunkte Gleichungen ge- 
winnen, die Aussagen tiber die Bewegung des gesamten Systems enthalten 
und unter dem Namen Schwerpunktssatz und allgemeiner Flachensatz 
bekannt sind. Ihre Bedeutung besteht darin, daB die aus ihnen herzuleitenden 
Aussagen auch dann moglich sind, wenn die Bewegung jedes einzelnen Massen- 
punktes nur unvollkommen bekannt ist. 

In der Mechanik der Kontinua, speziell in der Hydrodynamik lassen sich 
auf analoge Weise Gleichungen gewinnen, welche iiber die Gesamtbewegung 
der ein irgendwie begrenztes Gebiet erfiillenden Fliissigkeit bzw. tiber die Resul- 


2* 
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tante der bei der Bewegung auftretenden Krafte Schlisse gestatten, ohne dab 
iiber die Bewegungsvorgainge des einzelnen Flissigkeitsteilchens ‘vollstandige 
Kenntnis besteht. In den einfachsten Fallen, bei stationarer oder doch 
im Mittelstationdrer Bewegung, geniigt die Kenntnis einzelner mechanischer 
Elemente an der Begrenzung des Gebiets zur Aufstellung dieser Gleichungen, 
der Impulssdtze. Ihre Giiltigkeit reicht weit itber die Theorie der idealen 
Flissigkeiten hinaus; hierauf beruht nicht zuletzt die praktische Bedeutung, 
die sie, unbeschadet ihrer grundsatzlichen Wichtigkeit, in der Hydraulik be- 
sitzen. Indessen soll die einmal festgesetzte Beschrankung auf ideale Flussig- 
keiten auch hier eingehalten werden. 

Es soll die ein irgendwie begrenztes Gebiet T zu irgendeinem Zeitpunkt 
erfiillende Fliissigkeit ins Auge gefaBt und folgende Bezeichnungen festgesetzt 
werden: 

3 der Impuls der Flissigkeit, d. h. die Summe der Impulse sdmtlicher 
Fliissigkeitsteilchen, 

G die Resultierende der 4uBeren Massenkrafte, 

% die Resultierende der auf die Fliissigkeit an der Begrenzung von auSen 
wirkenden Druckkrafte; ferner 

MN das Impulsmoment oder der Drall der Fliissigkeit, 

M das resultierende Moment der 4uBeren Massenkrafte, 

¥3* das resultierende Moment der von auBen wirkenden Druckkrafte. 
Dann gélten folgende beiden Gleichungen: 


ds 


ap TET Bs, (1a) 
aN , 
ap a B. (1b) 


Diese Gleichungen ergeben sich durch Addition samtlicher entsprechender 
Gleichungen fiir die einzelnen Fliissigkeitsteilchen; fiir diese sagt die erste das 
Grundgesetz der Dynamik, die zweite den Flachensatz aus. Bei der Addition 
fallen infolge des Reaktionsprinzips alle inneren Krafte heraus; es summieren 
sich zwar die Massenkrafte und ihre Momente; aber die auf die einzelnen Fliissig- 
keitsteilchen wirkenden Oberflachendrucke und ihre Momente heben sich in 
allen inneren Punkten der Flissigkeit auf, nur die auf die Begrenzung des Gebietes 
wirkenden Drucke und ihre Momente kommen in der Summe zum Vorschein. 

Die einfachste Anwendung von (1a) 
ergibt sich folgendermaBen: Durch eine 
enge Réhre mit festen Wanden 
(Abb. 1) findet eine stationaére Stroémung 
einer inkompressiblen Fliissigkeit statt. 
Ein Gebiet T wird begrenzt durch zwei 
senkrechte Querschnitte der Réhre und 
das zwischen ihnen liegende Stiick der 
Rohrenwandung. Der Impuls der in dem 
Gebiet T in einem bestimmten Zeitpunkt 
enthaltenen Fliissigkeit kann sich bei sta- 
tiondrer Strémung nur dadurch andern, 
‘daB die Flissigkeit in der Réhre fortriickt, also beim Eintrittsquerschnitt e 
ein Teilgebiet von T von der Fliissigkeit verlassen und beim Austrittsquer- 
schnitt a ein nicht zu T gehdriges Teilgebiet von der Fliissigkeit eingenommen 
wird. Die Anderung des Impulses in dem Zeitelement dz ist also gleich dem 
‘UberschuB des Impulses der austretenden iiber den der eintretenden Fliissigkeit. 





Abb. 1. Impulstransport in einer Réhre. 


Ziff, 13. Impulssatze fiir stationdre Strémung. AusfluB aus einem GefaB. A 


Der Impulstransport durch einen beliebigen Querschnitt berechnet sich 
so: Ist F die Flache des Querschnitts, so ist : 

4, oF ky die in der Zeit dt hindurchgetretene Fliissigkeitsmenge; 

— @F |p| dt» ihr Impuls. 
Es sollen nun alle auf den Eintritts- bzw. Austrittsquerschnitt beziiglichen 
Gr6Ben durch die Zeiger e und a gekennzeichnet werden, insbesondere mit n, und 
nt, die Einheitsvektoren in Richtung der inneren Normalen bezeichnet werden. 


Dann sind 
oF ,vdin, und —oF v2 dtttg 


die Impulse der in der Zeit d¢ durch die beiden Querschnitte hindurchgetretenen 

Flissigkeitsmenge, also oF,b;n, und —o@F,b21, die Impulstransporte (in der 

Zeit ,,Eins“‘) durch die beiden Querschnitte. Mithin ist 
ds 


Be Siew, Or, 0 te - Pada Ma): 


Der Druck $ setzt sich aus dem Druck §,, der von der Rohrenwandung auf 
die Flissigkeit ausgetibt wird, und aus dem an beiden Querschnitten in Richtung 
der inneren Normalen wirkenden Druck zusammen (mit p, und 4, soll der spe- 
zifische Druck an den beiden Querschnitten bezeichnet werden): 


% = Bw i Fap neg i PgPatta: 
Bemerkt man noch, daB Soi 


der Reaktionsdruck ist, den die strémende Fliissigkeit auf die R6hrenwandung 
ausiibt, so kann man (1a) so schreiben, da8 man den Reaktionsdruck daraus 
entnehmen kann: | 


R= K+ F, (ov; + H)u. + Fa(ovg + Pa) tte- (2) 


Es geniigt also zur Auffindung des Reaktionsdruckes die Kenntnis der Strémungs- 
geschwindigkeit und des Druckes # an beiden Querschnitten neben der der 
Resultanten der auBeren Krafte; in der Regel kommt nur die Schwerkraft in 
Betracht. An jedem der beiden Querschnitte tritt zu dem Flissigkeits- 
druck auf die Querschnittsflache noch der Impulstransport durch 
diese Flache, der die Dimension einer Kraft hat. Alle diese Krafte 
sind nach dem Innern des Gebietes T gerichtet. 

In der gleichen Weise wie der Reaktionsdruck 1aBt sich aus (1b) das Moment 
des Reaktionsdruckes und damit seine Angriffslinie bestimmen. — 

Wenn eine Fliissigkeit aus einem GefaB, in dem sie unter dem Druck 4, 
steht, durch eine Offnung in einen Raum austritt, in dem der Druck # herrscht, 
so ergibt sich bei Vernachlassigung auBerer Krafte aus der Druckgleichung 
[Ziff. 12, Gleichung (4’)] die Geschwindigkeit des austretenden Strahls 





2 
(o|=\/2 @— 2): G3) 
Tritt eine schwere Fliissigkeit aus einem Gefa8 durch eine Offnung, die um 
die Héhe # unter der Oberflache liegt, so folgt aus der Energiegleichung [Ziff. 12, 
Gleichung (5)] die Geschwindigkeit des austretenden Strahls 


|b | = /2gh. (4) 


Dies ist der Ausdruck des TorRICELLIschen Theorems, wonach die Geschwindig- 
keit der austretenden Fliissigkeit dieselbe ist, wie wenn sie die Héhe zwischen 
der Oberflache und der Austrittséffnung frei durchfallen hatte. Durch Ver- 
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gleich von (3) und (4) folgt, daB der Uberdruck an der Austrittsstelle gleich 
dem Bodendruck der iiber der Offnung stehenden Fliissigkeitssdule ist. 

Die Ableitung der Gleichungen (3) und (4) setzt die gleichmaBige Verteilung 
der Geschwindigkeit der Strémung iiber den Strahlquerschnitt voraus, die in- 
dessen wegen der Konvergenz der Stromlinien an der Austrittséffnung erst in 
einiger _Entfernung von dieser einigermaBen erreicht wird, wenn die Strom- 
linien unter Eintritt einer Kontraktion des Strahls gleiche Richtung an- 
genommen haben; sie setzt ferner das Fehlen eines Druckabfalls im Innern 
des GefaBes in der Nahe der Austrittséffnung voraus. Diese Forderungen werden 
angenahert erfiillt durch die Borpasche Miindung?), ein kurzes kreiszylindrisches 
Rohr, das aus dem Boden des GefaBes ins Innere ragt. Bezeichnet man mit Fy 
den Querschnitt des Rohres, so ist der an der Miindung herrschende gesamte 
Uberdruck pee 


Diesem Uberdruck wird das Gleichgewicht gehalten durch den Reaktions- 
druck des austretenden Strahles, der gleich dem Impulstransport der austretenden 
Flissigkeit ist: Bezeichnet man mit F den Querschnitt des Strahls nach Eintritt 
‘der Kontraktion, so ist dieser Impulstransport nach (3) 


ov = 2(p,— PF. 
(bo — P) Fo = 2(bo — P)F 
ergibt sich fiir die Kontraktionsziffer P/F, der theoretische Wert 3. 
14. Impulssatze; allgemeine Fassung?). LaBt man die bisherigen Ein- 
schrankungen fallen, betrachtet also eine nicht notwendig stationdre Str6mung 
durch ein beliebiges Gebiet T, dessen Begrenzung zum Teil aus festen Wanden, 


zum Teil aus in der Fliissigkeit verlaufenden gedachten ,,Kontrollflachen“ be- 
steht, sonimmt die Gleichung (1a) von Ziff. 13 durch Integration der EULERschen 


Aus 


Gleichung db r 
Fier a4 grad p 
iiber das Gebiet T folgende Form an: 
d . 
fowar =| oedr—[graapar. (1) 
Hier ist : 


dv CRY ee ‘ “1 
ik OG, at = a die sels ae Anderung des Impulses 3 = ‘b obdt; 
ii oKdt = K& die Resultierende der 4uBeren Massenkrafte; 
— i, gradpdt = if pdo = $ die Resultierende des Oberflachendrucks. 


Formt man die linke Seite von (1) mit Hilfe des Gaussschen Integralsatzes und 
der Kontinuitatsgleichung um, so nimmt (1) folgende Gestalt an: : 


[-Sevvar—fov-vae =/osar+t [pav. (2) 


6 63 


Hier ist 


die lokale Anderung des Impulses der in T  enthaltenen Fliissigkeit ; 
— f ov-bdo = ¥ die konvektive Anderung des Impulses in der Zeiteinheit oder 


1) Uber andere Mindungen vgl. Kap. 3, Abschn. V ds. Bd. des Handb. 


*) Eine Ableitung von groer Allgemeinheit gibt G. ZERKOWITz, Z i 
tee g g z, ZS. f. d. ges. Turbinenw. 
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der Impulstransport durch die Kontrollflachen. Es ist namlich ovdo=dm 
die durch ein Oberflachenelement in der Zeiteinheit eintretende Fliissigkeits- 
menge, 90: do ihr Impuls; also — fi o%+vdo der UberschuB des Impulses der 
austretenden iiber den der eintretenden Fliissigkeit. Mithin wird (2) 


bg 
Si ya e+e. 3) 


Hier zerfallt wieder der Druck % in den Druck %. an der festen Wand und 
%oq an den Kontrollflachen; dabei ist —%, = % der Reaktionsdruck. der 
Flissigkeit gegen die feste Begrenzung. Damit kann man den Reaktionsdruck 
in folgender Form angeben: 


AC 
R= 8+ Bo—g’— SS. (4) 


In analoger Weise kann man das Reaktionsmoment ®* und damit die 
Angriffslinie des Reaktionsdrucks berechnen. Hierzu hat man in den EULERschen 
Gleichungen vor der Summation die Momente samtlicher vorkommender GréBen 
zu bilden: On 

; R* = MN + Bo — W-—-—,. (5) 


Damit sind die Impulssatze in allgemeiner Form fiir ideale Fliissigkeiten 
gewonnen. DaB sie auch fiir zahe Fliissigkeiten gelten, ist schon erwahnt worden; 
denkt man sich in den EvLerschen Gleichungen die auftretenden Reibungs- 
krafte durch Zusatzglieder beriicksichtigt, so fallt bei der Summation die innere 
Reibung nach dem Reaktionsprinzip heraus, und nur die Randreibung liefert 
eine Zusatzkraft bzw. ein Zusatzmoment auf der rechten Seite von (4) und (5). Es 
ist auch zu bemerken, daB die lokalen Anderungen des Impulses und seines Mo- 
mentes verschwinden kénnen, ohne daf die Strémung stationar ist, wenn nur, 
wie bei turbulenten Strémungen, der Impuls der ganzen in T enthaltenen Flissig- 
keit und sein Moment feste Mittelwerte besitzen. 

Andererseits bestehen fiir die Giiltigkeit der Impulssaétze Beschrankungen, 
welche von der Verwendung des Gaussschen Integralsatzes und der Kontinuitats- 
gleichung bei der Ableitung herriihren. Im Innern von T 
diirfen weder Quellen enthalten sein noch Stellen, an denen 
die Geschwindigkeit unstetig oder unendlich wird. 

15. Stromung und Zirkulation. Zwei in der Flissigkeit 
gelegene Punkte A, B seien durch eine ganz in der Fliissigkeit Fro 
gelegene Linie AB verbunden (Abb. 2). Das Linienintegral 


B 


at 
B 


B 
[(udx + ody + waz) oder foas 

A A 

heiBt die Str6mung langs der Linie AB. Die Strémunglangs = 

einer geschlossenen Linie heiSt Zirkulation; sie wird mit 1) 4 zu Be 
I” bezeichnet: | orf’ der .,Strd- 


T=Q(udx+vdy+wdz) oder F=Qovds. (A) mung“. 


Die Strémung langs einer zwei Punkte A und B verbindenden Linie ist 
im allgemeinen nicht ausschlieBlich von den Endpunkten, sondern auch von 
dem gewahlten Weg abhangig. Vom Weg unabhangig und durch die Endpunkte 
allein bestimmt ist die Stromung nur dann, wenn udx + vdy + waz ein totales 
Differential ist. Hierzu muB 


Og .. Co > ¢e is 
iar ear ae Wirz, oder b = grad 
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sein; d. h. es muB ein Geschwindigkeitspotential existieren. Dann ist 


B 
[(wdx + vdy + wade) = Pp — PA: 
A 


Dabei ist eine einschrankende Bedingung nicht zu tibersehen: Die Einwertig- 
keit der Stromung zwischen A und B ist nur dann gesichert, wenn das Geschwindig- 
keitspotential in dem betrachteten Gebiet tberall eindeutig und endlich ist. 
Dann ist die Stromung auch zwischen zwei beliebigen Punkten zweler Niveau- 
flichen des Geschwindigkeitspotentials mit den Potentialwerten m4 und 9g 
dieselbe. 

Man muB zwischen einfach und mehrfach zusammenhangenden Ge- 
bieten unterscheiden. Ein Gebiet heiBt n-fach zusammenhangend, wenn es in 
ihm m geschlossene Linien gibt, die nicht durch stetige Deformation innerhalb 
des Gebietes ineinander iibergefiihrt werden kénnen. In einem einfach zusammen- 
hangenden Gebiet kann jede geschlossene Linie auf jeden Punkt des Gebietes 
zusammengezogen werden. In einem m-fach zusammenhangenden Gebiet gibt 
es 2 — 1 nicht ineinander iiberfiihrbare geschlossene Linien, die nicht auf einen 
Punkt zusammengezogen werden kénnen. 


Es sollen jetzt nur Strémungen betrachtet werden, die in einem Gebiet 
ein iiberall endliches Geschwindigkeitspotential besitzen. Wird das Geschwindig- 
keitspotential an einzelnen Punkten oder langs einzelner offener oder ge- 
schlossener Linien unendlich groB, so schneidet man diese durch kleine Kugeln 
oder Réhrenflachen aus dem Gebiet aus. Dabei wird wenigstens im letzteren 
Fall immer die Zusammenhangszahl des Gebiets erhéht. Wenn in einem ein- 
fach zusammen hangenden Gebiet ein iiberall endliches Geschwindigkeits- 
potential existiert, so ist es eindeutig. Die Strémung zwischen zwei Punkten A 
und B ist dann vom Weg unabhangig, die Zirkulation um jede geschlossene 
Kurve Null. 


In einem mehrfach zusammenhangenden Gebiet sind wberall endliche 
zyklische Geschwindigkeitspotentiale méglich. Ein zyklisches Geschwindig- 
keitspotential in einem m-fach zusammenhangenden Gebiet Andert sich bei 
einmaligem Umlauf des Aufpunkts um eine der (m — 1) nicht auf einen Punkt 
reduzierbaren Kurven um eine Konstante I), I, ... [,_,; das sind die Zir- 
kulationen beim Umlauf um diese Kurven. Das Geschwindigkeitspotential ist 
also nur bis auf eine Summe von ganzzahligen Vielfachen dieser Zirkulationen 
bestimmt; mit der gleichen Unbestimmtheit 


Rly + kaDy ais a ene ia 


ist die Strémung langs einer zwei Punkte A und B verbindenden Linie behaftet; 
der jeweilige Wert hangt von dem gewahlten Weg ab. 

16. Sroxesscher Integralsatz; Wirbelflu8. Um die Bedeutung der Zir- 
kulation um eine geschlossene Kurve C in einer Strémung, in der kein Geschwindig- 
keitspotential existiert, zu erkennen, formt man sie mit Hilfe des StoKEsschen 
Integralsatzes um. Hierzu legt man durch C eine Flache F mit C als Rand- 
kurve; diese Flache ist in hohem MaB8 willkiirlich, es ist nur zu verlangen, daB 
sie ganz in einem Gebiet verlauft, in dem die Funktionen u, v, w endlich, ein- 
deutig und stetig sind. Mit do bzw. do soll wie frither das Oberflachenelement 
von f’, mit a, B, y die Richtungswinkel der zugehérigen Normalen bezeichnet 
werden; beztiglich der Normalenrichtung wird festgesetzt, daB sie mit der Um- 
laufsrichtung, in der die Zirkulation um C berechnet wird, eine Rechtsschraube 
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bilden soll. Dann 1a8t sich das Linienintegral der Zirkulation um C in ein Flachen- 
integral tiber F umformen: 





(ude + vdy + was) =/|(2 cosa + (SY o#’ cos B 


Oe ON. (1) 
dv Ou 
+ ee — tl cos 7 do. 
oder in Vektoren Ov d3 = /rotvdo. (1’) 


Der durch diese Gleichung zum Ausdruck gebrachte Stoxessche Integral- 
satz laBt sich zur Umformung der Zirkulation unter Verwendung des in Ziff. 5, 
Gleichung (6) eingefithrten Wirbelvektors u so schreiben: 


= Qvd8=/rotvdo =2/udo. (2) 


Man erkennt in der rechten Seite das zweifache des Flusses des Wirbelvektors u 
durch die Flache F. Die Zirkulation um eine Kurve C ist infolgedessen ein 
Ma8 fiir den gesamten Wirbelflu8 durch eine beliebige in die Kurve C ein- 
gespannte Flache. 

Fa8t man zwei verschiedene in C eingespannte Flachen zu einer geschlossenen 
Flache zusammen, so erkennt man: Der Wirbelflu8 durch eine geschlossene 
Flache ist Null. Der Wirbelvektor ist ein quellenfreier Vektor; 
Wirbellinien kénnenim Innern der Flissigkeit nicht beginnen 
oder enden. 


17. Erhaltung der Zirkulation. Es soll die Zirkulation um eine geschlossene 
Linie betrachtet werden, die sich derart mit der Fliissigkeit bewegt, daB sie 
dauernd von denselben Fliissigkeitsteilchen gebildet wird. Nach einem von 
W. TuHomson!) (Lord KELvin) bewiesenen Satz ist die Zirkulation um eine 
derartige ,,fliissige Linie“ zeitlich unveranderlich, vorausgesetzt, daB nur 
konservative auBere Krafte wirken. 

Da in einer Potentialstr6mung in einem einfach zusammenhangenden Gebiet 
die Zirkulation Null ist, enthalt der THomsonsche Satz einen zuerst von La- 
GRANGE2), wenn auch in einer heute nicht mehr befriedigenden Weise, bewiesenen 
Satz als speziellen Fall in sich: Wenn in einem Zeitpunkt ein Geschwindigkeits- 
potential existiert, so bleibt, ebenfalls unter Voraussetzung konservativer auBerer 
Krafte, dauernd ein Geschwindigkeitspotential bestehen. Wirbel kénnen also 
in einer reibungslosen Flissigkeit weder entstehen noch vergehen. 

Zufolge des Zusammenhangs der Zirkulation mit dem Wirbelflu8 kann der 
THomsonsche Satz auch zur Grundlage der beriihmten, von HELMHOLTz®) ent- 
deckten Satze uber Wirbelbewegung dienen. 

Von den zahlreichen Beweisen, die der THomsonsche Satz seiner Wichtig- 
keit halber gefunden hat, soll in folgendem einer skizziert werden, der auf der 
Weberschen Transformation‘) der LaGraANnGeEschen Gleichungen beruht. 


Nach WEBER werden die LAGRANGEschen Gleichungen [Ziff. 9, Gleichung (1)] 


Sx dx , dy by , Bz dz OV 1 Op 
bf Ga) Oi ba * OP Ga OEE 








1) W. THomson, On Vortex Motion. Edinburgh aranse d.025, 1869. 

2) J. L. de LAGRANGE, Mémoire sur la théorie du mouvement des fluides, Nouv. 
mém. de l’Acad. de Berlin (2) Bd. 12. 1781. 

3) H. HELMHOLTZ, Crelles Journ. Bd. 55, S. 25. 1858. 

4) H. WeBeER, Crelles Journ. Bd. 68, S. 286. 1868. 
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und zwei entsprechende Gleichungen fiir } und ¢ statt a in folgender Weise um- 

geformt: 

O [dx Ox , Oy Oy dz dz] __1 0 [(0x\2 Oy\2 O22] OV 1090p 
Soa ($3) 7 (33) chy (53) | tacuged a0 

und zwei entsprechende Gleichungen. Setzt man 


dtl dt da | Ot Oa ' Ot Oa 
a a 
7 =| eevee @ 
0 








2 Q 


so ergeben sich durch Integration von (1) nach ¢ die Weberschen Gleichungen; 
wenn man bemerkt, daB zur Zeit ¢=0 | x=a, y=b, z=c ist und wenn man 
zur Zeit t=0|0x/dt=u, Oy/Ot=v9, O2z/Ot—=wy setzt, haben sie folgende 
Gestalt : : an ; 
Ox Ox y oy Ee) ewe On 
He Oa ea One Gees 
Ox Ox Oy oy Of OF. Ox 
fide oF Os ae Oh ee 
Ox Ox Oy Oy Oz Oz 
Apidact Wieaa aptaee 





. 


(3) 





. 





0 
= +7. 


Diese Gleichungen, zusammen mit (2) und der Kontinuitatsgleichung [Ziff. 9, 
Gleichung (2)], geniigen zur Bestimmung von x, y, 2, ~, % als Funktionen von #, 
wenn, wie immer, o als konstant oder als bekannte Funktion von ~# voraus- 
gesetzt wird. 

Der THomsonsche Satz ist jetzt leicht zu beweisen: addiert man die WEBER- 
schen Gleichungen (3) nach Multiplikation mit da, db, dc, so ergibt sich, wenn 
Ox/Ot, Oy/Ot, Oz/O¢ durch u, v, w ersetzt werden, 


uadx+vdy+wdz=uda+tvdb+ widce+dy. (4) 


Dabei ist zu beachten, daB bei der Bildung der Differentiale dt = 0 gesetzt ist, 
da8 also die Gleichung (4) zu einer zwar beliebigen, aber festen Zeit ¢ gilt. Inte- 
griert man sie langs einer nicht geschlossenen ,,fliissigen Linie“ — das ist jetzt 
méglich, weil die Koordinaten und Geschwindigkeiten eines Punktes als Funk- 
tionen der Anfangskoordinaten a, b, c vorausgesetzt sind —, so ergibt sich 


(2) (2) 


| udx + ody + wdz) = | (upda + v9 db + wo de) Needs 
e0) eo) 


Hier sind die Zeiger 1 und 2 zur Kennzeichnung von Anfangs- und Endpunkt 
der fliissigen Linie verwendet. Fallen diese beiden Punkte zusammen, so ist 
% = 41, Vorausgesetzt, daBy in dem Gebiet eindeutig ist; hierzu ist im wesent- 
lichen nur die Eindeutigkeit von V erforderlich. Dann wird 


G (udx + vdy + wdz) = G (upda + v9db + wdc). (5) 


Diese beiden Integrale sind nichts anderes als die Zirkulation um die flissige 
Linie zur Zeit ¢ und zur Zeit 0; damit ist der THomsonsche Satz bewiesen. 
18. Hermnortzsche Wirbelsatze'). Mittels des Begriffs und der Eigen- 
schaften der Zirkulation lassen sich leicht die allgemeinen Eigenschaften der 
Wirbelbewegung erkennen, die HELMHOLTZ auf anderem Wege gefunden hat. 


1) Siehe FuBnote 3, S. 25. 


Ziff. 18. HELMHOLTZzsche Wirbelsatze. 4 


Die Zirkulation um jede Kurve, die ganz in der Wand einer Wirbelrdhre 
liegt, ist Null; dies erkennt man nach Umformung der Zirkulation mittels des 
SToKEsschen Integralsatzes, da die Normalenrichtung jedes Flichenelements 
einer Wirbelréhre auf der Richtung des Wirbelvektors senkrecht steht. Nach 
dem Satz von der Erhaltung der Zirkulation bleibt sie dauernd Null. Eine 
Wirbelréhre bleibt also dauernd Wirbelréhre, und da eine Wirbellinie als Schnitt- 
linie zweier Wirbelréhren betrachtet werden kann, gilt das gleiche fir Wirbel- 
linien. Eine Wirbellinie enthalt dauernd die gleichen Fliissig- 


keitsteilchen; die Wirbelbewegung ist an die Fliissig- 
keitsteilchen gebunden. 


_  Verwandelt man ein von zwei Querschnitten begrenztes 

Stiick der Oberflache einer Wirbelrdhre durch einen Langs- 

schnitt in ein einfach zusammenhingendes Gebiet (Abb. 3), so 

ist auch die Zirkulation um dieses Gebiet Null; daraus folgt, 

weil der Langsschnitt zweimal- durchlaufen wird, da die 

Zirkulation um jeden Querschnitt der Réhre denselben Wert 

besitzt, also der WirbelfluB durch jeden Querschnitt Mineo 

der Rohre gleich groB ist. eerie 

egriff der 

Fiir einen Wirbelfaden, der so eng ist, da8 man an einem _ ,,Wirbelrdhre“. 

Querschnitt die Rotationsgeschwindigkeit der Wirbelbewegung 

als konstant annehmen kann, ist die Zirkulation um jeden Querschnitt oder das 

Wirbelmoment nach dem StoxeEsschen Integralsatz [Ziff. 16, Gleichung (2’)] 


f= 2065 (1) 


dabei ist w die Rotationsgeschwindigkeit, o die Flache des Querschnitts. Fiir 
zwei verschiedene Querschnitte des Fadens gilt wegen der Konstanz der Zir- 
kulation oder des Wirbelmoments die Beziehung 


C1 01 = We Op. (2) 


Die Rotationsgeschwindigkeiten an zwei verschiedenen Stellen 
eines Wirbelfadens verhalten sich umgekehrt wie die Querschnitte. 
Ein Wirbelfaden ist entweder geschlossen, oder er beginnt und endet im Unend- 
lichen; bzw. er durchsetzt die Begrenzung der Fliissigkeit, wenn diese ein be- 
grenztes Gebiet erfiillt. 

Endlich folgt aus der zeitlichen Unveranderlichkeit der Zirkulation die 
zeitliche Unverdnderlichkeit des Wirbelmoments eines Wirbel- 
fadens. 

Es sei noch bemerkt, daB an Stelle der Zirkulation oder des Wirbelmoments I’ 
haufig als Wirbelstarke eine GréBe 


A= . (3) 





verwendet wird. 

Bemerkung. Nach dem Satz von der Erhaltung der Zirkulation und 
den Hrtmuottzschen Wirbelsdtzen ist die Entstehung von Wirbeln in einer 
reibungslosen Fliissigkeit ausgeschlossen. Da man anderseits in natiirlichen 
Flissigkeiten das Auftreten von Wirbeln beobachtet, ist man gern geneigt, 
ihre Entstehung auf Rechnung der Fliissigkeitsreibung zu setzen. Es ist indessen 
wiederholt bewiesen worden, daB auch in reibenden Fliissigkeiten Wirbel nicht 
entstehen kénnen, wenn die 4uBeren Krafte im Innern und an der Begrenzung 
konservativ sind’). 


1) G. Jarré, Phys. ZS. Bd. 21, S. 541. 1920; A. FriepMann, ZS. f. angew. Math. u. 
Mech. Bd. 4, S. 102. 1924. 
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19. Stationdre Strémung. Strémungen einer Fliissigkeit, deren Teilchen 
eine Wirbelbewegung ausfithren, sind im allgemeinen nicht stationdr. Um die 
Bedingung der stationdren Bewegung aufzustellen, kann man von den 
Euerschen Gleichungen in der Form Ziff.8, Gleichung (3b) unter Voraus- 
setzung konservativer Massenkrafte 


as +. > grady? + [rot b, b] = —gradV —— gradp 


ausgehen und ab 
bg 
t 
setzen. Bezeichnet man die Gesamtenergie der Masseneinheit [Ziff. 12, Glei- 
chung (2)] mit p: : b 
: “6 ae oy a V= YW, 


so gehen die Eurerschen Gleichungen iiber in 
[v rotb] = grady. (1) 


Diese Gleichung, die im Spezialfall der wirbelfreien Bewegung die Konstanz 
der Energie der Masseneinheit im ganzen Feld ersehen 148t und damit auf die 
bereits bekannte Bedingung der Existenz eines von der Zeit unabhangigen 
Geschwindigkeitspotentials zuriickfiihrt (Ziff. 12), besitzt im allgemeinen Fall 
der wirbelnden Bewegung folgenden Sinn: Es muB eine Schar von Flachen 
y = konst. existieren, auf deren jeder sowohl ein System von Stromlinien als 
auch ein System von Wirbellinien liegt. Das 
ist natiirlich dann der Fall, wenn die Strom- 
Jinien  linien die wirklichen Bahnkurven der Teilchen 
sind (Abb. 4). 

Bezeichnet man mit 6 den Winkel einer 
Strom- mit einer Wirbellinie, so kann man 
aus (1) die skalare Gleichung 






‘ Op i Dp 
2 |b|sinB = 3 (1’) 
entnehmen. Dabei ist Ow/dn der Betrag des 
AGE a eStore wna on Gradienten von wy, der in die Normalenrichtung 
fe entrar Seucau der Flachen y = konst. fallt. Ferner ist |» |sin # 
die Geschwindigkeit, mit der eine Wirbellinie 
auf einer Flache w senkrecht zu ihrer Richtung fortschreitet. Ist dw der Ab- 
stand zweier Nachbarflachen y und w+ dy, so ist 


do =|v|sinbdn 


der Querschnitt eines Wirbelfadens, der zwischen den beiden Nachbarflachen 
in der Zeiteinheit gerade um seine Breite fortriickt. Damit ergibt sich aus (1’) 


Wirbe/- 
linten 


2modo=dy oder dl'=dy, (2) 


wenn noch das Wirbelmoment dI  eingefiihrt wird, das nach den HELMHOLTzschen 
Satzen auf jedem Wirbelfaden zeitlich und értlich konstant ist. 

_ Verteilt man die Flachen y = const derart, daB je zwei aufeinanderfolgende 
die gleiche Parameterdifferenz dy haben, so besitzen alle in der angegebenen 
Weise abgegrenzten Wirbelfaden im ganzen Raum das gleiche Wirbelmoment; 
nach Ablauf der Zeiteinheit ist jeder an die Stelle des vorangehenden geriickt. 


Ziff. 20. Potentialstrémung; GREENscher Satz. 29 


Fir den Fall der ebenen Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit 
folgt mit Riicksicht auf die Kontinuitatsgleichung’ aus (2), daB die Wirbelkom- 
ponente ¢ auf jeder Stromlinie konstant ist; (1) fiihrt mit leichter Anderung 
der Bezeichnung zu folgender Parameterdarstellung der stationdren Strémung 
mit Wirbelbewegung [Ziff. 3, Gleichung (3)] 


Sey. Ow 
eae See ie 
Dabei wird ? 
a es) 
Ta a Nast yt] ° 


Anderseits ist € eine Funktion von w, da es sich von Stromlinie zu Stromlinie 
andert: 

7] lee C2 
mithin muB yw der Differentialgleichung 


j2 ford 
oF a OF = Fly) (3) 


genigen. w ist die Stromfunktion der ebenen Bewegung. Im Fall der Poten- 
tialbewegung geniigt die Stromfunktion wy der LapLaceschen Gleichung. 


III. Allgemeine Methoden. 


20. Potentialstromung; Greenscher Satz. Die HrtmuHoLtzschen Wirbel- 
satze lassen erkennen, daB die wirbelfreien Strémungen, die sog. Potential- 
str6mungen physikalisch von groBer Wichtigkeit sind. Denn da sich in einer 
Fliissigkeit keine Wirbel bilden kénnen, wenn nur konservative auBere Krafte 
wirken, ist jede Fliissigkeitsbewegung, die unter dem EinfluB konservativer 
Krafte aus der Ruhe entstanden ist, eine Potentialbewegung. Jede wirkliche 
Flissigkeitsbewegung kann so lange als Potentialbewegung behandelt werden, 
als man vom Einflu8 der Fliissigkeitsreibung abzusehen berechtigt ist. 

Mathematisch ist jede Potentialbewegung einer inkompressiblen Fliissig- 
keit — und auf solche soll die Untersuchung beschrankt bleiben — durch fol- 
gende in Ziff. 6 bereits aufgestellten Gleichungen charakterisiert : Die Geschwindig- 
keit ist 

b = grad ; (1) 


das Geschwindigkeitspotential  geniigt in quellenfreien Gebieten der LAPLACE- 
schen Gleichung 


Ap=0; (2) 

in Quellenfeldern der Porssonschen Gleichung 
eo OM 
Ap=~) (2') 


oder einfacher Ay =e, wenn e die auf die Dichte ,,Eins“ reduzierte Quell- 
dichte ist. In punktformigen Quellen, wo die Quelldichte unendlich gro8 wird, 
versagt diese Gleichung. ff 

Fiir die meisten mathematischen Umformungen ist es zweckmaBig, singu- 
ldre Stellen aus dem betrachteten Gebiet auszuschlieBen. Neben Quellpunkten 
kommen hier noch Wirbellinien in Betracht als Stellen, an denen kein Geschwin- 
digkeitspotential existiert. 
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Die Untersuchung der Potentialstrémungen steht in engem Zusammen- 
hang mit der Potentialtheorie, die an anderer Stelle behandelt wird*). 

Hier sollen nur diejenigen Satze und Methoden der Potentialtheorie heran- 
gezogen werden, die unmittelbar gebraucht werden. 

Der Gausssche Integralsatz nimmt in einem wirbelfreien Gebiet nach (1) 


die Form P 
[4par=—[ $2 ao (3) 


an; Og/dn bedeutet den Richtungsdifferentialquotient von y in Richtung der 
inneren Normalen. Nach der Kontinuitatsgleichung (2) ergibt sich 


[2a0=0; (3’) 


diese Gleichung gilt fiir die Oberflache jedes im endlichen gelegenen Gebietes, 
in dem @ eine eindeutige Potentialfunktion ist. 

Man leitet aus dieser Gleichung, die aussagt, da8 der FluB durch eine ge- 
schlossene Flache Null ist, leicht ab, da8 mw im Innern der Fliissigkeit weder ein 
Maximum noch ein Minimum besitzen kann. Wichtiger ist die Bemerkung, 
daB auch der Betrag die Geschwindigkeit », definiert durch 


Oy \2 Op \2 Og \2 

v= (32)"4 & Slore 
in keinem Punkt innerhalb der Fliissigkeit ein Maximum haben kann, wahrend 
Minima auftreten kénnen. Die Geschwindigkeit wird also ihren Héchstwert 

in einem Punkt der Begrenzung erreichen. 

Von grundlegender Bedeutung fiir die Potentialtheorie ist der GREENsche 
Satz, der in den Formen, in denen er hier zunachst gegeben wird, nichts anderes 
als eine Umformung des Gaussschen Integralsatzes ist. Sind U und V zwei 


in einem begrenzten Gebiet endliche, eindeutige und samt ihren ersten Differential- 
quotienten stetige Funktionen, so gelten die Gleichungen 


“a av aU eV | dU av , OU AV 
[vavac=—-fu a0 -|(% x | dy dy | Oe az) at, (4a) 


ey oU 
[wav- VAU) a= —[(u se — V5,) 40, (4b) 


fusver=—[o8 ao— [[G2)+ 22+ Pac. 


Der GREENsche Satz gilt auch fiir Gebiete, die ins Unendliche reichen, wenn 
die Funktionen U bzw. V im Unendlichen mindestens von 1. Ordnung ver- 
schwinden. 

Die Voraussetzungen des GREENschen Satzes legen seiner Verwendung in 
der Hydrodynamik gewisse Beschrankungen auf, deren wichtigste folgende ist. 
Herrscht in einem mehrfach zusammenhangenden Raum eine zyklische Strémung 
und soll das Geschwindigkeitspotential g an Stelle einer der Funktionen U. V 
treten, so muB es dadurch zu einer einwertigen Funktion des Ortes gemacht 
werden, daB der mehrfach zusammenhaingende Raum durch Finziehen von 
Querschnitten in einen einfach zusammenhangenden verwandelt wird. Dann 
sind aber die auftretenden Oberflachenintegrale nicht nur iiber die urspriingliche 
Begrenzung zu erstrecken, sondern auch iiber die Querschnittsflachen, von denen 
jede in der Begrenzung des einfach zusammenhangenden Gebietes zweimal auftritt. 
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21. Folgerungen aus dem Greenschen Satz. Wenn man in Gleichung (4c) 
von Ziff. 20 U durch ein einwertiges Geschwindigkeitspotential g ersetzt, das 
im Inneren eines ganz im endlichen gelegenen, einfach zusammenhdngenden 
Gebiets der LapLaceschen Gleichung geniigt, so gelten folgende Satze: 

1. Ist m auf der Grenzflache konstant, speziell Null, so besitzt @ auch im 
Inneren denselben konstanten Wert. Physikalisch bedeutet das, daB keine 
Bewegung der Fliissigkeit im Inneren vorhanden ist. Die Stromlinien kénnen 
die Grenzflache nicht durchdringen, ohne da8 g im Inneren einen extremen 
Wert annimmt, was ausgeschlossen ist; sie kénnen ebensowenig geschlossene 
Kurven sein, da sonst » ein zyklisches und kein einwertiges Potential ware. 

2. Ist Oq/On auf der Grenzflache Null, so besitzt m im Inneren einen kon- 
stanten Wert, der aus dieser Grenzbedingung allein nicht naher bestimmbar 
ist. Physikalisch bedeutet das Verschwinden von 0q/0n auf der Grenzflache, 
daB keine Stromlinie die Begrenzung durchsetzt. Hieraus folgt wie oben das 
Fehlen einer Bewegung im Innern. 

3. Ist auf einem Teil der Begrenzung » konstant, auf dem Rest der Be- 
grenzung Oq/On Null, so ist » im Innern konstant. 

Aus diesen Satzen folgt der Eindeutigkeitssatz: Ist in allen Punkten 
der Begrenzung entweder oder 0/0 gegeben, so ist im Innern die Funktion » 
eindeutig, bzw. bis auf eine additive Konstante bestimmt. Auf die Frage der 
Existenz kann hier nicht eingegangen werden; desgleichen gehéren die Methoden 
zur Bestimmung der Funktion » aus vorgegebenen Randwerten, die allgemeine 
Behandlung der Randwertaufgaben, in die Potentialtheorie. Die Bedeutung 
und Verwendung der sog. GREENschen Funktion wird spater (Ziff. 25) noch 
zur Sprache kommen. 

Auf Gebiete, die sich ins Unendliche erstrecken, sind die obigen Satze nur 
mit Vorsicht anwendbar. Der erste Satz kann ohne weiteres tibertragen werden, 
wenn die innere Begrenzung von ganz im endlichen gelegenen, einfach zusammen- 
hangenden Flachen gebildet wird, g im Unendlichen von 1. Ordnung ver- 
schwindend vorausgesetzt wird und der konstante Wert, den y auf der inneren 
Begrenzung annimmt, Null ist. In anderen Fallen ist eine besondere Unter- 
suchung notwendig. 

22. Quellen. Eine punktférmige Quelle von der auf die Dichte ,,Eins” 
bezogenen Ergiebigkeit E bringt ein Strémungsfeld hervor, in dem ein Ge- 
schwindigkeitspotential E \) 

2 fee a 


4m7 
besteht; hier bedeutet 7 die Entfernung des Quellpunkts von einem Aufpunkt 4. 
Die Geschwindigkeit, die zu dem Potential (1) gehért, besitzt den Betrag 
|E| 
Ax 
und ist fir E> 0 radial nach auBen gerichtet; fir E<0, also fiir den Fall 
der Senke radial nach innen. Der Flu8 durch eine Kugel vom Radius 7 ist 
4r2|y|=|E|, also vom Radius unabhangig und gleich der Ergiebigkeit des 
Quellpunktes. Damit ist die Richtigkeit des obigen Ansatzes nachgewlesen. 
g geniigt iiberall, auBer im Quellpunkt selbst, der LapLaceschen Gleichung, 
d.h. der Kontinuitatsbedingung. 
Zu einer kontinuierlichen Verteilung von Quellen, einem Quellenfeld, 
gelangt man, indem man dem Raumelement dt eine Ergiebigkeit edt zuweist, 
wo e die Quelldichte bedeutet. Das zugehérige Geschwindigkeitspotential ist 


A eae 
ea (2) 





|o| = 
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32 
es geniigt in den Punkten des Quellenfeldes selbst der Poissonschen Gleichung 
Agp=e, (3) 


sonst der LapLaceschen Gleichung. Die durch (2) definierte Strémung ist wirbel- 
frei; ihre Geschwindigkeit ist 


b= — graa [2 ; (4) 


Es mag hier bemerkt werden, daB die Poissonsche Gleichung (3) ein und 
nur ein Integral besitzt, das im ganzen Raum samt seinen ersten Ableitungen 
endlich, eindeutig und stetig ist, und im Unendlichen von 1. Ordnung ver- 
schwindet, namlich das durch (2) gegebene ,, NEwronsche Potential“. 

Neben rdumlich ausgebreiteten Quellenfeldern treten Verteilungen von 
Quellen auf Oberflachen und auf Kurven auf. Das Geschwindigkeitspotential 
einer Oberflachenverteilung von Quellen ist 





4 [e*do 
p= (5) 





wo e* die Flachendichte der Ergiebigkeit ist; es besitzt iiberall, auBer an der 
mit Quellen belegten Flache selbst, sémtliche Eigenschaften eines NEwronschen 
Potentials; an der Flache sind seine ersten Ableitungen unstetig, d. h. die Ge- 
schwindigkeit andert sich beim Durchgang durch die Flache sprungweise. 

Das Geschwindigkeitspotential linear, d.h. auf einer Kurve verteilter 
Quellen ist 





4 feds 

PS a An ae (6) 

wo « die lineare Dichte der Ergiebigkeit ist. Von besonderer Bedeutung ist 

der Fall, daB eine Gerade, etwa die z-Achse, mit Quellen belegt und die 

y Dichte ¢ konstant ist. Dann laBt sich das 

+ co 

eae : : e [dz 

Geschwindigkeitspotential g@ = — —— |— 

4a} 4 

durch Auswertung des Integrals unter 

Weglassung einer Konstanten in die 
Form bringen 


é 
p= igo )8 (7) 


hier bedeutet @ den parallel zur x y-Ebene 
gemessenen Abstand des Aufpunktes A 
von der z-Achse (Abb, 5). @ ist ein ,,lo- 
garithmisches Potential“; es ge- 
nigt tiberall, auBer in den Punkten der 
z-Achse der LapLaceschen Gleichung fiir 
Zwei unabhangige Veranderliche: 





Abb. 5. Zum Potential einer linearen 


Oy (oe 
Quelle. Ay= es ae oF a6) (8) 


Die zugehorige Strémung ist eben, d.h. in allen Ebenen parallel zur x y-Ebene 
dieselbe. Betrachtet man die Strémung nur in einer dieser Ebenen, so ist der 
Schnittpunkt mit der z-Achse ein Quellpunkt der ebenen Strémung. 


*) Da die Dichte gleich 1 gesetzt ist, wird hier das Zeichen @ fiir eine andere GréBe frei, 
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23. Doppelquellen. La8t man eine Quelle und eine Senke von entgegen- 
gesetzt gleicher Ergiebigkeit E und —E zusammenriicken (Abb. 6) und sorgt 
dafiir, daB dabei das Produkt aus ihrem Abstand ds und der Ergiebigkeit E 
konstant bleibt oder doch einen Grenzwert M zustrebt, so entsteht eine 
Doppelquelle. M hei®t ihr Moment. Sie bringt eine 
Stroémung hervor mit dem Geschwindigkeitspotential 


Fe 
et: Ce ae M re) 
oe Ag as. ane at 





Die Richtung, welche von dem negativen zum positiven 
Bestandteil der Doppelquelle fiihrt, hei®t ihre Achse. 
O ist der Winkel, welchen die Achse mit der Richtung 
einschlieBt, die von der Doppelquelle Q nach dem Auf- 
punkt A fiihrt. Die in dem ersten Ausdruck fiir  ver- 
langte Differentiation ist im Quellpunkt (nicht etwa Abb. 6. Doppelquelle. 
im Aufpunkt) auszufiihren. 

Unter den kontinuierlichen Verteilungen von Doppelquellen sind von 
Wichtigkeit diejenigen Flachenbelegungen, bei denen die Achse jeder Doppel- 
quelle in die Richtung der (positiven) Normalen fallt. Bezeichnet man mit m 
die Flachendichte des Moments einer derartigen Verteilung von Doppel- 
quellen, so wird ihr Geschwindigkeitspotential durch 


ae 
4 Y 
Q= a m oa do (2) 


gegeben; die Differentiation von 1/r ist auf der Flache in Richtung der positiven 
Normalen auszufiihren. Das Geschwindigkeitspotential einer solchen Doppel- 
schicht ist an der belegten Flache selbst unstetig; dasselbe gilt fiir die Ableitungen 
des Potentials in Richtung der Tangentialebene, also fiir die Tangentialkom- 
ponenten der Geschwindigkeit. 

Zu einer ebenen Doppelquelle kann man in analoger Weise wie zu einem 
ebenen einfachen Quellpunkt gelangen, wenn man etwa auf der z-Achse gleich- 
gerichtete Doppelquellen von gleicher linearer Dichte ~ des Moments, deren 
Achsen auf der z-Achse senkrecht stehen, anordnet. Das zu der entstehenden 
ebenen Strémung gehérige Geschwindigkeitspotential ist 





hee 


CE Moet 





; cos. (3) 


Mehrfache Quellen héherer Ordnung treten seltener auf, haben jedoch 
prinzipielle Wichtigkeit wegen ihrer Eignung zur hydrodynamischen Deutung 
der Kugelfunktionen}). 

Riickt eine Doppelquelle ins Unendliche, wahrend gleichzeitig ihr Moment 
in geeigneter Weise unendlich wird, so geht die von ihr erregte Strémung in 
eine Translationsstrémung tiber, die an jedem (endlichen oder unendlich 
fernen) Punkt die gleiche Geschwindigkeit besitzt. 

24. Oberflachenverteilungen von Quellen; Quellschichten. Wenn in einem 
ganz im Endlichen gelegenen oder ins Unendliche reichenden Gebiet T eine 
einwertige Funktion in allen Punkten der Lapraceschen Gleichung geniigt 


1) J.C. Maxwett, Elektricity and Magnetism Kap. 1X; W. THomson und P. G. Tart, 
Handbuch der theoret. Physik Bd. 1, S. 162; vgl. A. Cresscu, Crelles’ Journal Bd. 61, 
S. 196. 1862. 


Handbuch der Physik, VII. 3 
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(und im letzteren Falle im Unendlichen von 1. Ordnung verschwindet), 
so kann man den Wert von in jedem in T gelegenen Aufpunkt A angeben, 
wenn man die Werte von gm und @¢/0n in allen Punkten der Begrenzung von 8 
kennt (Abb. 7). Aus dem GreENschen Satz [Ziff. 20, Gleichung (4b)] folgt namlich 


1 Oy 1 1 ay 
are Ae pao ae P Fy 4°: (1 a) 
Dabei ist y4 der Wert von y im Punkt A, 7 die Entfernung von A von einem 
Punkt der Begrenzung, iiber die die Integrationen zu erstrecken sind. 

Wie dieser Satz aus Ziff. 20, Gleichung (4b) zu gewinnen ist, sel kurz an- 
gedeutet; man ersetzt U durch », V durch 1/r, und bemerkt, daB ¢ in allen 
Punkten von T der LapLaceschen Gleichung geniigt, 1/y aber in allen Punkten 
mit Ausnahme von A. Schlie8t man A durch eine kleine Kugel aus, so ver- 
schwindet in dem so abgednderten Bereich die linke 
Seite von Gleichung (4b) der Ziff. 20, allerdings hat 
man dafiir die Oberflachenintegrale nicht nur wber 
die urspriingliche Begrenzung von 7, sondern auch 
iiber die Kugelflache zu erstrecken und kommt bei 
der Auswertung der letzteren, wenn man den Kugel- 
radius gegen Null konvergieren 14Bt, zu dem Zusatz- 
glied 4% m4. — Die Schwierigkeit, die das Auftreten 
der singularen Stelle der LapLaceschen Gleichung von 
Meyemtinar sGadeaperesne /rin A bereitet, fallt weg, wenn man den in T ge- 

Woe Gamat legenen Aufpunkt A durch einen nicht in 7, sondern 

in dem restlichen Teil 7’ des Raumes gelegenen Auf- 
punkt B ersetzt; bezeichnet man seine Entfernung von einem Punkt der 
Begrenzung mit 7’, so wird 


1 
Oy 1 i ag 
OS an = do ™ YP ce do. (4 b) 


In der Hydrodynamik besteht die unmittelbare Bedeutung von (1a) darin, 
daB sie den Wert eines einwertigen Geschwindigkeitspotentials in jedem Punkt 
eines Gebietes und damit die Strémung angibt, wenn in allen Punkten der Be- 
grenzung des Gebietes der Wert des Geschwindigkeitspotentials m und die Normal- 
komponente der Geschwindigkeit Oq/d” bekannt sind. Leider kommt es kaum 
jemals vor, daB die Oberflachenverteilungen beider GréBen bekannt sind; 
ja, es ist nicht einmal méglich, sie beide willkiirlich vorzugeben. Denn nach 
dem Ziff. 21 erwahnten Eindeutigkeitssatz ist eine von den beiden Ober- 
flachenverteilungen hinreichend, um das Geschwindigkeitspotential in T ein- 
deutig zu bestimmen; und damit ist die Oberflachenverteilung der zweiten GréBe 
durch die der ersten ebenfalls eindeutig bestimmt, aber ohne vorherige Lésung 
der Randwertaufgabe nicht auffindbar. 

Man kann der Gleichung (1a) auch den physikalischen Sinn unterlegen, daB 








0 1 
1 | 0m 1 4 Y 
He an 7 19 und Jal pees 
die Potentiale sind, welche eine Verteilung von Quellen von der Flachendichte 
e* = Oy/0n bzw. von Doppelquellen von der Flachendichte des Moments m — — 


auf der Begrenzung des Gebietes T in jedem im Innern gelegenen Aufpunkt A 
hervorbringen. Die so gefundene Verteilung von Quellen und Doppel- 
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quellen auf der Oberflache des Gebietes T ist indessen keineswegs die einzige, 
welche das Potential » im Inneren hervorbringt, sondern es gibt noch unend- 
lich viele andere. Um eine solche zu finden, betrachte man ein beliebiges 
Geschwindigkeitspotential q’, das in dem Gebiete T’, das nach Wegnahme von 
L aus dem unendlichen Raum iibrigbleibt, der LAPLACEschen Gleichung geniigt. 
Fiir ein solches gilt, wenn, wie bisher, mit 7 die Entfernung des Aufpunkts A 
von einem Oberflachenpunkt bezeichnet wird und 0/0n’ die Differentiation in 
Richtung der inneren Normalen von T’ bedeutet, nach (1b) in T: 


a 
per 4 1 ie 5 
Bee Pate tag! 6° oT ae |e, hgh 2 


Durch Addition dieser Gleichung zu (1a) ergibt sich 








1 
oom 
4 Op , Oy’\ 1 1 , 
em + fies tau) dot a (— ) Gq 4- (2) 
Damit ist die allgemeinste Verteilung von Quellen und Doppelquellen auf der Be- 
grenzung von T gefunden, welche in T ein gegebenes Geschwindigkeitspotential gw 
hervorbringt; die Dichten dieser Verteilungen sind 
0 0g’ 
Maa + ao m=g'—®. (2) 
Man erkennt, da8 es durch geeignete Wahl von q’ auf eine und nur eine Weise 
moglich ist, entweder m oder e* zum Verschwinden zu bringen. Also gibt es 
eine Verteilung von Quellen allein auf der Begrenzung von T, und ebenso eine 
Verteilung von Doppelquellen allein auf der Begrenzung von T, welche in T 
ein gegebenes Geschwindigkeitspotential, d. h. eine gegebene wirbelfreie Stro6mung, 
hervorbringt. 

Fiir mehrfach zusammenhangende Gebiete und zyklische Potentiale gelten 
diese Betrachtungen nicht unmittelbar; vielmehr miissen solche Gebiete durch 
Einziehen von Querschnitten erst einfach zusammenhangend gemacht werden; 
die Querschnitte sind dann selbst in geeigneter Weise mit Doppelquellen zu 
belegen. 

55. Randwertaufgaben; Greensche Funktionen. Die erste Randwert- 
aufgabe verlangt, eine in T eindeutige Potentialfunktion @, die in allen Punkten 
von JT der Lapraceschen Gleichung geniigt, zu bestimmen, wenn die Werte 
von gw auf der Begrenzung von T gegeben sind. 

Die zweite Randwertaufgabe verlangt, eine in 7 eindeutige Potential- 
funktion g, die in allen Punkten von T der LapLaceschen Gleichung geniigt, zu 
bestimmen, wenn auf der Begrenzung von T die Werte von 0q/0n, in der Hydro- 
dynamik also die Werte der Normalkomponente der Geschwindigkeit, gegeben 
sind; sie ist in der Hydrodynamik wichtiger als die erste. 

Weitere Randwertaufgaben sind zwar hydrodynamisch nicht unwichtig, 
sollen aber mit Riicksicht auf die gebotene Einschrankung potentialtheoretischer 
Methoden nicht behandelt werden. 

Um die Gleichung (1a) von Ziff. 24 


1 
ou 
Ae co ot 1 Y 
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von dem Nachteil zu befreien, daB sie die Kenntnis von y und 0q@/0n auf der 
Begrenzung verlangt, bemerkt man, daB nach dem GREENschen Satz (Ziff. 20, 


3* 
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Gleichung (4b)] fiir jede Funktion G, die in allen Punkten von T der LapLaceschen 
Gleichung ye 


gentigt, die Gleichung , 
Op 0G 
= Gdo — | p=—d0=0 
On On 


gilt. Diese Gleichung verbindet man mit Gleichung (1a) von Ziff. 24 zu 


1 
nee 
sh W Wels 1 1 (ee _¢r) 
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und sucht G so zu bestimmen, daB eines der beiden Integrale verschwindet, 
oder, wenn das nicht erreichbar ist, einen von Null verschiedenen konstanten 
Wert annimmt. 

Damit reduziert sich die erste Randwertaufgabe auf die Bestimmung einer 
Funktion G, die folgende Eigenschaften besitzt: 

a) G soll in allen Punkten von T endlich, eindeutig und stetig sein und 
stetige erste Ableitungen besitzen; 

b) G soll in allen Punkten von T der LapLaceschen Gleichung genigen; 

c) in allen Punkten der Begrenzung von T soll G = 1/r sein; dabei wird 7 
vom Punkt A aus gemessen; 

d) hierzu kommt noch, falls T ins Unendliche reicht, fiir G die Bedingung 
des Nullwerdens von 1. Ordnung im Unendlichen. 

Die Bestimmung von G erfordert selbst die Lésung einer ersten Randwert- 
aufgabe fiir spezielle Randwerte G = 1/r; damit ist aber dann nach (1) die erste 
Randwertaufgabe fiir beliebige Randwerte einer Funktion m gelést durch 


f a 
4 0G Y 
v4 + |, (2 = An (2) 


G heiBt das erste GREENsche Potential; an seiner Stelle wird meist die erste 
GREENSChe Funktion 





®=G—+4 
Y . 
verwendet, mit deren Hilfe die Lésung der ersten Randwertaufgabe folgende 
wird: : OG 
te agen a do. (2’) 


Die Funktion © unterscheidet sich von G dadurch, daB sie 

a’) im Punkte A von T, ihrem ,,Pol, wie —1 /y anendlich wird, 

‘b’) im Punkte A der Lapiaceschen Gleichung nicht geniigt, 

,c’) in allen Punkten der Begrenzung von. T verschwindet. 

Mit der Lésung der ersten Randwertaufgabe ist auch fiir die zweite der 
Weg vorgezeichnet. Man wird zuerst versuchen, in (1) das zweite Integral zum 
Verschwinden zu bringen dadurch, daB man eine Funktion G zu bestimmen 
sucht, die in allen Punkten der Begrenzung dieselbe Ableitung in Richtung 
der Normalen wie 1/r besitzt, sonst aber nach (a, b, d) gerade so definiert ist 
wie bei der ersten Randwertaufgabe. Indessen ist das, wenigstens fiir Gebiete T, 
die im Innern einer geschlossenen Flache liegen, nicht méglich. Fiir jede Funk- 
tion p, die in einem solchen Gebiet der LapLaceschen Gleichung geniigt, also 
auch fur die postulierte Funktion G, ist nach dem Gaussschen Integralsatz 
[Ziff. 20, Gleichung (3’)] 

Op 
{ee d0=0.% 


Ziff. 25. Randwertaufgaben. GreENsche Funktionen. 37 


Dagegen berechnet man ; 


a do=4n 


fiir eine Entfernung vy, die von einem im Innern der Flache gelegenen Pol A aus 
gerechnet wird. Man definiert deshalb fiir innere Gebiete ein zweites GREEN- 
sches Potential G* durch die Forderung 


1 
0G* ay Y 4x 


“On On Bp? 





wo F den Flacheninhalt der Begrenzung bedeutet, und durch die Bedingungen 
(a, b). Dann wird in der Tat 


ms 1 
oG* oe 4 
[2 aon foe ao— 4 do=4nx—4nx= 0. 


Die Lésung der zweiten Randwertaufgabe folgt dann aus (1) 


1 | 0g 1 
Wa ie | a (Gt *\dex C; (3) 


wo C eine willkiirliche Konstante bedeutet. Die Veranderung des Potentials 
um eine additive Konstante beeinfluBt die Werte seiner Ableitungen nicht. 
Fiir auBere Bereiche, die sich ins Unendliche erstrecken, kann G* durch 
1 
eae 
, “On ~~ On 
definiert werden; in der Lésung der Randwertaufgabe fallt die additive Kon- 
stante weg; das GREENsche Potential ist in diesem Fall durch die Forderung (d) 
eindeutig bestimmt. 
Neben dem zweiten GREENschen Potential G* findet in der Literatur eine 
zweite GREENsche Funktion 


ee ae Cae 
Y 

Verwendung; sie unterscheidet sich von G* dadurch, daB sie 

a’) im Punkt A, ihrem ,,Pol, wie —1/r unendlich wird, 

b’) im Punkt A der Lapraceschen Gleichung nicht geniigt, 

c’) in allen Punkten der Begrenzung eine konstante bzw. verschwindende 
Ableitung in Richtung der Normalen besitzt. 

Mit Hilfe von G* nimmt die Lésung der zweiten Randwertaufgabe die 


Form an: 
1 OO” ,. , 
pa = Z| SE Odo +. (3’) 


Physikalisch bedeutet die zweite GREENsche Funktion G* fiir ein auBeres Ge- 
biet das Geschwindigkeitspotential einer Str6mung, die im Punkt A eine Quelle 
von der Ergiebigkeit E = 47 besitzt und fiir welche die Begrenzung des Gebietes 
eine feste Grenze bildet. Fiir ein inneres Gebiet tritt an die Stelle der letzten 
Bedingung die Forderung, daB die Normalkomponente der Geschwindigkeit 
an jeder Stelle der Begrenzung denselben Wert hat, da8 also der Flu8 durch 
die Begrenzungsflache gleichmaBig tiber die ganze Flache verteilt ist. 
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26. Methode der Bilder. Dasjenige Gebiet, fiir das die Losung beider Rand- 
wertaufgaben am einfachsten wird, ist der durch eine unendlich ausgedehnte 


Ebene begrenzte Halbraum. i ee vise 

Befindet sich eine Quelle von der Ergiebigkeit 4 in einem Punkt A des 
oberen Halbraums, und ordnet man ihr im Spiegelbild A’ von A im unteren 
Halbraum (Abb. 8) eine Quelle von der Ergiebigkeit —4a (Senke) zu, so ist 
das Geschwindigkeitspotential der entstehenden Strémung 


eae te 
1 he Demag 


dabei bedeuten 7 und 7’ die Entfernungen eines beliebigen Aufpunktes P von 
A und A’. @ ist die erste GREENsche Funktion @ fiir den oberen Halbraum 


A 


+ 4IT 44IT 
CS: 








-49t 5A" 
Abb. 8. Quelle und Senke. Abb. 9. Zwei Quellen. . 


mit dem Pol A; denn  verschwindet in allen Punkten der Begrenzungsebene 
und geniigt im oberen Halbraum iiberall der LapLacEschen Gleichung auBer 
in A; dort hat es einen Pol und wird wie —1/r unendlich. 
Ersetzt man die Senke in A’ durch eine Quelle (Abb. 9) von der Ergiebig- 
keit 42, so wird 1 F 
eee SCR. 


die zweite GREENsche Funktion ©* fiir den oberen Halbraum mit dem Pol A : 
an der Begrenzungsebene verschwindet Og/dn. gm kann als Geschwindigkeits- 
potential einer Strémung betrachtet werden, die von der Quelle 4z in A aus- 
geht und an der Ebene eine feste Begrenzung findet. 

Diese Methode der Spiegelung 1a8t sich verallgemeinern fiir den Fall, daB 
sich im oberen Halbraum eine beliebige diskrete oder kontinuierliche Verteilung 
von Quellen befindet. Ordnet man jeder Quelle von der Ergiebigkeit E als 
Spiegelbild eine Quelle von der Ergiebigkeit —E oder +E zu, so erhalt man 
eine Strémung, fiir die die Ebene im ersten Fall die Potentialflache Null, im zweiten 
Fall eine feste Grenze ist. Das entsprechende gilt fiir mehrfache Quellen, und 
wie gleich hier bemerkt sein mag, mit einer leichten Abanderung auch fiir Wirbel. 

Fiir die Kugel hat W. THomson?) bei der Behandlung einer elektrostatischen 
Aufgabe die Methode der Bilder zur Lésung der ersten Randwertaufgabe ent- 
wickelt. Im Innenraum (oder AuBenraum) einer Kugel ist eine Verteilung 
elektrischer Massen gegeben und auf der Kugelflache das Potential @ = 0 vor- 
geschrieben; verlangt ist die Bestimmung der Funktion gy im ganzen Innenraum 


1) W. THomson, Journ. de math. Bd. 10. 1845; Bd. 12. 1847. 
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(baw. AuBenraum). Hydrodynamisch ist eine Verteilung von Quellen gegeben 
im Innenraum (bzw. AuBenraum); die Strémung soll die Kugelflache senkrecht 
durchsetzen. Die Lésung ist folgende: Das Spiegelbild einer Quelle von der 
Ergiebigkeit E in der Entfernung a vom Mittelpunkt der Kugel, deren Radius R 


sei, ist eine negative Quelle (Senke) von der Ergiebigkeit E’ = =r, die auf 


dem gleichen Radius liegt wie die Quelle und die Entfernung a’ = R2/a vom 
Mittelpunkt hat. Die gegebene Quelle und ihr Bild liegen in ,,inversen‘‘ Punkten, 
die durch Transformation mittels reziproker Radien ineinander iibergehen 
(Abb. 10). 

Die fiir die Hydrodynamik wichtigere Lésung der zweiten Randwertaufgabe 
ist weniger einfach, weil dabei das Bild einer punktformigen Quelle nicht punkt- 
férmig ist!). Es sei die Aufgabe gestellt, die Strémung im AuBenraum zu bestimmen, 
fiir die die Kugel eine feste Begrenzung ist, wenn die Verteilung der Quellen 
im AuBenraum gegeben ist. Dann be- 
steht das Bild einer Quelle von der Er- 
giebigkeit E in der Entfernung a@ vom 
Mittelpunkt (a> R) aus einer Quelle 
im inversen Punkt von der Ergiebigkeit 


ie oe =e , und einer linearen Verteilung 
von Senken von der gleichmaBigen line- 
aren Dichte —E/R, die die Verbindungs- 
linie des genannten inversen Punktes mit 
dem Kugelmittelpunkt erfillen. Dann 
ist die Gesamtergiebigkeit der in der 
Kugel eingeschlossenen Quellen Null. — 
Das Bild einer Doppelquelle vom Mo- Abb. 10. Spiegelung am Kreis. 
ment M, deren Achse in die Richtung 

eines Radius fallt, ist eine Doppelquelle von entgegengesetzt gerichteter Achse 





3 
mit dem Moment aii . Rickt die Doppelquelle im AuBenraum ins Un- 


endliche, so geht die von ihr erzeugte Strémung in eine translatorische Stré- 
mung iiber; zugleich riickt das Bild dieser Doppelquelle in den Mittelpunkt der 
Kugel. So ergibt sich, daB das Geschwindigkeitspotential einer Strémung, welche 
eine Kugel vom Radius R umflieBt, im ganzen unendlichen AuBenraum singu- 
laritatenfrei ist und im Unendlichen die Geschwindigkeit c in Richtung der 
positiven x-Achse besitzt, in der Form 


(1) 


Von hier aus ist es auch leicht méglich, die gleichf6rmig fortschreitende 
Bewegung einer Kugel in einer unendlich ausgedehnten, sonst ruhenden Fliissig- 
keit zu untersuchen (vgl. Ziff. 33). Hierzu braucht man nur dem ganzen Feld 
samt der Kugel eine Geschwindigkeit c in Richtung der negativen x-Achse 
zu erteilen. Die ,,relativen‘’ Stromlinien, welche die bewegte Kugel in der um- 
gebenden Fliissigkeit in einem bestimmten Moment hervorbringt, sind die der 
in ihrem Mittelpunkt liegenden Doppelquelle unter Beschrankung auf den 
AuBenraum (Abb. 11). 

Die Methode der Bilder kann auch auf Gebiete angewendet werden, die von 
zwei parallelen oder sich schneidenden Ebenen oder von zwei Kugelflachen 


a | 
2Y® Ne 


paelx+ 


1) W.M. Hicks, Phil. Trans. Bd. 171. 1880. 
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begrenzt werden. Es treten dann zwei unendliche Reihen von Bildern aut 3 
jedes neu eingefiihrte Bild wird, wahrend es die Grenzbedingung an der einen 
Flache erfiillt, an der anderen die bereits erreichte Erfiillung der Grenzbedingung 
zerstéren und so fiir diese zweite Flache eine Korrektion notwendig machen, 
die ihrerseits wieder das Auftreten 
eines stérenden Gliedes an der ersten 
Flache zur Folge hat. Dieses Ver- 
fahren, dessen Konvergenz sich nach- 
weisen 14Bt, ist nichts anderes als 
eine geometrische Veranschaulichung 
gewisser Methoden der Potential- 
theorie, die durch schrittweise Nahe- 
rung zum Ziel fiihren, bei ihrer An- 
wendung auf einfache Falle. 
Im Fall der ebenen Strémung 
vereinfacht sich die Methode der 
Bilder erheblich. Bei der ersten 
Randwertaufgabe ist das Bild einer 
Quelle eine Quelle von entgegen- 
gesetzt gleicher Ergiebigkeit im in- 
versen Punkt. Bei der zweiten Rand- 
Abb. 11. Relative Stromlinien einer bewegten Wertaufgabe besteht das Bild einer 
Kugel. auBerhalb des Kreises gelegenen Quelle 
aus einer Quelle von der gleichen Er- 
giebigkeit im inversen Punkt und aus einer ebenso starken Senke im Mittel- 
punkt des Kreises. Das Bild einer beliebig gerichteten Doppelquelle ist stets 
eine Doppelquelle, deren Richtung und Moment leicht angebbar sind. Ahnliches 
gilt fiir Wirbelpunkte (vgl. Ziff. 49). 

Mit der Methode der Bilder eng verwandt ist ein Verfahren, eine Anzahl 
von Quellen und Senken von der Gesamtergiebigkeit Null in einer translatorischen 
Strémung so anzuord- 
nen, daB- sich unter 
den von den Strom- 
linien gebildeten Fla- 
chen eine geschlossene 
befindet, in deren In- 
nerem die Quellen und 
Senken legen. Man 
kann sich dann das 
Innere dieser Flache 

Abb. 12. Potentialstrémung um ein Ellipsoid. durch einen starren 
KG6rper ersetzt denken, 

der von einer stationdren singularitatenfreien Strémung umflossen wird, die voll- 
standig bekannt ist. Im einfachsten Fall hat man eine Quelle und eine Senke 
von gleicher Starke, die zunachst keine stationire Strémung veranlassen, sondern 
sich mit konstanter Geschwindigkeit auf ihrer Verbindungslinie in gleicher Rich- 
tung bewegen. Uberlagert man der Bewegung eine Translation von entgegen- 
gesetzt gleicher Geschwindigkeit, so bildet sich eine geschlossene Stromflache von der 
ungefahren Gestalt eines mehr oder minder schlanken Rotationsellipsoids!) (Abb. 12) 











1) W. RANKINE, Principles relating to stream lines. Engineer 1868. Die genaue Ge- 
stalt der Stromlinien im zweidimensionalen Fall zeigt eine Figur bei LANCHESTER, Aero- 
dynamik, Bd. I, S. 87. 
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Als Grenzfall ergibt sich die Strémung um eine Kugel, wenn Quelle und Senke 
zu einer Doppelquelle zusammenriicken. 

Auch Verteilungen von endlich oder unendlich vielen Quellen auf einer 
Geraden sind wiederholt verwendet worden), um bei Uberlagerung mit einer 
translatorischen Geschwindigkeit geschlossene Stromflichen zu erhalten, die 
zur Darstellung der Gestalt eines Luftschiffes geeignet sind. 

In ahnlicher Weise wie Quellpunkte lassen sich geschlossene Wirbellinien 
verwenden, um geschlossene Stromflichen zu erhalten (vgl. Ziff. 52). 

27. Wirbelfeld; Wirbellinie ; Bror-Savartsches Gesetz. In ahnlicher Weise, 
wie ein in der Fliissigkeit befindliches Quellenfeld eine Strémung zur Folge hat, 
kann auch ein Wirbelfeld oder ein einzelner Wirbelfaden in einer sonst singu- 
laritatenfreien Strémung als Ursache der vorhandenen Bewegung aufgefaBt 
werden. Wahrend aber eine von einem Quellenfeld herriihrende Str6émung 
ein Geschwindigkeitspotential besitzt, das in den Punkten des Quellenfeldes 
der Potssonschen, sonst der LapLaceschen Gleichung genugt, hat die von einem 
Wirbelfeld hervorgebrachte Strémung nur in wirbelfreien Punkten der Fliissig- 
keit ein Geschwindigkeitspotential. 

Man kann also im allgemeinen nur einen Ausdruck fiir die Geschwindigkeit p 
der Strémung angeben. Es sei vorausgesetzt, daB die Flissigkeit den ganzen 
unendlichen Raum erfiillt. Wenn dann 

rot) = ip (1) 
in allen Punkten des Wirbelfeldes bzw. des Raumes gegeben ist, wobei ty der 
Pedingune div = 0 


genugen muB, so ist die Geschwindigkeit der Strémung 


to dt 
p = rot [2 ; (2) 
dabei bedeutet 7 die Entfernung eines festen Aufpunktes A von einem verander- 
lichen Punkt des Wirbelfelds; die Integration erstreckt sich iitber den ganzen 
Raum. Die Ableitung der Gleichung (2) ist ziemlich mih- 
sam; sie kann hier nur angedeutet werden: man setzt 
versuchsweise » als Rotation eines Vektorpotentials & 
an und erkennt, daB Y so bestimmt werden kann, daB es 
einer Porssonschen Gleichung 
AS = —w 

geniigt; hieraus ergibt sich (2). Die so erhaltene Strémung 38 
ist quellenfrei. 

Ein einzelner Wirbelfaden von der Zirkulation J’ und 
verschwindendem Querschnitt bringt in einem Aufpunkt 4, 








der nicht auf dem Wirbelfaden selbst liegt (Abb. 13), die cds 
Geschwindigkeit r ae 
= rot | — (3) 


hervor. Dabei bedeutet d3 das gerichtete Linienelement PEP ee oe 
des Wirbelfadens; bezeichnet man noch mit « den Winkel, aaah ees 
den d3 mit dem nach dem Aufpunkt A hinfithrenden 
Vektor r bildet, so kann man die Geschwindigkeit in die Form setzen: 
TO ass th" , 
ae. fe ray EL (3) 


1) Zum Beispiel N. Joukowsk1, Aérodynamique 1916, S.66; G. FUHRMANN, ZS. f. Flug- 
technik u. Motorluftschiffahrt, Bd. 2. 1911. 








42 Kap. 1. M. Lacatiy: Ideale Flissigkeiten. Zatti 27s 


jedes Linienelement ds des Wirbelfadens liefert zu der Geschwindigkeit einen 

Beitrag vom Betrag a gay - man erkennt die formale Identitat des Gesetzes, 
MA 

welches die Geschwindigkeit der von einem Wirbelfaden herriihrenden Stromung 


gibt, mit dem Brot-Savartschen Gesetz der Elektrodynamik, das die Feld- 
stirke des von einem elektrischen Strom erzeugten Magnetfeldes bestimmt. 

Die Gleichung (3) gilt fiir beiderseits ins Unendliche verlaufende Wirbel- 
’ faden gerade so wie fiir geschlossene. Da in ihr der Querschnitt des Wirbel- 
fadens nicht mehr vorkommt, kann man die rechte Seite auch auf eine isolierte 
Wirbellinie von endlichem Wirbelmoment beziehen, die ahnlich zu definieren 
ist wie die punktformige Quelle von endlicher Ergiebigkeit. Nach Ziff. 18, Glei- 
chung (1) ist die Winkelgeschwindigkeit in den Punkten einer isolierten Wirbel- 
linie unendlich groB anzunehmen. Denkt man sich in die Wirbellinie als Be- 
grenzung eine beliebige Flache eingespannt, so kann man in ahnlicher Weise 
wie beim Stoxesschen Satz das Linienintegral in ein Oberflachenintegral ver- 


wandeln und erhalt ’ 
oO 


iE r 
b ig ead an 4°: 


Die durch eine einzelne Wirbellinie hervorgerufene Strémung besitzt also ein 
Geschwindigkeitspotential 


1 
OS 
rT Y 
eS aan ia (4) 


Man erkennt durch Vergleich mit Ziff. 23, Gleichung (2), da8 man die Wirbel- 
linie durch eine Oberflachenverteilung von Doppelquellen ersetzen kann, deren 
Achse in die Normalenrichtung der eingespannten Flache fallt und welche eine 
konstante Flachendichte des Moments besitzen, die gleich der Zirkulation um 
die Wirbellinie ist. Auch dieser Satz ist formal identisch mit einem bekannten 
Satz der Elektrodynamik, wonach ein geschlossener elektrischer Strom beziiglich 
des von ihm erregten magnetischen Kraftfeldes durch eine magnetische Doppel- 
flache ersetzt werden kann. 

Der Ausdruck fiir y 1aBt auch eine geometrische Deutung zu. Der rdum- 
liche Sehwinkel ¢, unter dem eine geschlossene Kurve von einem Aufpunkt 


aus erscheint, ist 1 

ee 

US 
E> abe do; 

das Integral ist iiber eine beliebige in die geschlossene Kurve eingespannte 
Flache zu erstrecken. Hiernach ist das Geschwindigkeitspotential einer Wirbel- 
linie in jedem Aufpunkt durch den réumlichen Sehwinkel ¢ und die Zirkulation 
I’ bestimmt: r 
P = re ue 
Wenn der Aufpunkt auf einer geschlossenen Kurve um die Wirbellinie herum 
bewegt wird, andert sich der raumliche Sehwinkel um 42; infolgedessen ist 
auch das von einer Wirbellinie hervorgerufene Geschwindigkeitspotential 
zyklisch, und seine zyklische Konstante ist die Zirkulation I’ 

In dhnlicher Weise, wie die von einer einzelnen Wirbellinie hervorgerufene 
Stré6mung, besitat auch die von einem Wirbelfeld hervorgerufene Strémung in 
Punkten, die dem Wirbelfeld nicht angehéren, ein Geschwindigkeitspotential 
Dieses kann durch eine geeignete Integration von (4) aufgestellt werden; das 
geschieht in Ziff. 28 wenigstens fiir flachenférmig ausgebreitete Wirbelfelder, 


Ziff, 28. Wirbelschichten. 43 


ia 28. Wirbelschichten. Wenn eine kontinuierliche Verteilung von Wirbel- 
linien eine Flache F bedeckt, so spricht man von einer Wirbelschicht. Ist d/” 
die Zirkulation um einen infinitesimalen Streifen von Wirbellinien auf der Flache 
so ist die Geschwindigkeit der von der Wirbelschicht erregten Strémung , 


we ooh ae 
p= qrotfar{ (1) 
F 


wobei die duBere Integration auf der Fliche quer zur Richtung der Wirbellinien 
zu vollziehen ist. 

Bildet die Wirbelschicht eine einfach zusammenhangende Flaiche, so kann 
man das innere Integral fiir jede Wirbellinie in ein Flachenintegral verwandeln, 
das tiber die von der Wirbelschicht gebildete Flache selbst bis an die einzelne 
Wirbellinie heran zu erstrecken ist; dann wird die Geschwindigkeit 


1 1 
1 h °F 1 °F 
ae os grad al" a0 = Brad D5 do 
PB 


und das Geschwindigkeitspotential 


1 
4 [ oe 


/ 


F 


hier bedeutet der einem Flachenelement do zugeordnete Wert I’ das Integral 
iiber die Zirkulationen aller Wirbellinien der Schicht angefangen vom Rande 
der Wirbelschicht bis zu dem betrachteten Flachenelement; durch Vergleich 
mit Ziff. 23, Gleichung (2) erkennt man, daB die Wirbelschicht dieselbe Strémung 
hervorbringt wie eine Verteilung von Doppelquellen auf der Flache der Wirbel- 
schicht, deren Dichte des Moments m = I" eine Funktion des Ortes auf der 
Flache ist. 

Die Verwendbarkeit der Wirbelschichten reicht aber weiter als die der Ober- 
flachenverteilungen von Doppelquellen, insofern man auch zyklische Potential- 
str6mungen mit ihrer Hilfe darstellen kann, wahrend die Doppelquellen nur 
eindeutige Potentiale in einfach zusammenhangenden Raumen geben. Die Ge- 
schwindigkeit ist auch im Fall mehrfach zusammenhangender Wirbelschichten 
durch (1) gegeben. Um zum Geschwindigkeitspotential zu gelangen, mu8B man 
i d3/y in ein Oberflachenintegral verwandeln itiber eine Flache F’, die in eine 
geschlossene Wirbellinie eingespannt ist, also einen Querschnitt der mehrfach 
zusammenhangenden Wirbelschicht F bildet. Damit kommt man allerdings 
im wesentlichen auf das auch bei Doppelquellenverteilungen angewendete Ver- 
fahren zuriick (vgl. Ziff. 24, Ende). Das Geschwindigkeitspotential wird dann 


1 
2 facf% 
OL ea te Sight 
F’ 


F 
Beim Durchgang durch eine Wirbelschicht andert sich die tangentiale 
Geschwindigkeit sprungweise, wahrend die Normalkomponente der Geschwindig- 
keit stetig ist. Bezeichnet man mit ds ein Linienelement der Wirbelschicht 
senkrecht zur Richtung der Wirbellinien, mit v und v’ die Komponenten der 
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tangentialen Geschwindigkeit in Richtung von ds auf beiden Seiten der Wirbel- 
schicht, so ist 
Ct ee 

der Geschwindigkeitssprung beim Durchgang durch die Wirbelschicht. Wirbel- 
schichten sind vorziiglich geeignet zur Behandlung von Strémungen, welche 
eine Flache enthalten, an der die tangentiale Komponente der Geschwindigkeit 
unstetig wird, an der also gleichsam zwei Strémungen aneinander hingleiten. 
Auf das Auftreten solcher Trennungsflachen (Diskontinuitatsflachen) 
hat HetmuHottz!) hingewiesen und ihre analytische Behandlung gelehrt. Fiir 
die physikalische Anschauung ist es niitzlich, sich die analytischen Wirbel- 
schichten, welche an den Trennungsflachen auftreten, als wirkliche Fliissigkeits- 
schichten vorzustellen, deren Teilchen wie Walzen, die zwischen den beiden 
Strémen liegen, das Hingleiten derselben aneinander vermitteln. 

Wirbelschichten sind im allgemeinen weder stationar noch stabil (vgl. 
Ziff. 19 und 514). 

Uber die Entstehung der Wirbelschichten vgl. Ziff. 54. 

29. Darstellung einer Str6mung durch Quellen und Wirbel. In Ziff. 22 
ist eine wirbelfreie Strémung bestimmt worden, die ein gegebenes Quellenfeld 
besitzt; in Ziff. 27 eine quellenfreie Str6mung, die ein gegebenes Wirbelfeld 
besitzt. Durch Superposition beider Strémungen kommt man zur Bestimmung 
einer Str6mung, deren Quellen.und Wirbel gegeben sind, im ganzen unendlich 
ausgedehnten Raum. 


Sei e = div die Quelldichte der Strémung, 
ty = rotp die Rotation der Geschwindigkeit (mit div tv = 0), 


ee —graa [2% 4 rot | @2* (1) 
die Geschwindigkeit der Strémung. 

Erfiillt die Flissigkeit ein begrenztes Gebiet T, und sind in T ihre Quellen 
und Wirbel gegeben, so ist die Strémung in T erst eindeutig bestimmt, wenn 
iiber ihr Verhalten an der Begrenzung von T hinreichende Angaben gemacht 
sind. Z. B. kann die Normalkomponente der Geschwindigkeit an der Begrenzung 
vorgeschrieben sein; im einfachsten Falle wird sie Null sein, wenn die Begrenzung 
von T zugleich die feste Grenze der Strémung ist. Man kommt dann mittels (4) 
zu einer vorlaufigen Lésung, wenn man im AuBenraum J” von T eine beliebige, 
moglichst einfache Verteilung von Quellen und Wirbeln annimmt und die Inte- 
gration wie oben itber den unendlichen Raum erstreckt; am einfachsten setzt 
man die Strémung in T” quellenfrei voraus und fiihrt auch Wirbel nur soweit 
ein, als es zum SchlieBen von Wirbellinien in T notwendig ist, die die Begrenzung 
durchsetzen. Die so gefundene Liésung besitzt zwar in T das vorgeschriebene 
Quellen- und Wirbelfeld, geniigt aber im allgemeinen nicht den Grenzbedingungen. 
Um auch diese zu erfiillen, tiberlagert man ihr noch eine geeignete Potential- 
strémung, die in T singularitatenfrei ist und durch Lésung einer zweiten Rand- 
wertautgabe gefunden wird; hierzu ist die Kenntnis der zweiten GREENschen 
Funktion fiir T notwendig. 

30. Bewegungsenergie einer Stromung. Die Bewegungsenergie einer Stré- 
mung In einem endlichen oder unendlichen Gebiet hangt von den in dem Gebiet 
enthaltenen Quellen und Wirbeln ab. 


so ist 





1) H. HeELtmuottz: Berl. Ber. 1868, S. 215. 
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a) Die Bewegungsenergie einer Potentialstrémung 


b = grad mit Agm=o0 
ist ron i 


= | (grad gy)? dt 
und kann nach dem GREENschen Satz [Ziff. 20, Gleichung (4c)] in die Form 


mere fe ee 
T=—£/ 95% do (4) 
gebracht werden. Das Integral ist itber die ganze Begrenzung zu erstrecken; 
fiir unendlich ausgedehnte Gebiete verschwindet das Integral iiber die auBere 
Begrenzung, wenn die Flissigkeit im Unendlichen ruht, wahrend das iiber die 
Innere Begrenzung endlich ist. (Eine den ganzen unendlichen Raum erfiillende, 
singularitatenfreie Potentialstr6mung gibt es nicht.) 
b) Die Bewegungsenergie der Stromung, die von einem reinen Quellen- 
feld herriihrt: 
b=gradm mit Amp=e, 
1 Boe tay (Pants 
also @ eee (2) 
(wo e die reduzierte Quelldichte ist), hat zundchst dieselbe Form wie die einer 
Potentialstré6mung und kann nach dem GrEENschen Satz in die Form 


Ras bey 2. 0p ee 
ve £/pdpar 2 | 9 St ao 


gebracht werden. Fiir den unendlich ausgedehnten ganzen Raum verschwindet 
das zweite Integral. Dieser Fall soll weiter verfolgt werden; es wird dann 


T=—£fepar. 


Dabei geniigt es, das Integral itber dasjenige Teilgebiet zu erstrecken, in dem wirk- 


lich Quellen vorhanden sind, also e + 0 ist. Setzt man fiir m seinen Ausdruck (2) 
ein, so ergibt sich pe 
ta £ ff arar (3) 


in der Form eines doppelten Raumintegrals. Mit 7 ist der Abstand zweier Punkte 
bezeichnet, die den Raumelementen dt und dt’ mit den Quelldichten e und e’ 
angehoren; die Striche (’) dienen zur Unterscheidung der beiden Integrationen. 
Soll die Bewegungsenergie der Str6mung nur in einem endlichen Gebiet unter- 
sucht werden, so tritt in (3) noch ein Oberflachenintegral hinzu. 

Ein Ausdruck von der Form (3) tritt wiederholt in der theoretischen Physik 
auf; er gibt z. B. mit leichter Anderung der Bezeichnung den sog. Arbeitswert 
einer Verteilung elektrischer oder gravitierender Massen. 

Die Bewegungsenergie des Feldes hangt nach (3) nicht von der Gesamt- 
ergiebigkeit der vorhandenen Quellen ab, sondern von ihrer Verteilung. Wenn 
ein Quellenfeld von konstanter Quelldichte und der Gesamtergiebigkeit E eine 
Kugel erfiillt, so zeigt sich, wenn man bei festem E den Radius R der Kugel 
als variabel auffaBt, die Bewegungsenergie des unendlich ausgedehnten Stro6- 
mungsfeldes dem Radius der Kugel umgekehrt proportional. Diese Bemerkung 
ist von Wichtigkeit, weil sie erkennen laBt, daB die Bewegungsenergie des Feldes 
einer punktférmigen Quelle unendlich groB ist. Die punktférmige Quelle von end- 
licher Ergiebigkeit ist eine mathematische Fiktion, die geeignet ist, das Feld 
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einer kontinuierlichen Verteilung von Quellen in einfacher Weise zu beschreiben; — 

daB die Beschreibung an den Quellpunkten selbst qualitativ versagt, ist zu er- 

warten. Es ist aber wesentlich, daB die Verwendung einer punktférmigen Quelle 

auch einzelne Eigenschaften des Gesamtfeldes quantitativ vollstandig verfalscht. 
c) Ist ein reines Wirbelfeld gegeben durch 


Di nOh ise 
wo nach Ziff. 27, Gleichung (2) 
ww dt 
w= [75 a) 
ein Vektorpotential und 
ty = rotb (4’) 


die vorgegebene Rotation der Geschwindigkeit an jeder Stelle des Feldes ist, 
so wird die Bewegungsenergie des den ganzen unendlichen Raum erfiillenden 
Strémungsfeldes zunachst in die Form 


Py ee 
is 2 fovdr— 2 | v rot ae de 


gesetzt; eine vektoranalytische Umformung 
p rot Ys == Wrotv — div[v YW] 


und Anwendung des Gaussschen Integralsatzes fiihrt zu der Form 


T= 4 [xprotv dr; 


ein hinzutretendes Oberflachenintegral iiber die Begrenzung des Strémungs- 
feldes verschwindet fiir den unendlichen Raum, wenn die Fliissigkeit im Un- 
endlichen ruht. Nach (4) und (4’) kann die Bewegungsenergie T in die Form 
eines doppelten Raumintegrals tiber den unendlichen Raum gesetzt werden 


Sie "Ty ww’ Ae. 
ra 2h y ot dt. (5) 


die Striche dienen wie beim Quellenfeld zur Unterscheidung ae beiden Inte- 
grationen. Neben (5) ist noch ein anderer Ausdruck fiir T bemerkenswert. Setzt 
man das Raumelement eines Wirbelfadens 


dt = dds, 





wo do einen orientierten Querschnitt, d8 ein gerichtetes Linienelement einer 
mittleren Wirbellinie bedeutet, und fiihrt die Zirkulation eines Wirbelfadens 


ar eaioe 


ee ak | salt eos : 
r= 2ffarar’ |] aera (54) 


dabei ist die auBere Integration so auszufithren, dab jedes Produkt dIdI” 
der Zirkulationen zweier Wirbelfaden nur einmal auftritt, also das Vorkommen 
eines jeden d/” einmal als ersten und einmal als zweiten Faktors nicht mehr 
beriicksichtigt werden muB. 

Auch der Ausdruck (5) bzw. (5’) kommt ebenso wie (3) in anderen Gebieten 
der theoretischen Physik vor; er gibt z.B. den Arbeitswert oder das elektro- 
dynamische Potential eines Feldes von geschlossenen elektrischen Strémen. 


ein, so erhalt man 
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Die bei der Besprechung der Energie eines Quellenfeldes gemachten Be- 
merkungen tiber die Wirkung einer Veranderung der Verteilung der Quellen 
ohne Anderung ihrer gesamten Ergiebigkeit gelten mit sinngemaBer Ubertragung 
auch fiir Wirbelfelder. Die Energie des Strémungsfeldes, das ein einzelner 
Wirbelfaden erzeugt, wird vergréBert, wenn der Faden ohne Veranderung seiner 
gesamten Zirkulation auf einen geringeren Querschnitt gebracht wird; sie wird 
unendlich groB, wenn der Querschnitt gegen Null geht, der Wirbelfaden also 
durch eine singulare Wirbellinie von endlicher Zirkulation ersetzt wird. Die 
singulaére Wirbellinie ist also eine mathematische Fiktion, die geeignet ist, einen 
Wirbelfaden zu ersetzen, wenn es sich um Betrachtung des Strémungsfeldes 
auBerhalb des Wirbelfadens handelt; in Punkten des Wirbelfadens selbst ent- 
stehen qualitative Abweichungen; auBerdem wird die Energie des Gesamtfeldes 
quantitativ unrichtig geliefert. 

d) Ein allgemeines Strémungsfeld, das Quellen und Wirbel enthilt, la8t 


sich in der Form v = grad + rot 


darstellen. Seine Bewegungsenergie setzt sich zusammen aus der des Quellen- 
feldes » = grad, aus der des Wirbelfeldes » = rot Q& und einem Zusatzglied 


T’ = 0 | gradprotW dr, 


das nicht notwendig positiv ist. T’ 1aBt sich nach einer Umformung in ein Ober- 
flachenintegral iiber die Begrenzung des Strémungsfeldes verwandeln, das fiir 
den ganzen unendlichen Raum verschwindet, wenn die Fliissigkeit im Unend- 
lichen ruht. Mithin wird in diesem Fall die Bewegungsenergie des Feldes nach (3) 


” 
a “iy, [[farar 1 ae dt dt’ (6) 
a : Daas Rice ; : 


Die Bewegungsenergie der Strémungen in endlichen Gebieten soll nicht 
allgemein untersucht werden. Fiir Potentialstrémungen in endlichen Gebieten ist 
bereits ein Ausdruck (1) fiir die Energie angegeben worden; einen anderen in- 
teressanten Weg zu ihrer Berechnung gibt (5’). Erganzt man namlich die ein 
endliches Gebiet erfiillende Str6mung dadurch zu einer Strémung im ganzen 
unendlichen Raum, da8 man in dem strémungsfreien Gebiet die Fliissigkeit 
ruhend annimmt, so kann man die ganze Bewegung als von einer Wirbelschicht 
erregt auffassen, die die Begrenzung des endlichen Gebietes bedeckt; dann. gibt 
(5’), aufgefaBt als Oberflachenintegral iiber diese Begrenzung, die gesuchte Be- 
wegungsenergie. 

31. Geometrische Eigenschaften ; Stromschichten. Auf anderem Wege als 
die Bewegungsenergie eines ganzen Strémungsfeldes laBt sich diejenige in einem 
Teilgebiet bestimmen, wenn man geometrische Eigenschaften des Feldes heranzieht. 

Denkt man sich eine quellenfreie Strémung durch zwei Scharen von Strom- 
flachen y = konst. und y = konst. in Stromréhren von parallelogrammartigem 
Querschnitt zerlegt, so kann die Geschwindigkeit in die Form 


b = x[grady, grady] 
gesetzt werden, wo x zunachst eine Funktion des Ortes ist. Der Flu8 durch 
jeden Querschnitt dF einer solchen Réhre hat den Wert 
jvo|dF =xdypdy. 
Mithin ist x langs jeder Rohre konstant ; durch geeignete Wahl der beiden Scharen 


von Stromflachen kann man erreichen, daB es im ganzen Feld konstant ist, 


kann also etwa —. 
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setzen; damit wird") 
b = [grady, grady], (1a) 
|p| dF =dpdy. (1b) 


Wenn die Strémung ein Geschwindigkeitspotential m besitzt und man durch 
die Potentialflachen w = konst. die Réhren in Zellen zerlegt, so ist die Bewegungs- 
energie dT in jeder dieser Zellen 


al = Sdpdy dz, 


und zwischen dem Querschnitt dF einer Zelle und ihrer Lange d/ besteht die 
Beziehung dF  dwdy 
a eat; p 

Wenn man also die zur Bildung der Zellen verwendeten Potentialflachen so 
auswahlt, daB je zwei aufeinanderfolgende gleiche Potentialdifferenz dq be- 
sitzen, und in derselben Weise die Stromflachen nach gleichen Parameter- 
differenzen dw bzw. dy anordnet, so zerfallt das ganze Strémungsfeld 
in Zellen, fir deren jede der Quotient aus den MaBzahlen von Quer- 
schnitt und Lange denselben Wert hat, und in deren jeder die Be- 
wegungsenergie der Stré6mung gleich groB ist2). 

Ein entsprechender Satz gilt auch fiir die nicht wirbelfreie Strémung; an 
Stelle der Potentialflachen tritt eine Flachenschar, welche die Stromlinien nicht 
senkrecht schneidet. 

Die Gleichung (1a) gibt zusammen mit Ziff. 19, Gleichung (1), die Grund- 
lagen fir die Theorie der Stromschichtenbewegung, mit der sich v. MISES =) 
beschaftigt hat und die fiir die Turbinentheorie von Wichtigkeit geworden ist. 

Hier sollen nur die beiden einfachsten Falle der Potentialstrémung an- 
gefithrt werden; bei Potentialstrémungen nimmt (1a) die Gestalt 





grad¢ = [grady, grady] (2) 
an. 


a) Nimmt man als Stromflachen y—konst. die Schar der zur x y-Ebene 
parallelen Ebenen an, so folgt aus (2) fiir die ebene Strémung 


hes eae 


Ox Oy’ 
re OG Ow 3) 
ie) ae ol 


in Ubereinstimmung mit Ziff. 3, Gleichung (3), und Ziff. 6, Gleichung (2). mw undy 
gentigen beide der Lapraceschen Gleichung: 


2y Oy a ay 


Ow 
OT Gye On aya Baa = O- (4) 





Die Potentialkurven q und Stromlinien wy teilen die Ebene in unendlich 


kleine Quadrate4), in deren jedem die eingeschlossene Fliissigkeit die gleiche 
Bewegungsenergie besitzt5). 


:) Vel. Jacost, Crelles Journ. Bd. 27, S. 199. 1844. 
) ae bis awe Teil des Satzes findet sich bei LaNcuEsTER, Aerodynamik, Bd. I 
- 71, ohne Beweis und ohne Quellenangabe. Vgl. M. Lacatty, ZS. f. M ys. 
Bd. 63, S. 360ff. 1915. ‘ Nick ora 
3) R. v. Miszs, ZS. £. Math. u. Phys. Bd. 57, S. 1—120. 1909: Ph 
eis y ). 909; ys. ZS. Bd. 10, S. 140 


4) Man sehe z. B. Abb. 21, S. 79. 5) F.W. Lancuester, Aerodynamik, Bd. I, S. 92. 
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b) Nimmt man als Stromflachen y =konst. das Biischel der durch die 
z-Achse gehenden Ebenen, so entsteht die achsensymmetrische Strémung. 
Bei Einfiihrung von Zylinderkoordinaten @ (Abstand von der Achse), z und x 
bzw. rechtwinkliger Koordinaten g und z in jeder der Biischelebenen werden 
die Geschwindigkeitskomponenten “, und u,: 





>, 2¢ 1 Ow 
ere Oe 6 oz’ 
: Oz e 0e°- 


Das Potential w geniigt der LapLaceschen Gleichung, die in Zylinderkoordinaten 
die Gestalt ‘ 
Pp a a ds Ch a 

aa 002 ate 0 (6a) 
annimmt; die ,,StoKEessche‘‘ Stromfunktion yw der Gleichung?) 


Ow Oy 1 Oy _ 
Oz 00? Ty. Rea re (6b) 





Potentialkurven und Stromlinien teilen das ebene Strémungsfeld in Recht- 
ecke, fiir deren Gestalt folgender Satz gilt: Der Quotient aus einer durchstrémten 
Rechteckseite und einer einer Stromlinie angehédrenden Rechteckseite ist dem 
Abstand von der Symmetrieachse proportional?). 

Der Satz ist fiir die zeichnerische Bestimmung der Schaufelformen von 
Turbinen verwendet worden; die Uberlagerung einer wirbelfreien, um die Achse 
kreisenden Bewegung bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Jedoch ist die 
Stromschichtenbewegung langs der rotierenden Schaufeln einer Turbine von 
groBerer Allgemeinheit und im allgemeinen nicht wirbelfrei. v. Mises hat die 
Differentialgleichung .der zugehédrigen Stromfunktion fiir eine beliebig vor- 
gegebene Schaufelform aufgestellt*); sie enthalt (6b) als speziellen Fall und 
soll hier nicht ausdriicklich angefithrt werden. 

Dagegen sei hervorgehoben, daB sich die nicht wirbelfreie achsensymme- 
trische Strémung, wenn ein Biischel von Ebenen als Stromflachen auftritt, 
mittels der SrokEsschen Stromfunktion ganz ahnlich behandeln 1aBt wie die 
Potentialstr6mung. Die Gleichungen (5) bleiben, soweit sie sich auf die Strom- 
funktion beziehen, bestehen; an die Stelle von (6b) tritt 


Ow Ow 1 Ow 
02” 00 o Oo 





=-—200, (6c) 


wo w eine beliebige Funktion von y sein kann [vgl. Ziff. 19, Gleichung (3)]. 

32. Strémungsdruck. Der Reaktionsdruck, den eine Strémung auf einen 
eingetauchten Kérper ausiibt, ist seit den Anfangen der Hydrodynamik viel 
behandelt worden. DaB eine Kugel oder ein Kreiszylinder in einer aus dem 
Unendlichen kommenden ,,translatorischen‘’ Strémung keinen Druck erfahrt, 
ist als pD’ALEMBERTsches oder auch DiricHLETsches Paradoxon bekannt. Die 
hydrodynamischen Gleichungen liefern eine Bewegung, welche auf der Vorder- 
-seite und Riickseite des eingetauchten Korpers symmetrisch ist; hieraus folgt 
das Verschwinden des resultierenden Druckes der Strémung. Die wirklich ein- 
tretende Bewegung ist infolge der Reibung, die in der Grenzschicht der Flissig- 


1) C, Stoxes, Cambridge Trans. Bd. 7. 1842. 
2) V. Kapran, ZS. f. d. ges. Turbinenw. Bd. 9, S. 533ff. 1912; M. Broszxo, ZS. d. 
Ver. d. Ing. Bd. 56, S. 2045ff. 1912. 

3) Vgl. die S.48 angefiihrten Arbeiten von v. MIsEs. 
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keit an dem eingetauchten Korper stattfindet, und infolge der hierdurch ver- 
anlaBten Ablésung von Wirbelschichten auf der Riickseite anders, als die Theorie 
der idealen Fliissigkeiten ergibt?). 

Betrachtet man eine beliebige Strémung, die von einer geschlossenen Flache F 
begrenzt ist und entweder ihren Innenraum oder ihren AuSenraum erfillt und 
in letzterem Fall ins Unendliche reicht, als gegeben, so gehért die Frage nach 
dem Strémungsdruck der Theorie der idealen Fliissigkeiten an. Man kann 
dann den bereits bekannten Ausdruck fiir den Reaktionsdruck [vgl. Ziff. 14, 


Gleichung (2)] ae | pdo 
P 


der Fliissigkeit gegen die feste Begrenzung mittels der BERNOULLIschen Gleichung 
(Ziff. 12, Gleichung (2a)] umformen?) : 


m= 2/vtdo— Cao. (1) 
F F 


Die dabei vorausgesetzte Giiltigkeit der BERNoULLIschen Gleichung fiir einen 
festen Wert der Konstanten C an der ganzen Flache F schlieBt das Auftreten 
von Quellen und Wirbeln im Innern der Fliissigkeit nicht aus; ausgeschlossen 
ist im allgemeinen nur das Auftreten von Singularitaten an der Flache F selbst; 
jedoch ist der fiir die Anwendungen wichtige Fall nicht ausgeschlossen, daB 
Wirbellinien von der Flache F ausgehen, die mit Stromlinien zusammenfallen’). 

In (1) verschwindet das zweite Integral; durch Verwandlung des ersten 
in ein Raumintegral, das itber das von der Strémung erfiillte Gebiet J zu er- 
strecken ist, ergibt sich 


m= —2/ grad ede. 
J 


Mit Hilfe bekannter vektoranalytischer Umformungen erhalt man die end- 
giiltige Formel fiir den Reaktionsdruck 


# = o[v div dr — o[[brotv] dr. : (2a) 
J J 


Diese Gleichung gilt, wenn die Fliissigkeit den Innenraum J von F erfiillt ; ebenso 
wenn sie den AuBenraum A erfiillt und im Unendlichen ruht; wenn die Fliissig- 
keit den AuBenraum A erfiillt und wenn im Unendlichen eine Geschwindigkeit .. 
besteht, tritt noch ein Zusatzglied auf, und der Reaktionsdruck wird 


8 = | vdivodr— o[[vroty] dr — fv. dive dr. (2b) 
A A : Roo 


Dabei ist das letzte Integral tiber den ganzen unendlichen Raum R., zu er- 
strecken. 

__ Die Gleichungen (2a, b) geben den Reaktionsdruck, ohne daB die Geschwin- 
digkeit an der Flache selbst bekannt zu sein braucht, als Funktion der im Stré- 
mungsfeld vorhandenen Singularitaten und der dort herrschenden Geschwindig- 
keit. Diese Geschwindigkeit hangt nicht nur von den Quellen und Wirbeln, die 


1) Vgl. hieritber Kap. 2 ds. Bd. des Handb. 

®) M. Lacatty, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 2, S. 409ff.: Sitzungsber. Bayr. Akad. 
d. Wiss. 1921, S. 209. Vgl. eine Reihe etwas Alterer italienischer Arbeiten, besonders E. At- 
MANSI, Rend. R. Accad. Lincei 18. II. 1909; 19. I. 1910. 

3) L. PRANDTL, Tragfliigeltheorie, I. Mitt. G6éttinger Nachr. 1918. 
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als gegeben vorausgesetzt sind, ab, sondern auch von der Gestalt der Flache F: 
nur in dieser indirekten Weise geht die Gestalt in den Ausdruck fiir den Reaktions. 
druck ein. Nicht zu iibersehen ist, daB zur Bestimmung von v die Lésung einer 
zweiten Randwertaufgabe erforderlich ist; im Fall (2b) sogar fiir Innen- und 
AuBenraum, da das letzte Integral iiber den ganzen Raum FR, zu erstrecken ist. 

In derselben Weise wie der Reaktionsdruck 9 laBt sich sein Moment §t* 
und damit seine Angriffslinie bestimmen; es ergeben sich die beiden Formeln 


* = 9] [rv] dive dr — g/{r[v rote] dr, bute (0) 
J J 


* = 9] [rv] divodr— of {t[vrotw]] dx, 
A A 


f (3 b) 
— o| [t Do] divy dt + @| [F[boo rot v]] at 
Roo Roo 


mit dem gleichen Giiltigkeitsbereich wie (2a) und (2b); mit t ist der Orts- 
vektor bezeichnet. 

Im einfachsten Fall, bei der singularitatenfreien translatorischen Strémung, 
bleiben in (2b) und (3b) nur die Zusatzintegrale, erstreckt iiber den Innenraum, 
ubrig. Man erkennt leicht, da$ das Zusatzintegral in (2b), also der Reaktions- 
druck verschwindet; damit ist das D’ALEMBERTsche Paradoxon allgemein be- 
wiesen. Das Reaktionsmoment ist fiir einen Korper von allgemeiner Gestalt 
von Null verschieden und abhangig von Betrag und Richtung der Geschwindig- 
keit im Unendlichen; nur fiir drei bestimmte, auf einander senkrechte Richtungen 
verschwindet es. 

33. Bewegung starrer Korper in einer idealen Fliissigkeit. Die Bewegung 
eines oder mehrerer starrer Kérper in einer idealen Fliissigkeit ist ein vielbehan- 
deltes, mathematisch sehr interessantes Problem. Physikalisch ist den Ergeb- 
nissen dieser Untersuchungen gegeniiber einige Zuriickhaltung am Platz. Denn 
da nach dem D’ALEMBERTschen Paradoxon ein ruhender Ké6rper einer trans- 
latorischen Str6mung keinen Widerstand entgegensetzt, erfordert auch eine 
gleichférmige geradlinige Bewegung eines starren K6rpers in einer idealen Fliissig- 
keit zu ihrer Erhaltung ebensowenig eine Kraft und eine Arbeitsleistung wie 
im leeren Raum. Nur zur Hervorbringung von Beschleunigungen sind Krdafte 
notwendig, die lediglich zur Uberwindung der Tragheit der bewegten Massen 
dienen. Als bewegte Massen kommen nicht nur die Massen der starren Korper 
in Betracht, sondern auch die der Fliissigkeit, der bei einer Bewegung der starren 
KGrper selbst eine Bewegung aufgezwungen wird. Die Strémung der Fliissigkeit 
besitzt, da sie aus dem Ruhezustand hervorgeht und quellenfrei ist, ein im Un- 
endlichen wie 1/r? verschwindendes Geschwindigkeitspotential. 

Die Lésung des Problems, die nur in Kiirze skizziert werden soll, zerfallt 
in einen kinematischen und einen dynamischen Teil. Der kinematische Teil 
der Aufgabe besteht in der Aufsuchung des Bewegungszustandes der Fliissigkeit, 
der sich bei einem vorgegebenen Bewegungszustand der starren KG6rper einstellt. 
Es sei zundchst vorausgesetzt, daB nur ein starrer Kérper vorhanden ist. Sein 
Bewegungszustand hangt von den sechs Geschwindigkeitskomponenten seiner 
fortschreitenden und drehenden Bewegung ab. Der Bewegungszustand der 
Fliissigkeit ist durch die Forderung bestimmt, daB die Normalkomponente ihrer 
Geschwindigkeit an der Begrenzung gleich der Normalkomponente der Geschwindig- 
keit des starren K6rpers ist. Das Aufsuchen der Strémung erfordert also die 
Lésung einer zweiten Randwertaufgabe; diese besitzt eine eindeutige Losung, 
wenn der starre K6rper einfach zusammenhangend, d.h. undurchbohrt ist 

4* 
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und somit zyklische Stroémungen ausgeschlossen sind. Um die Strémung fiir 
jeden Bewegungszustand des starren Korpers zu finden, geniigt es, die Lésung 
der zweiten Randwertaufgabe fiir sechs verschiedene einfache Randwertver- 
teilungen, die den sechs Freiheitsgraden des starren K6rpers entsprechen, auf- 
zusuchen: hieraus laBt sich die Lésung fiir den allgemeinen Fall linear zusammen- 
setzen. Bei Einfiihrung der zweiten GREENschen Funktion vereinfacht sich die 
Lésung meist nur in formaler Hinsicht. i 

Befinden sich  undurchbohrte starre Koérper in der Fliissigkeit, so tritt 
keine grundsatzliche neue Schwierigkeit auf; an Stelle der sechs Geschwindigkeits- 
komponenten treten 6”, im allgemeinen generalisierte Geschwindigkeiten 1m 
Sinne von LAGRANGE. Der Fall durchbohrter Kérper soll aus der allgemeinen 
Betrachtung ausgeschlossen sein; ebenso das Vorhandensein einer mehrfach 
zusammenhangenden festen Begrenzungsflache. 

Der dynamische Teil der Aufgabe besteht in der Aufstellung der Bewegungs- 
gleichungen, die die auftretenden Beschleunigungen, d.h. die Anderung des 
Bewegungszustandes der starren Kérper und der Fliissigkeit, von den auSeren 
Kraften abhangig machen, und in ihrer Integration. Zur Aufstellung der Be- 
wegungsgleichungen kann man die LAGRANGEschen Gleichungen zweiter Art 
oder, methodisch besser, das Hamittonsche Prinzip verwenden?); es kommt 
also alles auf die Aufstellung der Bewegungsenergie und der Arbeit bei einer 
virtuellen Verriickung hinaus. Die Bewegungsenergie der starren Kérper ist 
eine homogene quadratische Funktion ihrer 6 Geschwindigkeiten mit Koeffi- 
zienten, die von den gewohnlichen oder generalisierten Koordinaten der starren 
Kérper abhangen; gleiches gilt fiir die Bewegungsenergie der Stromung, wie 
aus Ziff. 30, Gleichung (1) unmittelbar zu ersehen ist, wenn man nach einer 
bei der Behandlung des kinematischen Teils gemachten Bemerkung beriicksichtigt, 
da8 das Geschwindigkeitspotential der Strémung eine lineare Funktion der 
Geschwindigkeiten der starren Kérper ist. Die virtuelle Arbeit und damit die 
Kraftefunktion ergibt sich durch das bereits (Ziff. 10) erwahnte verallgemeinerte 
ARCHIMEDIsche Prinzip; sie ist eine Funktion der Koordinaten der starren 
Korper allein. Weitere Daten sind zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen 
in der zweiten LAGRANGEschen Form nicht erforderlich. Das System der m starren 
K6érper und der Fliissigkeit, in der sie sich befinden, erscheint als ein System 
von 6” Freiheitsgraden. 

Die Integration der Bewegungsgleichungen gelingt nur in einfachen Fallen; 
schon die Schwierigkeiten des kinematischen Teils sind meist uniiberwindlich. 
Einfach zu behandeln ist der Fall der homogenen Kugel. Die Lésung der 
Randwertaufgabe wurde bereits auf anderem Weg gegeben (Ziff. 26). Bei der 
Bewegung der Kugel tritt zu ihrer eigenen Bewegungsenergie noch diejenige 
einer Fliissigkeitsmasse vom halben Volumen der Kugel und der Geschwindigkeit 
des Kugelmittelpunktes. Die Kraftefunktion ist durch das ARCHIMEDIsche 
Prinzip in der speziellen Fassung bestimmt: das Gewicht der Kugel ist um das 
Gewicht der verdrangten Fliissigkeitsmasse zu verringern. 

Es ist jetzt leicht einzusehen, wie sich ein Pendel, dessen Kérper der Ein- 
fachheit halber kugelférmig vorausgesetzt sei, in einer Fliissigkeit verhalt. Die 
Schwingungsdauer wird gegeniiber der Schwingungsdauer im leeren Raum 
sowohl infolge der VergréBerung der Tragheit der bewegten Masse als auch in- 
folge der Verringerung der Schwerbeschleunigung erhdht. Dagegen tritt keine 
Dampfung der Schwingungen ein; das ist die Folge des p’ALEMBERTschen Para- 
doxons, d.h. der Vernachlassigung der Fliissigkeitsreibung. 


1) Vgl. Bd. V, Kap, 2 ds. Handb. 
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Auf weitere Beispiele der Bewegung eines Korpers soll nicht eingegangen 
werden. Die Bewegung mehrerer Kérper in einer idealen Fliissigkeit ist besonders 
interessant durch das Auftreten von Beschleunigungen der einzelnen Kérper, als 
deren Ursache man ,,hydrodynamische Fernkrafte“ postuliert. Zwei Kugeln, 
deren Mittelpunkte sich auf derselben Geraden hintereinander herbewegen, 
uiben abstoBende Krafte aufeinander aus, die im wesentlichen der vierten Potenz 
des Abstandes der beiden Kugelmittelpunkte umgekehrt proportional sind; 
zwei Kugeln, die sich parallel bewegen, ziehen sich an. Noch auffalliger sind 
die Krafte, welche synchron pulsierende Kugeln aufeinander ausiiben; je nach 
dem Phasenunterschied treten anziehende oder abstoBende Krafte auf, die dem 
Quadrat des Abstandes der Mittelpunkte umgekehrt proportional sind?). 


IV. Besondere Probleme und Methoden. 


a) Ebene Potentialstr6mung., 


34. Komplexes Potential. Die Geschwindigkeitskomponenten u, v einer 
ebenen Strémung lassen sich stets als Differentialquotienten einer Strom- 
funktion y, und wenn die Strémung, aufSer etwa an einzelnen Stellen, wirbel- 
frei ist, auch als Differentialquotienten eines Geschwindigkeitspotentials qm dar- 
stellen. In diesem Falle gilt nach Ziff. 3, Gleichung (3) und Ziff. 6, Gleichung (2) 





i ee ey 
Ox oy (1) 
Op _ oy 
payee Tt eet 


gy und w geniigen beide der LapLaceschen Gleichung, und sind, wie aus (1) er- 
sichtlich ist, konjugierte Integrale derselben; sie kénnen als Real- und Imaginar- _ 
teil eines komplexen Potentials, d.i. 
einer komplexen Funktion @ (in Ziff.6 mit 
Q bezeichnet) 

o=gqg+typ 
der komplexen Veranderlichen 

Z=x+0y 
aufgefaBt werden: 

@ = w(z) ; 

Ses () . (2) 

ptip=a(x+ty). 
Diese Gleichung 1a8t erkennen, daf die Abb. 14. Inversion. 
Stromung in der Ebene z(x,y) auf die 
Ebene w(p, wy) derart konform abgebildet wird, daB den Potentialkurven und 
Stromlinien in der Ebene z die Achsenparallelen g = konst. und y = konst. 
in der Ebene w entsprechen. Allgemeiner erhalt man durch Einfithrung einer 
neuen komplexen Veranderlichen 2’ als Funktion von z eine neue Potential- 
strémung durch konforme Abbildung. So ergibt z. B. 
es 
z 

die Inversion [Spiegelung am Einheitskreis, verbunden mit einer Spiegelung 
an der reellen Achse (Abb. 14)]. 


1) V. ByERKNES, Vorlesungen itber hydrodynamische Fernkrafte nach C, A. BJERKNES 
Theorie. Leipzig 1900 —1902. 
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dw Op nO es ; 
Aus (2) folgt Te eer + 4 Friis sere 
Bezeichnet man ‘i peeee 
als komplexe Geschwindigkeit, so ist 
dw 
10 wy 3) 


ebenfalls eine komplexe Funktion von z, die eine konforme Abbildung des Ge- 
schwindigkeitsfeldes w(u, v), manchmal als Hodographenebene bezeichnet, auf 
die Ebene 2z(x, y) vermittelt. 

Fiir manche Zwecke ist es geeigneter, nicht w als Funktion von z, sondern z 
als Funktion von w z= 2z() 
aufzufassen. Man erhalt dann die ,,inversen“ Formeln 

Ox oy uU 


ag dy — v’ 





OY) Meet ORs ws (4) 
OG. Op, 02.7 

az utiv 

da bt 3 (5) 


bei denen die Komponenten u, v der Geschwindigkeit und ihr Betrag |p| als 
Funktionen von » und y erscheinen. Man kann dann mit Hilfe von (3) durch 
eine Quadratur zu den unabhangigen Verdnderlichen x, y zuriickkehren. 

Das komplexe Potential einer in der Umgebung des Anfangspunktes 
regularen Strémung 1]aBt sich in eine nach steigenden Potenzen von z fort- 
schreitende Reihe entwickeln 


WD = Ay + 42+ az?+---, (6) 
deren reeller Teil die FourtERsche Entwicklung des Geschwindigkeitspotentials 
ergibt. Eine im Unendlichen regulare Strémung (mit verschwindender Geschwin- 
digkeit im Unendlichen) fiihrt auf eine nach fallenden Potenzen fortschreitende 
Reihe. Fiir die einfachsten Singularitaten ergeben sich folgende komplexe 
Potentiale und damit zusammenhangende Formeln: 

a) Feld eines Wirbelpunktes: 


: ooh 
_ © = —twlgz = —1-_Igz (7) 
(u Wirbelstarke, J’ Wirbefmoment oder Zirkulation), 








p = parctg—, y= — Sle (x? + y%). 
' ‘ ' (7’) 
wh alnidlod a ee ae oa Diem A eee A 
DN agent u—- 10 Taree lo. = re 


b) Feld eines Quellpunites: 
,o= aS Igz (8) 
(e Ergiebigkeit, Flu8 durch eine den Quellpunkt umschlingende Kurve), 
A ece € 
ea wea Gc ge Mr alae 


é € w~—ty 7 (8’) 


. € 
0 Dg he NON Oe ae De Spe 
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c) Feld einer Doppelquelle: 


(“ Moment der Doppelquelle; « Winkel ihrer Achse mit der x-Achse) 


uu 


g=-— ae cos 0 





[vgl. Ziff. 23, Gleichung (3)]. Das komplexe Potential mehrfacher Quellen 

wird durch Potenzen von z mit hdheren negativen Exponenten dargestellt. 
Durch Inversion ergibt sich aus dem Feld der Doppelquelle die reine 

translatorische Strémung von konstanter Geschwindigkeit: 


lt 


a a a fo 
oO = 2 Gia es 
2 ; (10) 
= — gta 
Ww Ore 


Diese kann also als von einer unendlich fernen Doppelquelle hervorgebracht 
betrachtet werden. Durch Inversion mehrfacher Quellen ergeben sich Strémungen 
mit unendlich groBen Geschwindigkeiten im Unendlichen. 

35. Konforme Abbildung. Wie die konforme Abbildung verwendet werden 
kann, um aus bekannten Strémungen neue abzuleiten, die vorgeschriebenen 
Bedingungen geniigen, soll an einem fiir die Anwendungen wichtigen Beispiel 
gezeigt werden!). 

Die translatorische Strémung um einen Kreis ist ahnlich wie die um eine 
Kugel (Ziff. 26, Gleichung (1)] zu erhalten; die Darstellung wird jedoch bei 
Verwendung des komplexen Potentials einfacher als im Raum. Das zu einer 
Str6mung um einen Kreis vom Radius R gehérige komplexe Potential ist 


© = Wey z+ RIMS ; (4) 


hier bedeutet w., die komplexe Geschwindigkeit der translatorischen Strémung 
im Unendlichen, w die dazu konjugiert komplexe GréBe. Die Strémung um 
den Kreis wird erhalten, indem man der translatorischen Strémung wz eine 
geeignete Doppelquelle entgegenstellt. 

Bringt man weiter im Mittelpunkt des Kreises einen Wirbelpunkt an, so 
kann auch in seinem Strémungsfeld der Kreis R als feste Grenze aufgefaBt 
werden. Durch Hinzufiigen seines komplexen Potentials [Ziff. 34, Gleichung (7)] 
zu (4) erhalt man eine Strémung 


O = 2 + RIM — 5“ Igz, (2) 


fiir welche der Kreis als feste Grenze betrachtet werden kann, und welche im 
AuBengebiet durch Uberlagerung einer translatorischen Strémung mit einer 
,zirkulatorischen” entstanden ist. Die Geschwindigkeit der Strémung ist 


Woo ee 


i. (2’) 


a 202 





W= Wn — RK 
Die Strémung hat verschiedenen Charakter, je nachdem 
t2s 4R' yi, 
ist, wo |b.0.| der Betrag der Geschwindigkeit w.. ist. 


1) Vgl. R. GRaMMEL. Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges § 11. 
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Im ersten Fall besitzt 
eine der Stromlinien einen 
Doppelpunkt und eine von 
ihm begrenzte Schleife, in 
deren Innern der Kreis liegt. 
Ein Teil der Flissigkeit be- 
wegt sich dauernd in ge- 
schlossenen Bahnen um den 
Kreis (Abb. 15 a). 

Im dritten Fall legen 
zwei Staupunkte auf der 
Kreislinie; sie sind Spal- 
tungspunkte fir dieStrom- 
linien, die dort den Kreis 
treffen. Diese Stromlinien 
teilen die 4uBere Strémung 
in zwei Teile, deren je einer 
den Kreis auf einer Seite 
umstrémt (Abb. 15 c). 

Der mittlere Fall gibt 
den Ubergang zwischen dem 
ersten und dritten (Abb.15b). 

Durch Einfithrung einer 
neuen Verdanderlichen 


i R?2\ 
v=Fl+F) Ga) 


mittels der Gleichung (nach z 
aufgelést) 


z= 2'+ yz’2— R? (3b) 


wird die Kreisebene in eine 
zweiblattrige RIEMANNsche 
Flache abgebildet, deren 
beide Blatter dem AuBen- 
bzw. Innengebiet des Kreises 
entsprechen. Die Kreislinie 
geht in eine geradlinige 
Durchdringungslinie der 


+ RIEMANNschen Fliche uber, 
welche die beiden an den 
Stellen 2’ =-+R auf -der 
reellen Achse liegenden Ver- 
ge zweigungspunkte verbindet. 
Aus der Strémung um den 
Kreis in der z-Ebene geht 
fo eee oe eine Strémung um eine die 


ee Verzweigungspunkte verbin- 
Se eee er dende Strecke in einer 
ea: ear z'-Ebene hervor, bei welcher 


Abb. 15a—c. Potentialstrémungen mit Zirkulation dieselben drei Falle zu unter- 
um einen Kreis, scheiden sind wie bei der 
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urspriinglichen Strémung. Es ist fiir viele Zwecke uberfliissig und soll auch 
hier unterlassen werden, die Ausdriicke fiir das Geschwindigkeitspotential co’ (2’) 
und die komplexe Geschwindigkeit w’(z’) der transformierten Strémung aus- 
filhrlich anzuschreiben; es geniigt zu bemerken, da8 


az 


a’ (2’) = w(z), w’ (2') = w(z) Gat 


ist, um diese GréBen als Funktionen von 2’ angeben zu kénnen. 

Fur die Anwendungen von Wichtigkeit ist eine Strémung, die dem dritten 
Fall zugehért und bei der einer der beiden Spaltungspunkte in einen der End- 
punkte der umflossenen Strecke fallt, so da® nur ein Staupunkt vorhanden ist. 
Von dieser Art hat man sich die ebene Strémung um einen Querschnitt einer 
Tragflache von groBer Spannweite vorzustellen. Fiir die Zwecke der Tragflachen- 
theorie sind durch geeignete Transformationen zahlreiche Strémungen um Kon- 
turen bestimmt worden, welche den beim Bau 
von Tragflachen verwendeten Profilen naher- 
kommen als eine gerade Strecke (s. Kap. 4). 

Die hier behandelte, ziemlich komplizierte 
Strémung laBt sich, da sie aus einfachen Teil- 
stromungen zusammengesetzt ist, nach einer 
von MAXWELL eingefiihrten Methode zeichne- 
risch sehr leicht verfolgen. Zeichnet man, wie 
in Abb. 16, fiir zwei ebene Potentialstrémungen 
je ein System von Potentialkurven J und JJ von 
gleichem Potential-Unterschied und iiberlagert 444 46. Waxwettsche Konstruk- 
die beiden Systeme, so entsteht ein Kurven- tion fir die Uberlagerung zweier 
netz, in dem auf der einen Schar von Dia- ebener Potentialstromungen *). 
gonalkurven die Summe der beiden Potential- 
werte konstant ist. Diese Diagonalkurven J/J sind also Potentialkurven derjenigen 
Strémung, die durch Superposition der beiden Potentialstrémungen entsteht. 

In derselben Weise kann man die Stromlinien der zusammengesetzten 
Strémung aus denen der Teilstr6mungen erhalten, da die Stromlinien einer 
ebenen Potentialstrémung als Potentialkurven einer konjugierten Potential- 
stromung aufgefaBt werden kénnen. 

Die Maxwettsche Methode 148t sich fiir raumliche Potentialstr6mungen 
erweitern, aber nur was die Konstruktion der Potentialflachen, nicht aber die 
der Stromlinien betrifft. 





b) Strahlbildung. 


36. Strahl und totes Wasser. Bei der Besprechung der Wirbelschichten 
wurde auf die Méglichkeit des Auftretens von Diskontinuitatsflachen in 
einer Stromung hingewiesen (Ziff. 28), an denen sich die Tangentialgeschwindig- 
keit der Strémung Andert. Ein durch Diskontinuitatsflachen begrenzter Teil 
der '‘Stromung deckt sich einigermaBen mit dem physikalischen Begriff des 
Flissigkeitsstrahles; ein solcher Teil der Strémung kann fiir sich betrachtet 
werden, wenn man den auf die Trennungsflachen von auBen wirkenden Druck 
durch eine physikalisch anders geartete ebenso groBe Flachenkraft ersetzt. 

Zu Fliissigkeitsstrahlen in engerem Sinn gelangt man, wenn eine stationdre 
Diskontinuititsflache eine bewegte Strémung von einem ruhenden Teil der 
Fliissigkeit (,,totes Wasser‘) scheidet; dann wirkt auf die Trennungsflache 


1) Abb. 16 ist dem Aufsatz von L. PRANDTL, Naturwiss. Bd. 13, S.96. 1925 entnommen. 
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ein konstanter hydrostatischer Druck. Betrachtet man die bewegte Stromung 
als Strahl fiir sich allein, so ist der hydrostatische Druck an der Oberflache 
durch einen konstanten AuBendruck, in der Regel den Atmospharendruck, 
zu ersetzen. , 

37. Ebene Strahlen; Methoden von Hermuortz und Kircunorr. Die 
Strahlbildung in ebenen Strémungen 14Bt sich unter der Annahme, dab von 
der Wirkung duBerer Krafte, insbesondere der Schwere, abgesehen wird, mit 
Hilfe des komplexen Potentials behandeln. In diesem Fall ist jede Strahlgrenze 
eine Stromlinie, auf der nach Ziff. 12, Gleichung (4’) der Betrag |»| der Ge- 
schwindigkeit konstant ist. ji 

Man faBt die komplexe Veranderliche z = x + zy als Funktion des kom- 
plexen Potentials 





o=qgtip 
auf und fithrt eine weitere komplexe Veranderliche 
az 
c= Win (1) 
ein. Nach Ziff. 34 Gleichung (5) ist 
sitig=*5" (1’) 


eine komplexe GréBe, deren Betrag der reziproke Wert des Betrags der Ge- 
schwindigkeit und deren Argument o der Richtungswinkel der Geschwindig- 
keit ist; also kann 


es ” 
— eve 4 
c= a”) 
gesetzt werden. Haufig wird noch eine weitere Hilfsveranderliche 


(= igh = le + 60 





verwendet. 

Die Ebene w wird nun auf die Ebene € (oder auch £’) konform abgebildet. 
In der Ebene  bilden sich die Stromlinien y = konst. als Gerade ab, die zur 
p-Achse parallel sind; also sind sowohl die Bilder der festen Grenzen der Stré- 
mung als auch die der freien Strahlgrenzen solche Geradenstiicke. Auf den 
freien Strahlgrenzen ist der Betrag |p| der Geschwindigkeit konstant; ihre 
Bilder in der Ebene € sind also Bogenstiicke konzentrischer Kreise um den 
Anfangspunkt. Beschrankt man sich auBerdem bei der festen Begrenzung der 
Strémung auf geradlinige Wande, langs denen die Richtung o der Geschwindig- 
keit konstant ist, so sind ihre Bilder in der Ebene ¢€ Geradenstiicke, die vom 
Anfangspunkt ausgehenden Radien angehéren. Fihrt man an Stelle der 
Ebene ¢ noch die Ebene ¢’ ein, so werden die von Kreisbogen und Radien 
gebildeten Vielecke der Ebene ¢€ in geradlinige Vielecke der Ebene €’ ab- 
gebildet, deren Seiten zu den Achsen parallel sind. 

Die Bestimmung von ebenen Flissigkeitsstrahlen ist unter den angegebenen 
Einschréankungen auf die konforme Abbildung eines geradlinig begrenzten 
Gebietes der Ebene w auf ein Kreisbogenvieleck der Ebene ¢ bzw. ein gerad- 
liniges Vieleck der Ebene ¢’ zuriickgefiihrt1). Diese Abbildung wird durch die 
SCHWARZ-CHRISTOFFELsche Formel?) geleistet. Hat man hiernach € als Funktion 
von w bestimmt, so 1aBt sich der Zusammenhang zwischen z und w und damit 
die tatsdchliche Begrenzung des Strahles durch eine Quadratur finden. 


1) Diese Theorie hat KircHuorr entwickelt. Vgl. ,,Mechanik‘', 21. u. 22. Vorlesung; 
ferner Crelles Journ. Bd. 70. 1869. 


2) H. A. Scuwarz, Crelles Journ. Bd. 70, S. 105. 1869; E. B. CHRISTOFFEL, Ann. di 
Math? ers 11d, 4,2S.180, 
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_ Ein von Kircunorr gerechnetes Beispiel (Abb. 17) behandelt den Austritt 
eines Strahles aus einem unendlich groBem GefaB (Halbebene) durch einen Spalt, 
in einer Richtung, die im Unendlichen zur Spaltebene senkrecht steht. Bezeichnet 
man die Stromlinien, welche den Strahl begrenzen, mit y=0O und yp =a, 
so ist ein von zwei parallelen Geraden begrenzter, beiderseits ins Unendliche 
reichenden Streifen der Ebene w auf ein Gebiet der Ebene € abzubilden, das 


fall = Je) 





Abb. 17. Konforme Abbildung zur Berechnung eines Flissigkeitsstrahles. 


durch Ausschneiden eines Halbkreises aus einer Halbebene entsteht. Dabei 
entsprechen sich vier, in der Figur mit 1, 2, 3, 4 bezeichnete Punkte. Die Ab- 
bildung wird durch die Gleichung 


a) = 
CAE Th 9 te 


geleistet. Der Zusammenhang zwischen z und @ ergibt sich folgendermaBen: 


z= 1—e-%+ yYe-2 — 4 +. arctg Ye-2 — 4. 


Die Gleichungen der beiden Strahlgrenzen sind 





x=1+e-"?+an £420bzw. R= 4 —e-f: 


Gees ig Is 
i ee ee ol 


Die Breite des Spaltes ergibt sich hieraus zu 2-+ 2, die Breite des Strahles 


im Unendlichen zu z; die Kontraktion ist 5 + = 0,39. 


In ahnlicher Weise 1a8t sich der Ausflu8 aus einem unendlich groBen, durch 
eine ganze Ebene idealisierten Gefa8 durch einen aus dem Unendlichen herein- 
reichenden, von zwei parallelen Geraden begrenzten Kanal behandeln. Die Kon- 
traktion ergibt sich dann in Ubereinstimmung mit der Borpaschen Theorie zu $. 
Diese Aufgabe ist von HELMHOLTZ als erstes Beispiel einer diskontinuierlichen 
Flissigkeitsbewegung!) gelést worden unter Verwendung einer Funktional- 
gleichung fiir das Verhalten des komplexen Potentials an der Diskontinuitats- 
flache. Im Anschlu8 an HELMHOLTZ hat KirRcHHOFF die oben besprochene 
Methode der konformen Abbildung entwickelt. Die urspriingliche HELMHOLTZsche 
Methode hat neuerdings ein Seitenstiick gefunden in der Behandlung der per- 
manenten Wellen durch Levi-CivirA mit Hilfe einer Funktionalgleichung 





(fiir beide Grenzen). 





1) H. HetmuHoLtz, Monatsh. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1868. 
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(Ziff. 40). Von besonderer Bedeutung ist das ebenfalls von. KIRCHHOFF?) ge- 
rechnete Beispiel einer ebenen Strémung, die gegen eine Platte trifft, und durch 
diese in zwei Teile zerspalten wird, die durch ein Gebiet toten Wassers getrennt 
werden (Abb. 18). Die bei kontinuierlicher Strémung herrschende Symmetrie 
der Bewegung auf Vorder- und Riickseite der Platte, die bekanntlich das durch 
das D’ALEMBERTsche Paradoxon ausgedriickte Verschwinden des Widerstandes 
zur Folge hat, ist durch die diskontinuierliche Bewegung aufgehoben ; die 
Platte setzt der Strémung einen von Null verschiedenen Wider- 
stand entgegen, der allerdings Beobachtungen gegenitber um ein Drittel zu 
Klein ist, aber immerhin die Abhangigkeit von der Geschwindigkeit der Fliissig- 
keit im Unendlichen, ihrer Dichte und der Breite der Platte richtig wiedergibt. 


fp] [é] 











Abb. 18. Konforme Abbildung zur Berechnung der Strémung um eine Platte. 


Die Fliissigkeit soll im Unendlichen die Geschwindigkeit c entgegengesetzt 
der Richtung der positiven y-Achse besitzen und gegen eine Platte von der 
Breite / strémen, die auf der x-Achse liegt und von — 1/2 bis + 1/2 reicht. Dann 
wird die Abbildung der Ebene w auf die Ebene € durch die Gleichung 


4 2k 

Cl a 
geleistet, wo k eine zundchst unbestimmte Konstante bedeutet ; fir den Zu- 
sammenhang zwischen z und w folgt hieraus 

Cz= Jo|2k + VR? — «| + k? arcsin!® 
Zerlegt man diese Gleichung in ihren reellen und imaginaren Teil, so erhalt 
man die Stromlinien, besonders diejenige (y = 0), die der Platte folgt und in 
ihrem weiteren Verlauf die freie Grenze zwischen der bewegten Flissigkeit 
und dem toten Wasser bildet. Fiir die Breite der Platte ergibt sich 

1 eee 
c 

womit auch die Konstante k bestimmt ist. 


Der auftretende Widerstand W der Platte berechnet sich dann leicht 
unter Zuhilfenahme der BERNOULLIschen Gleichung: 


MA 
deer rap Oe (2) 


*) Vgl. auch Lord Rayteicu, Scient. Pap. Bd. 1,. S. 287. 
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dabei ist @ wie frither die Dichte der Fliissigkeit. (2) hat die Form des experimentell 
bestatigten quadratischen Widerstandsgesetzes (vel. Ziff. 50 und Kap. 2, 
Ziff. 58 ds. Bd. des Handb.), allerdings mit einer zu kleinen ,,Widerstands- 
ziffer a/(4-+ 2). An die KircuHorrsche Methode schlie8t sich eine aus- 
gedehnte Literatur, die an zahlreichen Beispielen die Gestalt von Strahlen 
und ihren ZusammenfluB behandelt sowie die Krafte, welche bei der Ab- 
lésung der Strahlen von festen Wanden infolge der Totwasserbildung und bei 
ihrem Auftreffen auf feste Hindernisse auftreten. 

B. Eck*) verwendet neuerdings die Methode zur Untersuchung der Str6- 
mung in Ventilen unter den vereinfachenden Voraussetzungen, da das Pro- 
blem zweidimensional behandelt und der Einflu8 der Reibung vernachlassigt 
wird. Bei einfachen Ebensitzventilen bilden sich, wie Beobachtungen erkennen 
lassen, hauptsachlich zwei Strémungszustinde aus. ,,Fiir kleine Hubhdhen 
liegt die Strémung der horizontalen Wand an, biegt also um 90° um, wahrend 
beim weiteren Anheben des Ventils die Strémung abrei8t und einen freien Strahl 
bildet, dessen Ablenkungswinkel mit steigendem Hub wachst.“ Beide Strahl- 
formen sind der mathematischen Behandlung leicht zuganglich. Um die Frage 
nach dem wirklich im Einzelfalle auftretenden Strahl zu entscheiden, muB8 
sein Druck gegen den Ventilteller mit dem Druck der Ventilfeder in Beziehung 
gesetzt werden. 

38. Methode von Levi-Crvira?). Wahrend die KircuHorrsche Methode 
auch in der weiteren Ausbildung, die sie erfahren hat, nur zur Behandlung von 
Strémungen ausreicht, deren feste Grenzen aus geraden Strecken gebildete 
Linienziige sind, betrachtet Levi-Crvira ein (mit gewissen Beschrankungen) 
beliebig begrenztes Hindernis in einer unendlich ausgedehnten Strémung. Die 
Geschwindigkeit der Strémung soll im Unendlichen die Richtung der positiven 
x-Achse und den Betrag 1 haben. 

Das Hindernis. soll im Punkt O der Ebene z(%, y) eine Kante besitzen, 
an der die dort auftreffende Stromlinie sich teilt, dem Hindernis nach zwei 
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Abb. 19. Konforme Abbildung zur Berechnung der Strémung um ein Hindernis. 


Seiten folgt und nach der Ablésung in P, und P, die beiden freien Grenzen 
der Strémung bildet, die das hinter dem Hindernis liegende tote Wasser von 
der bewegten Strémung trennen (Abb. 19). 

Das Bild dieser beiden von O ausgehenden Stromlinien in der Ebene 
w (py, y) ist die doppelt zu zahlende positive g-Achse von 0 bis ins Unendliche ; 
langs derselben ist die Ebene aufgeschnitten zu denken. Dem unendlich fernen 
Punkt (Q) der z-Ebene entspricht der unendlich ferne Punkt der w-Ebene. 


1) B. Ecx, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 4, S. 464ff. 1924. 
2) T, Levi-Crvita, Rend. di Palermo Bd. 23, S.1—17. 1907. 
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Etwas abweichend von KircHHOoFF wird weiter an Stelle der komplexen 
Geschwindigkeit ; do . 
= 0 Oe 
oder ihres reziproken Wertes dz/dw die neue komplexe Veranderliche 

w* —ilgw=o+i1g|v| 
eingefiihrt, wo o und |p| die alte Bedeutung haben; abkiirzend sei 
Ig{/o] =r, wt=o+ir 


gesetzt. In der Ebene w*(o, 1) ist der Anfangspunkt das Bild des unendlich 
fernen Punktes der Strémung; das Bild beider freien Grenzen zusammen ist 
eine Strecke P, P, der 'o-Achse. w* ist auf den freien Grenzen reell. 

Der wesentlich neue Gedanke der Methode von Levr-Crvira ist jedoch 
die Einfithrung einer neuen komplexen Verdnderlichen ¢ *) 


C=&+in = f(a), 


an Stelle von w, die durch die Forderung definiert ist, daB das Bild der auf- 
geschnittenen w-Ebene in der ¢-Ebene das Innere eines in der oberen Halbebene 
liegenden Halbkreises ist. Und zwar soll das Bild des unendlich fernen Punktes (Q) 
der Strémung in den Anfangspunkt als Mittelpunkt, die Bilder von P, und Te 
in die Punkte =F1 der &Achse fallen; das Bild von O wird dann irgendein Punkt 
des Halbkreisbogens sein. Die Funktion /(@) ist eindeutig bestimmt und ohne 
Schwierigkeit aufzustellen. 

Die Funktion w*, die als Funktion von @ in der zerschnittenen w-Ebene 
regular ist auBer in O, wird als Funktion von ¢ im Innern des Halbkreises regular 
sein auBer in O und iiberdies auf dem Durchmesser (—1, +4) reell; unter An- 
wendung des ScHwarzschen Spiegelungsprinzips laBt sie sich in die untere Halb- 
ebene fortsetzen, ist dann im Innern des ganzen Einheitskreises regular und 
besitzt zwei singulare Stellen auf der Peripherie in O und seinem Spiegelbild O. 

Durch Umkehrung der Uberlegung 148t sich nun aus jeder Funktion w* (£), 
die im Innern des Einheitskreises regular ist, auf dem reellen Durchmesser reelle 
Werte hat und in zwei spiegelbildlichen Punkten der Peripherie singulare Stellen 
besitzt, eine Funktion z(o) herleiten, die der Strémung um ein krummlinig 
begrenztes Hindernis entspricht. [Die Lésung ist allerdings nicht unter allen 
Umstanden physikalisch realisierbar; hierzu muB8 die Funktion w*(C) gewissen 
analytischen Bedingungen geniigen.] Die Gestalt des Hindernisses ergibt sich 
aus der Funktion z(w), also zuletzt. Die physikalisch wichtigere Aufgabe, die 
Str6mung um ein Hindernis von vorgegebener Kontur zu bestimmen, stoBt 
einstweilen noch auf untiberwindliche analytische Schwierigkeiten. 

Dagegen lassen sich alle dynamischen Gré8en, die zu dem einer Funktion w* (¢) 
entsprechenden Hindernis gehéren, angeben, ohne daB es notwendig ware, dessen 
Gestalt zu bestimmen. So ergeben sich die Krafte, welche die Strémung auf 
das Hindernis ausiibt, durch Berechnung des Ausdrucks 


R=] &v dy 
21 % 


wo nach Einfithrung der Unabhangigen ¢ statt w die Integration iiber den Um- 
fang des Einheitskreises auszufiihren ist. Dabei handelt es sich, da der Integrand, 


*) Nicht zu verwechseln mit der bei der KircHHorrschen Methode (Ziff. 36) mit ¢ 
bezeichneten GréBe! 
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als Funktion von ¢ betrachtet, einen Pol in Q besitzt, lediglich um die Bestimmung 
des Residuums in diesem Punkt. Zerlegt man R in seinen reellen und imaginadren 
Teil, so gibt ersterer den Widerstand gegen die Strémung in Richtung der x-Achse, 
letzterer eine etwa auftretende Querkraft. 

_Im Anschlu8 an die Untersuchungen von Levi-Crvira sind von zahlreichen, 
meist italienischen und franzésischen Mathematikern Beispiele gerechnet worden, 
auf die hier ebensowenig eingegangen werden kann wie auf den weiteren Ausbau 
der Theorie!). 

39. Beriicksichtigung der Schwere; Uberfall iiber ein Wehr. Auf der 
freien Grenze eines ebenen Strahles ist der Druck auch dann konstant (pe 4,5 
Atmospharendruck), wenn die Flissigkeit der Wirkung der Schwere unter- 
worfen ist; die BERNouLLIsche Gleichung [Ziff. 12, Gleichung (5)] 


Seana : 
a a. Se -+y=konst. (y-Achse nach oben) 
reduziert sich dann auf b2 


merry Se (1) 


wenn das Koordinatensystem geeignet gewahlt ist, d.h. die x-Achse in passender 
Héhe angenommen ist. 

H. Brastus?) behandelt den Uberfall iiber ein Wehr. Die freie Oberflache 
des tiberstrémenden Wassers fiihrt, wenn das Problem auf ein ebenes reduziert 
wird, zur freien Grenze des Strahls; eine beliebige tiefer gelegene Stromlinie 
wird als Riicken des Wehrs und wenn nétig in ihrem weiteren Verlauf als Sohle 
des Stromes aufgefaBt. 

Die héchste Lage, die ein Punkt der freien Stromlinie einnehmen kann, 
ist durch y = 0 bestimmt. Dieser Fall tritt ein, wenn in einem Punkt der freien 
Stromlinie die Geschwindigkeit » = 0 wird, wie es beim Ausstrémen aus einem 
unendlich groBen und tiefen Becken tatsadchlich der Fall sein wird. Die x-Achse 
ist dann Asymptote der Oberflachenstromlinie des Beckens. Wird die Ge- 
schwindigkeit auf der freien Stromlinie nirgends Null, so besitzt diese eine Asym- 
ptote, die tiefer liegt als die x-Achse. Eine Komplikation tritt ein, wenn die 
freie Stromlinie nicht in ihrem ganzen Verlauf frei ist, sondern aus einem Gebiet 
kommt, in der sie einer festen Grenze folgt. Dann gibt es auf der festen Grenze 
eine positive Maximalhéhe, in der der Druck Null wird und die Fortsetzung 
der Strémung physikalisch, aber nicht analytisch unmdglich ist. 

Es gelingt nicht, aus Anfangsbedingungen, welche die Gestalt und Lage 
des Wehres bestimmen, die Strémung und ihre freie Grenze herzuleiten. Dagegen 
ist die umgekehrte Aufgabe lésbar, aus einer geeignet angenommenen freien 
Grenze des Strahles die ganze Strémung und die méglichen Gestalten des Wehr- 
riickens abzuleiten. Auf der freien Strahlgrenze, die durch 


y = 1 (*) ; (2) 
gegeben ist, ist der Gradient des Geschwindigkeitspotentials nach (1) 
ra eS 
ae = |v] =V—2e f(x) . 
folglich das Geschwindigkeitspotential selbst 
yp =V2e{V—Fe (t+ fa) ae. 3) 


1) Man sehe das Referat von Jarré, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 398—410. 





1921. ; 
2) H. Brasius, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 58, S. 90ff. 1910. 
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Bezeichnet man mit 
x=p(p), yv=4(%) 


die aus (2) und (3) folgende Parameterdarstellung der Strahlgrenze, auf der die 
Stromfunktion y den Wert Null besitzen mége, so kommt man durch Ein- 
fiihrung der komplexen Veranderlichen qm + iy an Stelle der reellen y sofort 
zu einer Darstellung der ganzen Strémung in der Form 


xtiv=pptiy) tig +ty). ek: 


Diese Gleichung vermittelt die konforme Abbildung der Ebene (y, w) auf die 
Ebene (x, y) derart, daB der Achse y =0 die freie Strahlgrenze entspricht. 

Die konforme Abbildung fithrt im allgemeinen zu mehrfachen Uberdeckungen 
der (x, y)-Ebene und damit zu Schwierigkeiten in der Bestimmung der Begrenzung 
des tatsdchlich interessierenden Teiles der Str6mung. BLasius behandelt das 
Austreten einer Strémung unter einem Schiitz hervor und den Uberfall iiber 
ein Wehr bei radialem Zustrom aus einem unendlich groBen Becken. 

40. Funktionalgleichung fiir die freie Grenze des Strahls; permanente 
Wellen. Wenn die freie Grenze einer ebenen Strémung einer schweren Fliissig- 
keit der Gestalt und Lage nach bekannt ist, so liefert die BLastussche Theorie 
das komplexe Potential der Strémung und den festen Teil ihrer Begrenzung. 
Wiinscht man umgekehrt die freie Grenze einer Strémung zu bestimmen, wenn 
der feste Teil ihrer Begrenzung gegeben ist, so handelt es sich um die Bestimmung 
eines komplexen Potentials, das an den festen Grenzen vorgeschriebene Bedin- 
gungen erfullt, und das auBerdem einer gewissen Funktionalgleichung 
geniigt, welche eine bestimmte Stromlinie oder einen Teil derselben als freie 
Grenze charakterisiert. 

Aus der BERNoutLischen Gleichung [Ziff. 12, Gleichung (5)] folgt fiir die 
Strahlgrenze wegen des dort herrschenden konstanten Druckes 


2 
ie + y = konst.; 


durch Differenzieren langs der begrenzenden Stromlinie nach g folgt ‘unter 
Benutzung der ,,inversen Formeln“ [Ziff. 34, Gleichung (4)] 


O|b 
joe ets go so. (1) 
Diese Funktionalgleichung unterwirft die komplexe Geschwindigkeit 
w=u— iv, (|p| = yw? + v2) 


als Funktion des komplexen Potentials m = g + ip einer bestimmten Bedingung 
auf einer Stromlinie. 

Levi-Crvita!) benutzt . diese Funktionalgleichung zur Behandlung perio- 
discher permanenter Wellen. Unter einer permanenten Welle versteht 
man eine Welle, welche ohne Anderung der Gestalt ihrer Oberflache fortschreitet. 
Erfolgt die Fortschreitung in Richtung der negativen x-Achse mit einer Ge- 
schwindigkeit vom Betrag c, so kann man durch Uberlagerung einer Translation 
von der Geschwindigkeit c in Richtung der positiven x-Achse die Bewegung 


1) T. Levi-Crvita, Math. Ann. Bd. 85, S.256, und andere Mitteilungen, besonders: 
Fragen der klassischen und relativistischen Mechanik, 2. Vortrag, sowie: La détermination 
rigoureuse des ondes permanentes d’ampleur fini. International Congres voor Technische 
Mechanica. Uittreksels der Voordrachten,. und: Proceedings of the first international 
Congress for applied Mechanics, S. 129—145. Delft 1924. 
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stationar machen. Aus der begrenzenden Stromlinie der fortschreitenden Welle 
wird dann eine unveranderliche freie Strahlgrenze, auf der komplexe Geschwindig- 
keit und Potential durch die Funktionalgleichung (1) verkniipft sind. Man 
kann dann das komplexe Potential w in folgende Form setzen: 


o=—p+ipsO+1P + cz; (2) 
dabei ist cz das Potential der Translation, ® +7 das Potential der Stérung, 
welche die reine Translation durch die Wellenbewegung erfahrt. ® + iW kann 
auch als Potential der Wellenbewegung selbst aufgefaBt werden, bezogen auf 
ein mit der Welle fortschreitendes Koordinatensystem; es ist im ganzen Stré- 
mungsfeld eine beschraénkte Funktion. 

Schreitet die Welle in einem Kanal von endlicher Tiefe fort, und sind 


y =, bzw. y =0 die beiden Stromlinien an der freien Grenze des Wellen- 
strahls bzw. an der Sohle des Kanals, so ist 


| ee 8 
die Tiefe des Kanals. Legt man die Sohle in die x-Achse und bemerkt, daB an 
der Sohle sowohl das komplexe Potential als die komplexe Geschwindigkeit 
reell sind, so erkennt man, daB sich die analytische Fortsetzung dieser Funktionen 
tiber die reelle Achse in die negative Halbebene nach dem ScHwarzschen Spiege- 
lungsprinzip ergibt. . 

Ist die Welle insbesondere periodisch, und bezeichnet 4 die Wellenlange, 
so ist die Geschwindigkeit w(x + iy) = u — iv eine periodische Funktion mit 
der reellen Periode 4, wahrend das Potential der Gleichung 

oa(xt+iytéa=aoa(w+iy)t+ecd 
geniigt, also nicht periodisch ist. Es ist jedoch leicht, w durch eine neue kom- 
plexe Veranderliche ¢ zu ersetzen, die eine periodische Funktion von % + iy 
mit der Periode 2 ist; diese Veranderliche kann durch die Gleichung 
22% 
t= PETE iy (3) 
definiert werden. 

Das Bild des Wellenstrahls in der Ebene w ist ein von der Geraden y = y, 
begrenzter, bis an die Achse y = 0 reichenden Streifen; hierzu tritt als analy- 
tische Fortsetzung sein Spiegelbild. Bildet man die w-Ebene in die ¢-Ebene 
ab, so lauten unter Verwendung von Polarkoordinaten @, O in der ¢-Ebene, de- 
finiert durch C= 029, 
die Abbildungsgleichungen 


o= ek”, 0 Se Elad 
Das Bild des Wellenstrahls in der ¢-Ebene ist ein Ringgebiet, begrenzt durch 
2 


einen Kreis vom Radius R = ee" als Bild der Strahlgrenze und den Einheits- 
kreis als Bild der Kanalsohle. Dazu kommt als analytische Fortsetzung ein 
durch Spiegelung am Einheitskreis entstehendes Ringgebiet. In dem ganzen 
Ringgebiet ist die Geschwindigkeit w eine eindeutige regulare Funktion von ¢. 

Damit reduziert sich die Bestimmung der permanenten Wellen in einem 
Kanal von endlicher Tiefe auf die Bestimmung einer analytischen Funktion 
w= w/(C), welche ; +a 

a) in dem Ringgebiet zwischen den Kreisen R und 4/R regular ist, 

b) auf dem Einheitskreis reell ist, 
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c) auf dem Kreis R der Funktionalgleichung (1) geniigt, welche bei Ein- 
fiihrung von ¢ an Stelle von w folgende Gestalt annimmt: 


Olo| _ cdg 
HOE tee (4) 


Setzt man w als LAuRENTsche Reihe an und beschrankt sich bei Annahme 
sehr kleiner Bewegungen der Wasserteilchen gegeniiber der Translation auf die 
Anfangsglieder der Reihe, so liefert der Ansatz 


w=cl1—tu(c+4)], (5) 


oP 


wo w ein kleiner Parameter ist, eine Naherungslésung; das Ergebnis ist identisch 
mit der sog, Arryschen Welle!). Durch Einsetzen von w in die Funktional- 
gleichung ergibt sich als Bedingung dafiir, daB die Funktionalgleichung erfillt 
ist, eine Konstantenrelation: 

Tee ee 1 

R+%=5,5(R- =). 

Diese nimmt bei Einfithrung der Tiefe 4 des Kanals an Stelle von R die Gestalt 

20 c 2ah (6) 





i Dae ay 
an; sie 14Bt erkennen, daB fiir eine feste Tiefe 4 die Geschwindigkeit c mit wachsen- 
der Wellenlange 4 zunimmt und sich dem Grenzwert 








Hever (6) 

nahert, der u.a. fiir Gezeitenwellen gilt. Fiir unendliche Tiefe wird 
20 1 7 
Ag a - ( ) 


Ersetzt man in (5) mit Hilfe von (3) ¢ durch w, so erhalt man durch In- 
tegration der Gleichung (3) von Ziff. 34 
dw 
dz 
unter Beschrankung auf die erste Naherung das Geschwindigkeitspotential w 
des Wellenstrahles als Funktion von z: 


= Ww 


Ai a. 250 
o=€ foe ee : (8) 
Der Ubergang vom Wellenstrahl zur fortschreitenden Arryschen Welle wird 
in Ziff. 43 vollzogen und die entstehende Bewegung diskutiert. DaB die freie 
Grenze des Wellenstrahls in erster Naherung eine Sinuslinie ist, ist aus (8) 
direkt ersichtlich. 

_ In ahnlicher Weise wie die periodischen Wellen in Kanalen von endlicher 
Tiefe lassen sich die periodischen Wellen in unendlich tiefen Kandlen behandeln. 
Die funktionentheoretische Aufgabe wird dabei etwas einfacher. Bezeichnet 
man mit y = 0 den Wert der Stromfunktion an der freien Grenze, so ist w eine 
analytische Funktion von ¢, welche 

a) im Innern des Einheitskreises regular ist, 
b) im Mittelpunkt reell = ¢ ist, 
c) auf dem Einheitskreis der Funktionalgleichung geniigt. 


—— 


1) G. B. Airy, Tides and Waves, 1845. . 
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Es ist Levi-Civita gelungen, diese Funktionen durch Entwicklung in Reihen, 
deren Konvergenz gesichert ist, nach einer geeigneten Umformung der Funktional- 
gleichung zu erhalten und damit Wellen von endlicher Amplitude in 
Kanalen von unbegrenzter Tiefe zu bestimmen. 

41. Raumliche Strahlen. Die funktionentheoretischen Methoden versagen, 
wenn es sich um die Bestimmung réumlicher Strahlformen handelt; die an ihre 
Stelle tretenden potentialtheoretischen Methoden sind sehr kompliziert und 
uberdies nur zur schrittweisen Naherung geeignet. Demgema8 ist auch iiber 
die raumlichen Strahlen, von trivialen Fallen abgesehen, wenig bekannt. 

Fir den Fall, da8 von auBeren Kraften, besonders der Schwere, abgesehen 
wird, ist die Geschwindigkeit auf der freien Oberflache konstant, wie sich aus 
der BERNOULLIschen Gleichung ergibt, wenn fiir den Druck der konstante 
Atmospharendruck gesetzt wird. Eine Reihe allgemeiner Satze ist von MOLEN- 
BROEK?) und anderen angegeben worden: Die Stromlinien auf der Oberflache 
des Strahls sind geodatische Linien; die Schnittlinien der Oberflache des Strahls 
mit den Niveauflachen des Geschwindigkeitspotentials sind auf der Oberflache 
geodatisch parallel, wahrend die Niveaufléchen selbst in den Punkten dieser 
Schnittlinien die mittlere Kriimmung Null besitzen. 

Nicht einmal fiir rotationssymmetrische Strahlen ist die genaue Lésung 
bekannt. TreFrrz?) fiihrt unter Vernachlassigung des Einflusses der Schwere 
die Bestimmung der Oberflache eines rotationssymmetrischen Strahls, der aus 
einem unendlich groBem Gefa8 austritt, auf eine homogene lineare Integral- 
gleichung zweiter Art zuriick. Die eigentliche Schwierigkeit liegt darin, daB 
der Kern der Integralgleichung von der Meridiankurve des Strahles abhangt, 
also unbekannt ist, und gleichzeitig mit der Meridiankurve durch schritt- 
weise Naherung aus der Forderung bestimmt werden mu8, daB die Geschwindig- 
keit auf der Oberflache konstant ist. 

Fir schwere rotationssymmetrische Strahlen wird haufig eine rohe Nahe- 
rungsformel angegeben, die aus der Annahme hergeleitet wird, daB die Geschwin- 
digkeit an jeder Stelle eines horizontalen Querschnitts denselben Wert besitzt 
und vertikal gerichtet ist. — Fir beliebige 4uBere Krafte bestimmt FOrsTER®) 
die Meridiankurve durch Reihenentwicklungen, welche jedoch nur zur Bestimmung 
der asymptotischen Annaherung des Strahls an die Kreiszylinderform geeignet 
sind und iiber seine Gestalt in der Nahe der Austrittsstelle aus dem GefaB keinen 
AufschluB geben. 


- c) Wellen. 


42. Allgemeines iiber Fliissigkeitswellen. Unter dem Sammelnamen 
Wellenbewegung pflegt man eine groBe Anzahl von dynamischen Vorgangen 
zusammenzufassen, die in ihrer Natur und ihren Erscheinungsformen sehr ver- 
schieden sind. Vielfach unterscheidet man stehende und fortschreitende 
Wellen; zu letzteren gehért neben Wellenziigen mit aufeinanderfolgenden 
Wellenbergen und Wellentalern die Einzelwelle. Wellen, welche ohne Ge- 
staltsinderung ihrer Oberflache fortschreiten, heiBen permanent; die wich- 
tigsten permanenten Wellen sind die periodischen, bei denen eine zeitlich 
unverdnderte Oberflachengestalt sich in gleichen Abstanden wiederholt. Die 
Existenz permanenter wirbelfreier Wellen war lange Zeit Gegenstand einer 
Streitfrage und ist erst kiirzlich durch Levi-Crvita (vgl. Ziff. 40) in bejahendem 


1) P. MoLENBROEK, Ann. Phys. u. Chem. Bd. 52. 1894. 
2) E. TreFF1z, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 64, S. 34—61. 1916. 
3) R. Forster, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 62, S. 319—327. 1913—1914. 
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Sinn entschieden worden. Die alteren Methoden reichten nur hin, permanente 
Wellen von sehr kleiner (unendlich kleiner) Amplitude aufzustellen und ein 
schrittweises Naherungsverfahren anzugeben, durch das man zur angendherten 
Bestimmung permanenter Wellen von endlicher Amplitude vordringen kann; 
indessen ist die Konvergenz dieses Verfahrens nicht nur unbewiesen geblieben, 
sondern es blieben auch begriindete Zweifel an dem tatsachlichen Bestehen der 
Konvergenz. 

Wellen, welche in einer translatorischen Strémung der Strémung entgegen- 
gesetzt mit einer Geschwindigkeit fortschreiten, welche ebenso groB ist wie die 
Geschwindigkeit der Strémung, werden in der Natur beobachtet; es tritt hier 
ein tatsachlicher Vorgang ein, der mit dem bereits (Ziff. 40) erwahnten Gedanken- 
experiment, eine permanente Welle durch Uberlagerung einer geeigneten Trans- 
lation zu einem Strahl zu machen, in der Wirkung iibereinstimmt. Man kann 
aus jeder Wellenbewegung nétigenfalls durch Abspaltung einer Translation eine 
Bewegung ableiten, bei der die Bewegung jedes Fliissigkeitsteilchens im ganzen 
oder mindestens die seiner Mittellage klein ist; das Geschwindigkeitspotential 
der Bewegung (wenn ein solches existiert) ist dann im ganzen Strémungsfeld 
eine beschrankte Funktion. Diese Tatsache kann (mit der angegebenen Ein- 
schrankung) als mathematische Definition der Wellenbewegung jeder Art auf- 
gefaBt werden. Die Existenz eines Geschwindigkeitspotentials folgt, wenn man 
_ die Entstehung einer Wellenbewegung durch konservative 4uBere Krafte aus 
der Ruhe voraussetzt, aus den HELMHOLTzschen Wirbelsdtzen. Indessen gibt 
es eine seit langem bekannte, als GERSTNERsche Welle bezeichnete, nicht wirbel- 
freie Wellenbewegung, die permanent ist, eine endliche Amplitude besitzt und 
dabei mathematisch einfach zu behandeln ist; ihre physikalische Bedeutung 
ist gering. 

Physikalisch eine Definition zu geben, welche alle Wellenbewegungen und 
nur diese umfaBt, ist kaum méglich. Sieht man von den stehenden Wellen ab, 
so besteht ein gemeinsamer charakteristischer Zug aller fortschreitenden Wellen 
darin, daB, nétigenfalls nach Abspaltung einer Translation, eine Erscheinungs- 
form mit gréBerer Geschwindigkeit fortschreitet, als die Geschwindigkeit der 
Flissigkeitsteilchen ist. Das gilt mit einer leichten Abanderung auch fiir Wellen- 
bewegung von Filiissigkeiten, welche in der Ruhe nicht eine ebene Begrenzung 
besitzen, z. B. fiir Wellen auf der Oberflache einer fliissigen Kugel oder eines 
fliissigen Ellipsoids. Von diesen ist im folgenden nicht weiter die Rede. 

Die eigentliche mathematische Schwierigkeit beim Studium von Fliissigkeits- 
wellen besteht, ahnlich wie bei der Untersuchung von Strahlen, darin, daB neben 
den gebrauchlichen Grenzbedingungen an den festen Wanden die Bedingung 
des konstanten Druckes an der freien Oberflache erfiillt sein muB; die Tatsache 
der im allgemeinen nicht stationdren Bewegung macht die Theorie der Wellen 
noch erheblich schwieriger als die der Strahlen. In manchen Fallen, so bei Wellen, 
welche an der Grenze zweier Fliissigkeiten auftreten, wird tiberdies die einfache 
Grenzbedingung des konstanten Druckes durch eine weniger einfache ersetzt. 

Bei Voraussetzung idealer Fliissigkeiten sind alle Wellen nur Oberflachen- 
wellen in dem Sinn, daB die Bewegung der Teilchen an der Oberflache am 
starksten ist und mit wachsender Entfernung von der Oberflache abnimmt. 
LaBt man eine Abhangigkeit der Dichte vom Druck zu, so kénnen auch Ver- 
dichtungswellen im Innern der Fliissigkeit auftreten, sog. Expansionswellen; 
diese sind im folgenden nicht behandelt!). Der allgemeine Fall, daB die Dichte 
noch von weiteren Faktoren abhangt, ist tiberdies in diesem Artikel grundsatzlich 


1) Vgl. Kap. 5 ds. Bd. sowie Bd. VIII dies. Handb. 
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ausgeschlossen. Die Literatur iiber Wellenbewegung ist auBerordentlich umfang- 
reich; es kann hier nur auf die (Ziff.1, FuBnote genannten) gré8eren Lehrbiicher 
und Monographien verwiesen werden. Ein groBer Teil der Untersuchungen 
strebt von vornherein nur Naherungslésungen an; vielfach ist auch ein tech- 
nischer Zweck verfolgt. Eine Reihe von Wellentypen sind von Wichtigkeit in 
der Hydraulik. 

43. Periodische Wellen in einem Kanal. Wenn man eine periodische 
permanente Welle in einem Kanal von endlicher Tiefe, die mit der Geschwindig- 
keit c (nach links) fortschreitet, mit einer entgegengesetzt (nach rechts) gerichteten 
Translation von der gleichen Geschwindigkeit ¢ iiberlagert, so entsteht ein sta- 
tiondrer Wellenstrahl. Die Méglichkeit, durch diesen Kunstgriff die permanente 
Wellenbewegung stationér zu machen, hat schon RAYLEIGH) bemerkt und 
zur Bestimmung von Wellen mit kleiner Amplitude verwendet. In Ziff. 40 
wurde das komplexe Potential @ fiir diesen Fall nach der weiter reichenden 
Methode von Levi-CriviTa aufgestellt: 

PNG omnes XC 
o=c|z— Bei SE oh (1) 
A ist die Wellenlange, « bestimmt die Amplitude. Die x-Achse des Koordinaten- 
systems fallt in die Kanalsohle (mach rechts). Die Tiefe % des Kanals hangt 
mit c und 4 durch die Gleichung (6) von Ziff. 40 


220 2xh 
ig = 8 (2) 


zusammen, die bereits dort diskutiert wurde. Die Druckbedingung ist nur an 
der Oberflaiche des Kanals, die in der Ruhe durch y = / gegeben ist, erfiilt. 

Bezieht man die fortschreitende Welle (ohne Translation) auf ein im Raume 
festes Koordinatensystem, so folgt die nun nicht mehr stationare Bewegung 
dem Geschwindigkeitspotential 





ae Ee 
o* = —c 5 sin (2 + ¢4). (3) 
Die Geschwindigkeitskomponenten (als Funktionen des Ortes und der Zeit) sind 
os oe “= —c pcos (x + c t) Co} oo yp, 
dt A A 
ay See aS 20 (4) 
7 = v=—cpsin (x +e ) Sin pbs 


Damit ist der urspriingliche von Airy?) gegebene Ansatz erhalten, der der Forde- 
rung entspricht, daB die Oberflache der Welle die Gestalt einer reinen Sinus- 
linie besitzt. 

Die Integration dieser Gleichungen und damit die Bestimmung der Bahnen 
der einzelnen Teilchen ist in einfacher Weise nur unter der vereinfachenden 
Annahme méglich, daB die Bewegung jedes Teilchens periodisch um eine mittlere 
Lage stattfindet und so klein ist, daB die Geschwindigkeit in einem Bahnpunkt 
durch die im gleichen Zeitpunkt in der mittleren Lage herrschende Geschwindig- 
keit ersetzt werden kann. Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich als Bahn- 
kurven Ellipsen, deren groBe Achse horizontal ist, und deren beide Achsen 
gegen die Sohle des Kanals zu abnehmen, doch so, daB die Brennweite ungeandert 
bleibt. Die Bewegung an der Sohle ist eine geradlinige Schwingung. 


1) Lord RayLEicH, On Waves. Phil. Mag. (5) Bd. 1, 5. 257. 
2) G. B, Airy, Tides and Waves, 1845. 
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Etwas einfacher werden die Verhaltnisse fiir Kanale von unendlicher Tiefe. 
Fir die analytische Behandlung mu8, wenn man von Kanalen endlicher Tiefe 
ausgehen und nicht eine selbstandige Untersuchung durchfiihren will, zundchst 
die x-Achse von der Kanalsohle in die Oberflache verlegt und dann der Grenz- 
ubergang fiir unendlich wachsende Tiefe ausgefiihrt werden. In (4) tritt dann 
an Stelle der beiden hyperbolischen Funktionen eine einfache Exponential- 
funktion.. Die Bahnkurven der Teilchen sind Kreise, deren Radien nach unten 
zu rasch abnehmen. 

In Wirklichkeit, d.h. fiir Wellen von endlicher Amplitude, sind die Bahnen 
der Fliissigkeitsteilchen zwar nahezu, aber nicht vollstandig geschlossen; 
dies rithrt davon her, daB in den Wellenbergen die Vorwartsbewegung gréBer 
ist als die Rtickwartsbewegung in den Wellentalern. Infolgedessen ist die Wellen- 
bewegung in ihren oberen Schichten mit einem Massentransport in der Fort- 
schreitungsrichtung der Wellen verbunden, der zwar gering, aber nicht Null 
ist. Es ist der gewichtigste Vorwurf, der sich gegen die bisher auseinandergesetzte 
Airysche Naherungstheorie erheben l48t, daB sie die Tatsache der Existenz 
eines Massentransportes nicht erkennen 14B8t. STOKES?) hat zuerst durch ein 
schrittweises Naherungsverfahren fiir Wellen von endlicher Amplitude die sach- 
lichen Abweichungen der Arryschen Theorie von der Wirklichkeit erkannt. Bei 
der StoKEsschen Welle sind Wellenberg und Wellental nicht symmetrisch zu- 
einander; die Taler sind flacher als die Berge. Wenn es sich darum handelt, 
die Bahnkurven der Teilchen genauer zu bestimmen, so sind natiirlich die La- 
GRANGEschen Gleichungen der Bewegung an Stelle der EuLERschen das gegebene 
Hilfsmittel; ihre Anwendung ist auch haufig versucht worden. 

In sehr seichten Kanalen, in denen bei gleicher Wellenlange die Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit 

c= gh (5) 


geringer ist als in tiefen, macht sich bei gréBerer Amplitude die Tatsache, daB 
die Bahnkurven nicht geschlossen sind, besonders stark bemerkbar und fithrt 
leicht zu einem Uberstiirzen der Wellenberge. Diese der Brandun g verwandte 
Erscheinung ist nicht zu verwechseln mit dem Brechen der Wellen auf der Ober- 
flache tiefen Wassers unter der Wirkung des Windes, von dessen EinfluB auf 
die Wellenbildung im vorigen vollstandig abgesehen wurde. 

HELMHOLTZ?) hat die Wellenbildung an der Grenze zweier Fliissigkeiten 
untersucht, die iibereinandergeschichtet sind und verschiedene horizontale 
Strémungsgeschwindigkeiten besitzen. Die Trennungslinie ist Stromlinie fiir 
beide Fliissigkeiten; diese Bedingung muB exakt erfiillt sein. Dazu kommt an 
Stelle der gewdhnlichen fiir die Oberflache einer Flissigkeit geltenden Druck- 
gleichung die Bedingung gleichen Druckes auf beiden Seiten der Trennungs- 
linie; sie braucht nur angenahert erfiillt zu werden, wenn man sich auf Wellen 
mit kleinen Amplituden beschrankt. Unter dieser Voraussetzung sind die Wellen 
an der Trennungslinie qualitativ nicht verschieden von den Oberflachenwellen 
einer Flissigkeit von unbegrenzter Tiefe: quantitativ ist die Schwerbeschleu- 
. re : zu ersetzen, wo 0, und 0, die Dichten der beiden Fliissig- 
keiten sind. Die Fortschreitungsgeschwindigkeit wird also nach Ziff. 40, Glei- 
chung (7) _ 





nigung g durch g 





[ig Q1 — Qe 
Co : 
) 20 01 + Os (6) 


1) C. Stoxzs, Cambridge Trans. Bd. 8. 1847, 
?) H. Hetmuortz, Zur Theorie von Wind und Wellen. Berl. Monatsber. 1889. 
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Die bekannten Hetmuortzschen Luftwogen, die an der Grenze zweier iiber- 
einander hingleitender Luftstréme von geringem Unterschied in der Dichte 
entstehen, besitzen sehr gro8e Wellenlange, da auch ihre Fortschreitungsgeschwin- 
digkeit aus Stabilitatsgriinden nicht unter einen bestimmten Mindestbetrag 
sinken kann. 

Auch die Oberflachenwellen des Wassers miissen, wenn der Einflu8 des 
Windes beriicksichtigt werden soll, als Wellen an der Grenze zwischen Wasser 
und Luft betrachtet werden. Aus Stabilitatsbetrachtungen folgt, daB Wellen 
uberhaupt nur dann entstehen kénnen, wenn die Windgeschwindigkeit einen 
gewissen Betrag iibersteigt, dessen theoretischer Wert aber héher ist, als den 
Beobachtungen entspricht. Offenbar ist bei der Entstehung von Wellen durch 
den Wind auch die Reibung von Bedeutung. 

Bisher wurde die Oberflachenspannung auBer acht gelassen; fiir Wellen 
von kurzer Wellenlange ist das nicht zulassig. Die Oberflachenspannung einer 
gekriimmten Fliissigkeitsoberflache ist die Ursache eines normal auf die Be- 
grenzung wirkenden Druckes, der zum Atmosphiarendruck hinzutritt und die 


GréBe) Dass a . ‘s i 


besitzt. Hier sind R, und R, die Hauptkriimmungsradien der Oberflache, 





> eS + | ihre mittlere Kriimmung; ein Hauptkriimmungsradius ist positiv 
x I 2 


zu rechnen, wenn der zugehérige Normalschnitt der Flache nach der Luftseite 
hin konvex ist. Die Kapillaritatskonstante y ist die auf die Langeneinheit 
reduzierte Tangentialspannung der Oberflache. Unter Beriicksichtigung der 
Oberflachenspannung ist die Fortschreitungsgeschwindigkeit einer Welle in 
einem unendlich tiefen Kanal | 


cH Ve tre. (8) 


Fiir Wellen von groBer Lange, ,Schwerewellen", iiberwiegt der erste Summand. 
in Ubereinstimmung mit Ziff. 40, Gleichung (7); fiir Wellen von kleiner Lange, 
»Kapillarwellen“, tiberwiegt der zweite Summand. Die Geschwindigkeit 
kurzer Kapillarwellen hangt von den Konstanten der Fliissigkeit, y und g, ab, 
wahrend die Geschwindigkeit langer Schwerewellen von der Natur der Flissig- 
keit unabhingig ist. Es gibt einen kritischen Wert, unter den die Fortschreitungs- 
geschwindigkeit einer Welle nicht sinken kann; er ist erreicht, wenn die beiden 


Summanden unter der Wurzel in (8) gleich groB sind, also fir 2 = 2nVy/og; 
die kritische Geschwindigkeit ist 


oy) = 12 ye. (0) 


Zu jeder Geschwindigkeit, die gréBer als cy ist, gehéren zwei Wellen von ver- 
schiedener Lange, eine Kapillar- und eine Schwerewelle. 

Die in einer Welle enthaltene Energie, berechnet fiir eine ganze Wellen- 
lange, ist stets zur Halfte kinetisch, zur Halfte potentiell. Der in verschiedenen 
Teilen der Welle in verschiedener Richtung stattfindende Umsatz zwischen 
beiden Energieformen ist fiir die ganze Wellenlange Null. Unter sonst gleichen 
Umstinden ist die Energie dem Quadrat der Amplitude proportional. Auch 
fir die in der nachsten Ziffer behandelten stehenden Wellen gilt das hier tiber 


die Energie Gesagte. 
1) Vgl. Kap. 6 und 20 ds. Bd. des Handb. 
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44. Superposition der Kanalwellen. Periodische Wellen von kleiner Ampli- 
tude, wie sie bisher behandelt worden sind, lassen sich superponieren. Da die 
Geschwindigkeit c eine Funktion der Wellenlange A ist, geht der permanente 
Charakter der Wellen bei der Superposition im allgemeinen verloren. Die all- 
gemeinste Wellenbewegung mit kleiner Amplitude 1aBt sich aus einfachen periodi- 
schen Wellen, deren Oberflache eine Sinuslinie ist, aufbauen und umgekehrt 
in solche zerlegen; analytisch wird die Zerlegung durch eine FouRIERsche Ent- 
wicklung geleistet. 

Zwei einfache Falle von Superposition zweier Wellenziige sind besonders 
wichtig: 

a) Wenn sich zwei Wellenziige von gleicher Amplitude und gleichem 
Betrag der Geschwindigkeit c begegnen, so bilden sich stehende Wellen. Die 
Entfernung zweier Knoten oder zweier Schwingungsbauche ist gleich der 
halben Wellenlange der fortschreitenden Welle. Durch Addition der komplexen 
Potentiale [Ziff. 43, Gleichung (3)] fiir die beiden sich begegnenden Wellen- 
zige erhalt man das komplexe Potential der stehenden Wellen 





TED, We NG 20 
pa aso ; 
w* == —0-—— sili CL COS =a (1) 
hieraus die komplexe Geschwindigkeit 
ae OE: oe NU: 
w= 2cusin——ctsin——z. 


Die Bewegung der Teilchen in den Vertikalebenen durch die Schwingungsbauche 
ist vertikal. Man kann eine stehende Welle durch eine derartige Vertikalebene 
begrenzen und erhalt dann eine Bewegungsform, wie sie etwa durch Reflexion 
von Wasserwellen an einer Mauer entsteht. Ebenso kann man ein Stiick einer 
stehenden Welle durch zwei Vertikalebenen abgrenzen; man erhalt dann eine 
stehende Schwingung in einem Becken. Wahrend bei Reflexion an einer Mauer 
jede fortschreitende Welle von beliebiger Wellenlange eine stehende Welle ver- 
ursacht, sind in einem von zwei Vertikalebenen abgegrenzten Becken nur be- 
stimmte Schwingungen méglich, welche durch Interferenz zweier fortschreitender 
Wellenziige entstanden gedacht werden kénnen, deren halbe Wellenlange gleich 
der Lange des Beckens oder einem ganzzahligen Teil derselben ist. — Unter- 
suchungen tiber stehende Schwingungen in Becken von anderer Gestalt erfordern 
besondere Methoden!). 

b) Wenn zwei Wellenziige von nahezu gleicher Wellenlange und nahezu 
gleicher Geschwindigkeit in derselben Richtung fortschreiten, entsteht eine Inter- 
ferenzerscheinung, welche der in der Akustik bekannten Erscheinung der 
Schwebungen nahe verwandt ist. Es bilden sich einzelne Gruppen von 
Wellen, deren Amplitude nach der Mitte der Gruppe zu von beiden Seiten 
her anwachst; zwei Gruppen sind durch einen Zwischenraum von der un- 
gefahren Lange einer Gruppe getrennt, in dem sich die Fliissigkeit fast voll- 
standig in Ruhe befindet. Eine solche Wellengruppe ist kein permanentes Gebilde; 
und die Geschwindigkeit, mit der sie fortschreitet, ist eine andere als die Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit der Wellen, aus denen sie durch Interferenz entsteht. 


Die ,,Gruppengeschwindigkeit“ C, mit der die Gruppe als Ganzes fort- 
schreitet, 


dc 
C = re | (2) 


1) Vel. H. Lamp, Hydrodynamik §§ 254259. 
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hangt nicht nur von der Geschwindigkeit c und der Wellenlinge 4 ab, sondern 
wegen des Vorkommens von dc/d4 auch von der Funktion Ziff. 43, Gleichung (8), 
welche ¢ und 4 verkniipft. Infolgedessen ist das Verhalten der Gruppen von 
Schwerewellen ein anderes als das der Gruppen von Kapillarwellen. 


Fur Schwerewellen mit der Geschwindigkeit c= /Ag/2a in unendlich tiefen 
Kandlen ergibt sich C =c/2. Die Gruppengeschwindigkeit ist halb so groB 
als die der einzelnen Welle. Eine einzelne Welle entsteht an der Riickseite der 
Gruppe und wandert, an Héhe zuerst zu- und dann wieder abnehmend, durch 
die Gruppe vorwirts, bis sie an ihrer Vorderseite verschwindet. 


Fir Kapillarwellen mit der Geschwindigkeit c = / ae att GC == 90/2; 


die Einzelwelle der Gruppe entsteht an der Front der Gruppe, bleibt im Lauf 
der Bewegung der Gruppe gegeniiber zuriick und verschwindet an ihrer Riickseite. 

Der Gruppengeschwindigkeit, die iibrigens fiir Wellenbewegungen aller Art 
definiert werden kann, kommt eine dynamische Wichtigkeit zu: sie ist ein MaB 
fir die Energiestr6mung, die mit einer Wellenbewegung verbunden ist. 

Von weiteren Wellenformen, die in Kanalen auftreten, sei die von RussELL}), 
BoussINEsQ?) u.a. untersuchte Einzelwelle genannt, die durch plétzliche lokale 
Erhéhung des Niveaus entsteht und permanenten Charakter besitzt; ferner 
die viel friiher von Poisson und CAucuy$) untersuchte Bewegung, die beim Aus- 
gleich einer voriibergehenden lokalen Stérung eintritt, die etwa durch Eintauchen 
oder besser Herausheben eines Klotzes aus der Flissigkeit verursacht werden 
kann. Hierbei entstehen wellenartige, nach auBen hin abnehmende Erhebungen 
und Senkungen der ganzen Oberflache, die sich mit konstanter Beschleuni- 
gung ausbreiten. Von grdéBerer Wichtigkeit als diese Kanalwellen sind die 
dreidimensionalen Wellen, die an der Oberflache einer ausgebreiteten Fliissig- 
keit durch eine voriibergehende lokale Stérung entstehen. 

45. Gerstnersche Wellen. Seit mehr als hundert Jahren ist eine von 
GERSTNER*) in Prag entdeckte, dann von RANKINE®) wiedergefundene periodische 
Wellenbewegung von endlicher Amplitude in unendlich tiefen Kanadlen bekannt, 
welche permanent ist und der Druckbedingung an der Oberflache exakt geniigt, 
welche jedoch nicht wirbelfrei ist. Die GeRsTNERsche Wellenbewegung ist 
durch 4 : 
*=a+ = & sin k(a + Gt). 

(1) 
y=b— = & cosh(a + ct) 


gegeben. Hier bedeuten a und b zwei GréBen, welche geeignet sind, die Lage 
eines Teilchens zur Zeit ¢ = 0 zu bestimmen; allerdings nicht die Anfangskoordi- 
naten selbst: c ist die Fortschreitungsgeschwindigkeit, k charakterisiert die 
Wellenlange 4. Die Winkelgeschwindigkeit eines Elements ist 
kR C e2 kb 
Se aae Baer Lo 

Die GERSTNERsche Wellenbewegung kann also nicht durch konservative Krafte 
aus der Ruhe heraus erzeugt werden; auch nicht durch das Eindringen der Wellen- 
bewegung von irgendeinem Entstehungsort in ruhende Fliissigkeit. Um das 
Entstehen der GERSTNERschen Wellen zu erklaren, miBte man mit STOKES 


1) J. S. Russert, Report on Waves, Brit. Ass. Rep. Bd. 7. 1837. 

2) J. Boussinesg, C. R. Bd. 72, S. 755. 1871. Vgl. auch Kap. 3, Ziff. 8 ds. Bd. des Handb. 
3) Vgl. H. Lams, Hydrodynamik §§ 236—244. 

) F. J. Gerstner, Theorie der Wellen, Prag, 1804; GILBERTS Ann. d. Phys. Bd. 32. 1809. 
) W. Rankine, Phil. Trans. London Bd. 1, S. 227ff. 1383. 


a 
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das vorherige Bestehen einer geeigneten Laminarstrémung voraussetzen, welche 
etwa durch den Einflu8 des Windes entstanden sein kénnte. 

Die Bahnen der einzelnen Teilchen sind Kreise, deren Radien nach der 
Tiefe zu abnehmen. Die Linien gleichen Druckes sind Trochoiden, Rollkurven 
von Kreisen. Da sie bei Uberlagerung mit einer Translation, welche die Wellen- 
bewegung stationér macht, mit den Stromlinien zusammenfallen, kann jede 
von ihnen als freie Oberflache angenommen werden. Die oberste Kurve, welche 
als Grenze dienen kann, ist eine gewéhnliche Zykloide; dariiber hinaus wiirden 
Kurven mit Schleifen folgen, die physikalisch unméglich sind, vielmehr zu einem 
Brechen der Wellen fithren miiBten. Betrachtet man GERSTNERsche Wellen 
in Wasser, itber dem atmosphiarische Luft liegt, so hat man es genau genommen 
mit einer Wellenbewegung an der Grenze zweier Medien zu tun. Die Luft miBte 
ebenfalls eine GERSTNERSche Wellenbewegung ausfiihren, welche nach oben 
hin an Intensitat zunehmen miiBte und in bestimmter Héhe mit einem Brechen 
der Wellen verbunden ware. Neben der mangelnden Wirbelfreiheit ist das ein 
gewichtiges Argument gegen ihre physikalische Mdglichkeit. 

Die GERSTNERschen Wellen sind mit keinem Massentransport verbunden, 
wahrend ein solcher bei permanenten wirbelfreien Wellen von endlicher Amplitude 
in den oberen Schichten notwendig eintritt. Die Fortschreitungsgeschwindigkeit ist 


c= |/e2 


20 ” 





wie bei wirbelfreien Wellen in unendlich tiefen Kanilen. 

46. Schiffswellen. Bisher wurde die Untersuchung von Wellenbewegungen 
der groBeren Einfachheit halber stets auf ebene Bewegungen beschrankt; die 
ebene Bewegung kann als Bild der Bewegung in einen Kanal aufgefaBt werden; 
an Stelle der Oberflache tritt eine Grenzlinie. 

Von Wellen an zweidimensional ausgedehnten Oberflachen sind, auBer den 
Ziff. 44 genannten zwei Arten, von besonderer Wichtigkeit ts 

_ a) Wellen, die von einer periodi- 
schen Stérung ausgehen; sie sindring- 
formig; ihre Amplitude nimmt mit 
der Quadratwurzel aus der Entfer- 
nung vom Ausgangspunkt ab. Dies 
hangt mit der Strémung der Energie 
undihrer Ausbreitung auf Ringgebiete 
von wachsendem Radius zusammen. 

b) Wellen, die von einer O6rt- 
lichen Druckstérung (Druckpunkt) 
ausgehen, die mit konstanter Ge- 
schwindigkeit fortschreitet ; sie konnen 
is als Interferenzerscheinung von 

Abb. 20. Querwellen und Seitenwellen?). Ringwellen betrachtet werden, 

deren Ausgangspunkt fortschreitet. 
Die Punkte gleicher Phase ordnen sich zu zwei verschiedenen Systemen von Kurven 
an: eine Schar von Querwellen folgt der Druckstérung und wird von einer 
beiderseitigen Schar von Seitenwellen begleitet, mit der sie interferiert (Abb. 20). 
Solche Wellen werden hinter einem Hindernis in flieBendem, hinter einem be- 
wegten Schiff auch in ruhendem Wasser beobachtet. Die (relative) Geschwindig- 
keit des Druckpunktes muB gréBer sein als die kritische Fortschreitungsgeschwin- 





1) Vel. H. Lams, Hydrodynamik §§ 251-253. 
*) Die Abbildung nach E. Hower, s. FuBnote 2 auf S. 75. 
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digkeit c, eines Wellensystems, die fiir den Fall unbegrenzter Tiefe in Ziff. 43 
Gleich i i indigkei 2 

ung (9) angegeben ist. Bei groBer Geschwindigkeit des Druckpunktes 
entstehen in der Hauptsache Schwerewellen; bei der Bewegung eines Schiffes 
geht vom Bug und vom Heck je ein Wellensystem aus, die beide miteinander 
interferieren. Die zur Erzeugung des Wellensystems notwendige Energie findet 
ihr Aquivalent in der bei Uberwindung eines Widerstandes vom Schiff geleisteten 
Arbeit. Kapillarwellen treten auf, wenn die Geschwindigkeit des Druckpunktes 
die kritische Fortschreitungsgeschwindigkeit cy nur wenig iiberschreitet; man 
beobachtet sie hinter einem Pfahl oder einer Angelschnur?) in langsam flieBen- 
dem Wasser. 

Die Erscheinungsformen der Schiffswellen2) sind im einzelnen auch von 
der Wassertiefe stark abhangig. Bei unbegrenzter Wassertiefe liegen sowohl die 
Querwellen als auch die Seitenwellen im Innern eines Winkelraumes, dessen Grenz- 
ebenen mit der Symmetrieebene Winkel von 19° 28’ bilden. Im seichten Wasser 
ist der Winkel einer Grenzebene mit der Symmetrieebene von der Schiffsgeschwin- 
digkeit abhangig; er nimmt fiir wachsende Schiffsgeschwindigkeit zundchst zu, 
erreicht fiir eine kritische Schiffsgeschwindigkeit 90°, um dann wieder zu sinken; 
dabei wird der Aufbau des ganzen Wellensystems verandert, indem fiir gréBere 
als die kritische Schiffsgeschwindigkeit die Querwellen verschwinden. 

Die Wassertiefe hat auch EinfluB auf den Schiffswellenwiderstand. 
Bemerkenswert ist das starke Anwachsen des Widerstandes, wenn sich die 
Schiffsgeschwindigkeit der fiir die betreffende Wassertiefe kritischen ndhert, 
und eine plétzliche Abnahme, wenn diese Geschwindigkeit iiberschritten ist. 
Ahnliche Gesetze wie fiir den Schiffswiderstand in seichtem Wasser gelten auch, 
wenn eine flache Schicht SiiBwasser itber dichterem Meerwasser lagert. Hier 
verursacht die Bildung eines Wellensystems an der Trennungsflache der beiden 
Wasserschichten eine VergréBerung des Widerstandes, der unter Umstanden 
so stark ansteigen kann, daB man, unter Verwendung eines sonst in anderem 
Sinn gebrauchten Ausdrucks, gelegentlich von ,,totem Wasser‘‘?) gesprochen hat. 

47. Gezeitenwellen*). Zu den Wellenerscheinungen gehéren jene periodischen 
Schwankungen des Meeresspiegels, die als Gezeiten (,,Tiden") oder Ebbe 
und Flut bekannt sind, und die ihre Hauptursachen in den Gravitationswirkungen 
des Mondes und der Sonne haben. Wegen der auBerordentlichen Kompliziertheit 
der Erscheinung der Gezeiten ist es noch nicht gelungen, sie in der Theorie voll- 
standig zu erfassen, wahrend anderseits praktische Methoden weit genug aus- 
gebaut sind, um alle fiir einen Hafenort wichtigen Fragen im einzelnen be- 
antworten zu lassen. 

Denkt man sich Erde und Mond gegeneinander fest, die Erde nicht 
rotierend, auBerdem die Erde vollstandig und gleichmaBig mit Meer bedeckt, 
so ist ihre Gestalt eine Gleichgewichtsfigur (Ziff. 11) in dem Gravitationsfeld 
des Mondes und der Erde selbst. Von dem Einflu8 der Sonne soll zunachst 
abgesehen werden. Dann ist die Gleichgewichtsfigur ein verlangertes Rotations- 
ellipsoid, das auBerordentlich wenig von der Kugel abweicht. Die Pole des 
Ellipsoids, die die héchsten Erhebungen der Meeresoberflache tiber die mittlere 
Kugel geben, liegen auf einem Durchmesser der Erde, der nicht der Ebene des 
Aquators, sondern der Ebene der Mondbahn angehért. In den Endpunkten 


1) Lord RayieicH, Proc. London. Math. Soc. Bd. 15, S. 69ff. 1883; vgl. H. Lams, 
Hydrodynamik § 268 (,,Angelschnur-Problem‘‘). ; : 
2) E. Hocner, Proceedings of the international congress for applied mechanics. S. 146ff. 


Delft 1924. ; 
8) Eine Beschreibung der Erscheinung bei F. Nansen, In Nacht und Eis Ese 147. 
4) A. Mi.tierR, Theorie der Gezeitenkrafte. Braunschweig 1916; A. Prey, C. MAInKa, 


E. Tams, Einfiithrung in die Geophysik. Berlin 1922. 
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eines Durchmessers eines Breitenkreises ist also die Erhebung des Meeres uber 
die Kugel verschieden stark; der Unterschied ist um so grdfBer, je gréBer die 
Deklination des Mondes ist, und nur, wenn der Mond im Knoten steht, Null. 

Von gleicher Art, aber weniger stark wie der EinfluB der Gravitation des 
Mondes auf die Gestalt der Meeresflache, ist der Einflu8 der Gravitation der 
Sonne. Die beiden Abweichungen von der Kugelgestalt iiberlagern sich, die 
resultierende Abweichung ist am starksten, wenn Mond und Sonne in Konjunktion 
oder Opposition stehen, also bei Neumond und Vollmond; am geringsten, wenn 
Mond und Sonne in Quadratur stehen, also zur Zeit des ersten und letzten Viertels. 

Als statische Theorie der Gezeiten bezeichnet man die Theorie, welche 
die Massentragheit des Meerwassers vernachlassigt, also auf der Annahme auf- 
gebaut ist, daB die Meeresoberflache bei der Bewegung von Erde, Sonne und 
Mond in jedem Augenblick eine Niveauflache im Gravitationsfeld dieser drei 
Himmelskérper ist. Die Gezeiten setzen sich dann aus einer Reihe von Kom- 
ponenten, den ,,Partialtiden“, zusammen, deren Perioden durch die Um- 
drehungszeit der Erde, die Umlaufszeit von Mond und Erde, und in letzter 
Linie durch die periodischen Ungleichférmigkeiten der Bewegung dieser Himmels- 
kérper bestimmt sind. Die wichtigsten Partialtiden sind die halbtagigen 
Mond- und Sonnentiden (,,Tag‘‘ als Zeitdifferenz zweier aufeinanderfolgender 
Kulminationen und fiir Sonne und Mond verschieden); sie sind bedingt durch 
die Tatsache, daB die elliptische Gleichgewichtsfigur zwei maximale Erhebungen 
an den Endpunkten eines Durchmessers der Kugel hat; hierzu kommen ganz- 
tagige Mond- und Sonnentiden wegen der ungleichen GréBe der Erhebung an 
den Enden eines Durchmessers eines Breitenkreises; ferner halbmonatige und 
ganzmonatige Mondtiden, eine halbjahrige Sonnentide usw. Die Flut beim 
Zusammentreffen der halbtagigen Mond- und Sonnentiden an Neumond und 
Vollmond wird als Springflut bezeichnet, die Flut zur Zeit der gréBten Phasen- 
verschiebung im ersten und dritten Viertel als Nippflut. 

Der statischen Theorie, deren Ergebnisse quantitativ unzulanglich mit den 
Beobachtungen tibereinstimmen, ist die von Laplace begriindete dynamische 
Theorie tiberlegen. Die EutErschen Gleichungen Ziff. 8, Gleichung (3) werden 
hierbei fiir die Kugel angesetzt und die Radialkomponente der Bewegung ver- 
nachlassigt; fluterzeugende Krafte sind die aus dem Gravitationspotential der 
drei Himmelskorper folgenden Anziehungskrafte auf die Masseneinheit. Indessen 
kommt, wenn man ein mit der rotierenden Erde fest verbundenes Koordinaten- 
system zugrunde legt, von dem Gravitationspotential von Mond und Sonne 
nur die Differenz seines Wertes in einem Aufpunkt gegeniiber seinem Wert 
im Erdmittelpunkt zur Wirkung; Zentrifugal- und Corioliskrafte treten hinzu. 
Die Integration der Bewegungsgleichungen kann vollstandig und allgemein nur 
durch Reihen geleistet werden. Die dynamische Theorie ergibt die durch die 
Massentragheit bewirkte Verzégerung des Eintritts der Gezeiten; die Meeresober- 
flache ist nicht mehr momentane Niveauflache des Gravitationsfeldes wie in der 
statischen Theorie. Au8erdem 14Bt sie die Méglichkeit des Auftretens freier Schwin- 
gungen des Meeres erkennen, deren Periode nur von den Dimensionen des Meeres 
abhangt. Wenn die Periode einer freien Schwingung mit der Periode einer der Par- 
tialtiden zusammenfallt, kann deren Amplitude auBerordentlich verstarkt werden. 

Da8 die urspriingliche dynamische Theorie eine gleichmaBige Bedeckung 
der ganzen Erde mit Wasser voraussetzt, macht ihre Ergebnisse anwendbar 
auf die Gezeiten, die auf Himmelskérpern in jugendlichem , teuerfliissigen“ 
Zustande auftreten mogen, muB aber fiir die Erde als ein erheblicher Mangel 
der Theorie empfunden werden. Diesen Mangel suchte AIRY zu beseitigen durch 
Begriindung der Kanaltheorie. Hiernach werden Fluterscheinungen unter- 
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sucht, die in Kandlen von gleichmaBiger Breite und Tiefe, etwa in Meeresarmen 
oder Flu8miindungen auftreten. Bei Vernachlassigung der fluterzeugenden 
Krafte gibt die Theorie der Schwerewellen in Kanalen (Ziff. 40 und 43) ohne 
weiteres brauchbare Ergebnisse, vor allem die Fortschreitungsgeschwindigkeit 
als Funktion der Tiefe [Ziff. 40, Gleichung (6’)]. Zieht man die Gravitations- 
wirkung von Mond und Sonne in Betracht, so ist die Richtung des Kanals auf 
der Erdoberflache von Wichtigkeit; die Theorie untersucht Kanale in Richtung 
des Aquators oder eines Breitenkreises und Kanidle in Richtung eines Meridians. 
Von den Ergebnissen ist besonders interessant der inverse Verlauf von Ebbe 
und Flut unter bestimmten Voraussetzungen. Da die Geschwindigkeit der Flut- 
welle in einem Kanal von der Tiefe abhangt, mu8 sich der Eintritt des Flut- 
héchststandes gegeniiber dem Moment der Kulmination des Mondes verschieben. 
Die Zeitdifferenz zwischen der Kulmination des Mondes und dem folgenden 
Fluthéchststand hei8t Mondflutintervall. Das Mondflutintervall zur Zeit 
des Neumondes wird Hafenzeit genannt. Eine Verengung des Kanals hat 
in erster Linie eine Vergr68erung der Amplitude der Flutwelle zur Folge; auch 
dieser Vorgang ist der Theorie zuganglich. 

Mit der Kanaltheorie in Zusammenhang steht die Untersuchung der Schwin- 
gungen des Wassers in abgeschlossenen Becken, die an vielen Binnenseen und 
kleinen Meeren beobachtet werden und unter der Bezeichnung Seiches be- 
kannt sind. Bei kleineren Becken sind durch Gravitationswirkungen erregte 
Gezeiten in der Regel nicht merkbar, sondern nur freie Schwingungen. Die mathe- 
matische Behandlung bietet, wenn die Beckenform nicht besonders einfach ist, 
groBe Schwierigkeiten; die Ziff. 44 erwahnten Schwingungen in rechtwinkligen 
Becken sind in manchen Fallen naherungsweise brauchbar. Bei manchen Becken 
treten méhrere freie Schwingungen mit verschiedenen Achsen auf, durch deren 
Zusammensetzung komplizierte Schwingungsformen entstehen. 


d) Wirbel. 


48. Wirbelpunkte in der unbegrenzten Ebene. KircuHoFF?) hat die Be- 
wegung von freien Wirbelpunkten in der unbegrenzten Ebene untersucht. 
Bezeichnet man mit a,, b, die Koordinaten, mit my die Starke eines der Wirbel- 
punkte (9 =1,2...), so ist das komplexe Potential w, das Geschwindigkeits- 
potential m und die Stromfunktion y der von den Wirbeln erzeugten Bewegung 
nach Ziff. 34, Gleichung (7), (7’) 
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die Geschwindigkeit (w, v) in einem Punkt P(x, y), der nicht gerade mit einem 
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1) KIRCHHOFF, Mechanik, S. 255. 
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Die Geschwindigkeit eines Wirbelpunktes a,, 0, ergibt sich, wenn man bemerkt, 
daB seine Bewegung durch das von allen anderen Wirbelpunkten hervorgebrachte 
Geschwindigkeitspotential geleitet, durch das von ihm selbst hervorgebrachte 
Geschwindigkeitspotential aber nicht beeinfluBt wird. In den Summen fir wu 
und v ist also der dem Wert @ =o entsprechende Summand fortzulassen, was 
durch einen Strich am Summenzeichen (&’) angedeutet werden soll, wahrend 
gleichzeitig x, y durch a,, 6, zu ersetzen sind. Damit ergeben sich die Differential- 
gleichungen der Bewegung der Wirbelpunkte 








ge 4 5 bs — be 

aT ae —2 Me (a = ao) + (bs — be)? ; (3) 
db sabres metal 

Gem 2 Meacaat boob 


Man kann eine Reihe von Integralen der Bewegungsgleichungen angeben. So 
besitzt die ,, Bahnfunktion“ 


Q= —$ > Me Mo lg [(ae — 4)* + (8, — bo)?] 
0,o 


einen von der Zeit unabhangigen Wert. “re 
Ferner hat der ,,Schwerpunkt‘‘ des Wirbelsystems, definiert durch 


%q > Me = > Me A 5 
@ 
Yo Dy Mo = D He bg 
@ 
eine feste Lage. Endlich ist das ,,Tragheitsmoment‘ des Wirbelsystems konstant: 


> Ho (a + 63) = konst. 


Diese vier Integrale gestatten im Fall von nur drei Wirbelpunkten die Integration 
der Bewegungsgleichungen auf Quadraturen zuriickzufiihren und die Bewegung 
vollstandig zu beschreiben}), 

Im Fall von nur zwei Wirbeln wird die Bewegung besonders einfach: die 
beiden Wirbel bewegen sich auf konzentrischen Kreisen mit’ gleicher Winkel- 
geschwindigkeit um den gemeinsamen Schwerpunkt. Besitzen die beiden Wirbel 
entgegengesetzt gleiche Wirbelstarke, so liegt der Schwerpunkt im Unendlichen; 
ein solches Wirbelpaar schreitet auf einem Paar paralleler Geraden mit kon- 
stanter Geschwindigkeit fort. 

49. Wirbelpunkte in einem begrenzten Gebiet. Befinden sich einzelne 
Wirbelpunkte in einem begrenzten Gebiet, so ist die von ihnen hervorgebrachte 
Strémung an der Grenze im allgemeinen nicht tangential gerichtet. Man hat 
also die Bewegung noch mit einer von der Gestalt der Begrenzung und der Lage 
der Wirbelpunkte abhangigen Bewegung zu iiberlagern, die im Innern des Ge- 
bietes ein Geschwindigkeitspotential besitzt und deren Bestimmung von der 
Lésung einer zweiten Randwertaufgabe abhangt. Die Differentialgleichungen 
der Bewegung der Wirbelpunkte sind dann leicht aufzustellen, doch bleiben 
im allgemeinen die KrtrcHHorrschen Integrale nicht bestehen. 

In manchen Fallen vereinfacht sich die Aufgabe?) durch Anwendung des 
Spiegelungsprinzips bzw. der Methode der Bilder. So beschreibt ein einzelner 
Wirbel in einem Quadranten der Ebene eine Hyperbel vierter Ordnung; in einem 


(4) 


1) W. Gr6BLI, Dissert. Gottingen 1877. 


2) S. Math. Encykl. Bd. IV, Art. 16, S.94, FuBnote 25. AuBerdem eine Reihe neuerer 
Arbeiten. 
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geradlinigen Kanal eine Par- 
allele zu den R&andern; in 
einem Kreis eine Kreisbahn. 
Die Bewegung eines Wirbels 
in einem Rechteck ist durch 
elliptische Funktionen zu 
bestimmen. Die Bewegung 
eines Wirbels in einer gerad- 
linig aufgeschnittenen Ebene 
kann auf die Bewegung eines 
Wirbelpaars zuriickgefiihrt 
werden, von dem der zweite 
Wirbel im zweiten Blatt 
einer zweiblatterigen RIeE- 
MANNschen Filache liegt"). In 
diesem Fall ist die Bahn eines 
Wirbels um ein geradliniges 
Hindernis von _— endlicher 
Lange eine Ellipse, um ein 
ins Unendliche reichendes 
Hindernis eine Parabel, durch 
eine Liicke in einer beider- 
seits ins Unendliche reichen- 
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Abb. 21a—c. Bewegung eines Wirbels langs einer einerseits ins Unendliche reichenden Wand. 


1) M. Lacatiy, Minchener Ber. 1914, S. 377. 
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den Wand eine Hyperbel. Uberlagert man die Bewegung durch eine in dem 
ersten Blatt vollkommen oder auch nur im Endlichen singularitatenfreie 
Potentialstrémung, so entstehen keine neuen Schwierigkeiten grundsatzlicher 
Art: zahlreiche interessante Bewegungen sind auf diese Weise der Behand- 
lung zugiinglich. Die Abb. 21 zeigen beispielsweise das Strémungsfeld und die 
Bahn eines Wirbels in einer Ebene, die langs einer ins Unendliche reichenden 
Halbgeraden aufgeschnitten ist. In Abb. 21a ist vorausgesetzt, daB auBer 
der durch den Wirbel selbst hervorgebrachten Strémung keine weitere Bewe- 
gung in der aufgeschnittenen Ebene vorhanden ist. In Abb. 21b und c ist 
diese Stromung durch eine Potentialstrémung therlagert, deren Stromlinien 
ein System konfokaler Parabeln mit der Halbgeraden als Achse bilden, wahrend 
die Potentialkurven die dazu orthogonalen Parabeln sind. Und zwar ist in 
Abb. 21b die Richtung der Parabelstrémung der Eigenbewegung des Wirbels 
gicichgerichtet, in Abb. 21c entgegengesetzt gerichtet. 

Wendet man auf das von einzelnen Wirbelpunkten hervorgerufene Stro- 
mungsield die Methode der konformen Abbildung an, wobei die Wirbelpunkte 
als singulaze Stellen ausgeschlossen sind, so erhalt man-eine Strémung, die von 
Wirbelpunkten hervorgerufen ist, die in den Bildpunkten der singularen Stellen 
liegen. Die Wirbeipunkte bilden sich also bei der konformen Abbildung mit 
ab; der Grund dieses Verhaltens ist die Invarianz der Zirkulation bei konformer 
Abbildung. Die durch kontorme Abbildung der Wirbelbahnen entstehenden 
Kurven sind aber nicht die Wirbelbahnen in dem Bildgebiet. 

Indessen hat RoutH?) ein Verfahren angegeben, mit dem man aus der 
bekannten Bahn eines einzelnen Wirbels die Bahn des Bildwirbels ableiten 
kann. Ein einzelner Wirbel (a, b) in einer sonst wirbelfreien Stromung bewegt 
sich gerade so wie ein gewohnliches Teilchen in einer stationaren, nicht wirbel- 
freien Strémung, deren Stromfunktion (a, 6) durch die Gleichungen 


ati -Ooe dian oe 
mit der Bahngeschwindigkeit des Wirbels zusammenhangt und stets existiert. 
Um in einem Gebiet T der komplexen Ebene z = ¥ + ty die Bewegung eines 
Wirbels (a, 6) zu finden, bildet man das Gebiet T konform auf ein Gebiet TZ 
der Ebene 6 = + in ab, in dem die Bewegung eines Wirbels (x, 6) bekannt 
ist und mithin auch die Routusche Stromfunktion y(%, 8) bestimmt werden 
kann. Wird die Abbildung durch die Funktion 


C= f(?) 
geleistet, so ist die Rourusche Stromfunktion y(a, 5) n T 
df(a+7b) 
d(a+ib) |’ (2) 
wo auf der rechten Seite noch «, B in y9(«, 6) mittels der Gleichung 
ao+ttpP=f(a+7b) 


durch a, 6 zu ersetzen sind. Die Routusche Stromfunktion x(a, 6) gibt unmittel- 
bar die Wirbelbahn, wahrend zur Bestimmung des zeitlichen Ablaufs der Be- 
wegung nach (1) noch eine Elimination und eine Quadratur erforderlich ist. 

Beim Vorhandensein mehrerer Wirbel in T existiert fiir jeden eine RouTHsche 
Stromfunktion, die von der Lage der iibrigen abhangig ist. Die Transformation 





x(a, b) e Xo(%, B) =a Sig 





1) E. J. Rouru, Proc. London Math. Soc. Bd. 12. 1880—1881; M. Lacatty, Math. ZS. 
Bd. 10, S. 231. 1921; B. Catponazzo, Rend. R. Accad. Lincei Bd. :28. 1919. 
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liefert nur die Differentialgleichungen der Bewegung, auch wenn in dem Gebiet T, 
die Bahnkurven bekannt sind. In einfachen Fallen gelingt die Integration; 
so kann man z. B. die Bewegung zweier Wirbel in einem von einem Kreis be- 
grenzten Gebiet T auf die Bewegung zweier Wirbel in einer Halbebene T, zuriick- 
fiihren und vollstandig erledigen. 


50. Karmansche Wirbel. Ein besonders wichtiger Fall der Bewegung ein- 
zelner Wirbelpunkte ist die Bewegung der KArmANschen Wirbel!); jener in zwei 
Reihen angeordneten Wirbel, welche sich hinter einem Hindernis in einer trans- 
latorischen Str6mung in der Richtung der Strémung fortbewegen oder einem 
durch eine ruhende Fliissigkeit geschleppten Kérper folgen, Auf der Erscheinung 
der KArMANschen Wirbel laBt sich fir ebene Strémungen eine Theorie des 
Widerstandes, welchen ein Kérper in einer idealen Flissigkeit erfahrt, auf- 
bauen, die gegenitber der KrrcHHOFF-RAYLEIGHschen Theorie (Ziff. 37) einen er- 
heblichen Fortschritt bedeutet. 


Die genannte Theorie stiitzt sich auf die Annahme, daB sich hinter dem 
Hindernis ein Gebiet von totem Wasser ausbildet, das bis ins Unendliche reicht 
und von zwei Diskontinuitatsflachen bzw. -linien begrenzt ist. In Wirklichkeit 
sind diese Diskontinuitatsflachen, die physikalisch und mathematisch als Wirbel- 
schichten aufzufassen sind, auBerordentlich unstabile Gebilde; schon wahrend 
ihrer Entstehung beginnen sie sich kurz hinter dem Hindernis in einzelne Wirbel 
aufzulésen, die in jeder Schicht in ungefahr gleichen Abstanden aufeinander- 
folgen und deren jeder ein Wirbelmoment besitzt, das gleich der Zirkulation 
um dasjenige Stiick der Diskontinuitatsflache ist, aus dem es durch Aufrollen 
entstanden ist. 


KArMAN betrachtet zwei Reihen von. Wirbeln, die auf zwei beiderseits 
ins Unendliche reichenden parallelen Geraden in gleichen Abstanden angeordnet 
sind und gleiches bzw. entgegengesetzt gleiches Wirbelmoment +’ besitzen. 
Wenn man verlangt, daB das ganze Gebilde mit konstanter Geschwindigkeit u 
in Richtung der 
parallelenGeraden 


foltschreitet. dah = (+) a See ae +): Sa dia anlar GP 


primer muemiCie coef. veeas 2, ee 1 aoe eee 
Geschwindigkeits- cc ) 


komponente eines Stabile Anordnung 
jeden Wirbelpunk- 
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schiedene Anord- 
nungen der Wir- Abb. 22. WirbelstraBen hinter einem Ko6rper. 
belpunkte auf den 
beiden Geraden in Betracht (Abb. 22): Entweder die Wirbel beider Reihen 
stehen einander gegeniiber, oder sie sind um die halbe Lange. des Ab- 
standes zweier Wirbelpunkte einer Geraden gegeneinander verschoben. Eine 
auf der Methode der kleinen Schwingungen beruhende Stabilitatsuntersuchung 
zeigt, daB die erste Anordnung stets labil ist; dagegen ist die zweite Anordnung, 


Labile Anordnung 


1) Tu. v. KARMAN, Uber den Mechanismus des Widerstandes, den ein bewegter K6rper 
in einer Flissigkeit erfahrt. Géttinger Nachr. 1911 u. 1912. Ausfihrlicher: Ta. v. KARMAN 
u. H. Ruspacu, Phys. ZS. Bd. 13. 1912. 
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wenn zwischen dem Abstand h der beiden Reihen und der Entfernung / je zweier 
Wirbelpunkte der gleichen Reihe die Beziehung 


Coit = 2, +=0,283... (1) 


besteht, stabil. Der Gang der Untersuchung, die zu diesen Ergebnissen fuhrt, 
kann hier nur skizziert werden. Nach Ziff. 48, Gleichung (1) und (2) wird das 
komplexe Potential der in zwei Reihen angeordnete Wirbel und die von ihnen 
in einem regularen Punkt hervorgebrachte Geschwindigkeit angesetzt, dann nach 
Ziff. 48, Gleichung (3) die Geschwindigkeit der Wirbelpunkte selbst erhalten. 
Es werden dann fiir die Stabilitatsuntersuchung die Koordinaten der Wirbel- 
punkte variiert. Und zwar werden zunachst alle Wirbel mit Ausnahme Zweler 
festgehalten; hieraus ergibt sich die Stabilitatsbedingung (1) fir Storungen 
sehr spezieller Art. Es wird dann gezeigt, daB die gleiche Stabilitatsbedingung 
auch gilt, wenn sdmtliche Wirbel aus der Gleichgewichtslage abweichen kénnen, 
und zwar fiir Stérungen sehr allgemeiner Art. 

Die Geschwindigkeit, mit der das Gebilde der beiden Wirbelreihen als 
Ganzes fortschreitet, ist 


1B ah 


und wird bei Einfithrung der Stabilitatsbedingung (1) 
Ih 


Cas (2) 


Wenn ein Kérper mit der Geschwindigkeit U durch die Fliissigkeit geschleppt 
wird, so nehmen, wie schon erwadhnt, die durch Aufrollen der Wirbelschichten 
hinter ihm entstehenden Wirbel in einiger Entfernung die stabile Anordnung 
an. Durch Anwendung des Impulssatzes kann man nun den Widerstand be- 
rechnen, den die Fliissigkeit der Bewegung des Korpers entgegensetzt (Ziff. 13). 

Die Geschwindigkeit, mit der sich der K6rper gegeniiber dem stabilen 
Gebilde der Wirbel bewegt, ist U — u; in der Zeit 

l 

fs U—u 

verschiebt er sich um die Strecke J, in dieser Zeit entsteht also gerade in jeder 
der Wirbelschichten ein neuer Wirbel. Grenzt man in geniigender Entfernung 
vom Kérper einen den Kérper einschlieBenden Teil der Flissigkeit ab, so setzt 
sich der Zuwachs, den der Impuls dieser Fliissigkeitsmenge in der Zeit T erfahrt, 
zusammen aus dem durch die Bildung der beiden Wirbel neu entstandenen 
Impuls im Innern, und aus dem Impulstransport durch die gewahlte Begrenzung; 
dieser Zuwachs des Impulses ist aber gleich dem Zeitintegral des Druckes, der 
von auSen auf die Begrenzung der Flissigkeit wirkt. Zu diesem Druck gehért 
auch die Kraft, die der bewegte Kérper zur Uberwindung des Fliissigkeitswider- 
eet auf die Fliissigkeit ausiibt, und die dem Widerstand entgegengesetzt 
gleich ist. 

Man erhalt so fiir den Widerstand W den Ausdruck 


oss r? 
W= el (U— 20) +e5; 
oder bei Einfithrung der Stabilitatsbedingung (1) 


W = 010,283... fBu(U — 20) +4}. (3) 
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Vergleicht man diesen fiir den Widerstand gefundenen Ausdruck mit dem 
experimentell bestatigten quadratischen Widerstandsgesetz 


W=PoLt?, (4) 
wo U die Geschwindigkeit, mit der der Korper geschleppt wird, L eine geeignete 
lineare Abmessung desselben, und p die Widerstandsziffer, d.h. einen 


Formfaktor bedeutet, der nur von der Gestalt, nicht aber von den Abmessungen 
des Kérpers abhangt, so erkennt man die Ubereinstimmung, wenn man 


= u u\2) (1 , 

P= [0,799 — 0323 (7) | (F) (*) 
setzt. Die Ubereinstimmung berechneter Widerstande mit gemessenen ist sehr 
gunstig; allerdings mu8 das Verhaltnis-u/U dem Strémungsbild durch Messung 
entnommen werden an Stelle der noch nicht gelungenen theoretischen Be- 
stimmung. . 

51. Bildung der Karmanschen Wirbel. Uber die Entstehung der Wirbel- 
schichten, die infolge ihrer mangelnden Stabilitat die unmittelbare Veranlassung 
zur Bildung der KArmANschen Wirbel geben, gibt die Theorie der idealen Fliissig- 
keiten keine Auskunft, da nach einem der HELMHOLTzschen Wirbelsitze die 
Bildung von Wirbeln in reibungslosen Fliissigkeiten ausgeschlossen ist. Dagegen 
gibt die PRaNptLsche Grenzschichtentheorie1), welche die Reibung in un- 
mittelbarer Nahe der Begrenzung einer Fliissigkeit durch eine feste Wand be- 
ricksichtigt, hiertiber befriedigende Aufschliisse. 

Die nachste Frage, in welcher Weise die aus der Grenzschicht ausgetretenen 
Wirbelschichten, die auBerordentlich instabil sind, in diskrete Wirbel zerfallen, 
gehort bereits der Theorie der idealen Flissigkeiten an. Ein Stiick einer Wirbel- 
schicht rollt sich spiralartig auf, wobei das Wirbelmoment der Umgebung des 
-Anfangspunktes der Spirale dauernd wachst; hat der sich bildende Winkel 
eine gewisse Starke erreicht, so wandert er ab und es bildet sich an derselben Stelle 
in gleicher Weise ein neuer. Die genaue Lésung einer bestimmten Aufgabe 
lieB sich bisher nicht durchfiihren; doch hat PranpTL?) die Méglichkeit einer 
diskontinuierlichen ebenen Bewegung nachgewiesen, bei der die Trennungslinie 
eine sich kongruent bleibende logarithmische Spirale mit einem Steigungswinkel 
von 30° ist. Bei dieser Bewegung wachst an jeder Stelle der Betrag der Ge- 
schwindigkeit zeitlich an, ohne daB sich ihre Richtung dndert; die Bewegung 
wird durch ein Geschwindigkeitspotential geleitet, welches in einen von der 
Zeit und einen vom Ort unabhangigen Faktor zerfallt. Eine etwas allgemeinere 
Bewegung, bei der die Trennungslinie eine ahnlich veranderliche logarithmische 
Spirale ist, wurde ebenfalls von PRANDTL angegeben; dabei sind nur Spiralen 
méglich, deren Steigung 30° nicht iberschreitet. 

Weiter handelt es sich darum, die Bedingungen festzustellen, unter denen 
ein durch spiraliges Aufrollen der Trennungsschicht entstandener Wirbel ab- 
wandert, und die Art und Weise aufzuklaren, in welcher zwei Reihen von ab- 
gewanderten Wirbeln die stabile KARMANsche Anordnung annehmen. 

L. Féppr*) untersucht die Bewegung eines Wirbelpaares hinter einem Kreis- 
zylinder, der sich in einer translatorischen Strémung befindet. Es gibt unendlich 


1) L. Pranpti, Uber Flissigkeitsbewegungen bei sehr kleiner Reibung. Verh. d. 
III. intern. Math. Kongr., Heidelberg (1904), 1905, S. 484. Vgl. auch Kap. 2, Ziff. 27 u. 
58 ds. Bd. des Handb. 

2) L. PranptL, Uber die Entstehung von Wirbeln in der idealen Flissigkeit usw. 
Vortrage aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik. Innsbruck 1922. Vgl. einen von 
PRANDTL 1913 in der G6ttinger Math. Ges. gehaltenen Vortrag. 

3) L. Féppr, Wirbelbewegung hinter einem Kreiszylinder. Miinchener Ber. 1913. Vel. 
B. Catponazzo, Rend. R. Accad. Lincei (5) Bd. 28, S. 194 ff. 1919. 


6* 
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viele Lagen hinter dem Kreiszylinder, in denen ein Wirbelpaar in Ruhe sein 
kann; alle diese Lagen erfiillen zwei zur Stromungsrichtung symmetrische Kurven, 
Bei konstanter Geschwindigkeit U der translatorischen Geschwindigkeit im Un- 
endlichen muB8 ein in symmetrischen Punkten der Kurven liegendes Wirbelpaar 
um so gréBeres Wirbelmoment besitzen, je weiter es von dem Kreis entfernt 
liegt. Wenn also durch die beiden vom Kreis ausgehenden Wirbelschichten 
dauernd wirbelnde Flissigkeit nachgeliefert wird, die sich in beiden Wirbeln 
des Paares ansammelt, so mu8 dieses langsam von dem Kreis weiter abriicken. 
DaB dies tatsichlich eintritt, bestatigt das Experiment. Allerdings entfernen 
sich die beiden Wirbel nicht unbegrenzt unter dauerndem Anwachsen ihres 
Moments, sondern sie geben allmahlich ihre symmetrische Lage auf, worauf 
sich der eine Wirbel und bald darauf der andere rasch entfernt. Nun tritt eine 
Art Pendelung ein; auf beiden Seiten bilden sich abwechselnd neue Wirbel, 
die dann zwei WirbelstraBen folgen und die Ausbildung des KArmMANschen 
Strémungsbildes zur Folge haben. 

Das geschilderte Abwandern der beiden urspriinglichen Wirbel aus der Gleich- 
gewichtslage hat seine Ursache in der mangelnden Stabilitat derselben, Ein 
auf der Kurve gelegenes Wirbelpaar ist stabil gegenitber spiegelbildlichen Ver- 
schiebungen; zieht man jedoch auch antisymmetrische Verschiebungen aus der 
Gleichgewichtslage heran, so ergibt sich, daB eine der beiden Hauptschwingungen 
des Wirbelpaares labil ist. Das Wirbelpaar tritt aus der Gleichgewichtslage, 
wobei sich der eine der beiden Wirbel der Symmetrieachse der Strémung nahert, 
der andere sich von ihr entfernt. Allerdings sind beim Eintritt dieses Ereignisses 
die wirbelnden Zentren der Wirbel bereits so groB geworden, daB sie nur mehr 
mit roher Annaherung als isolierte Wirbelpunkte behandelt werden k6énnen; 
Abweichungen zwischen den berechneten und den experimentell beobachteten 
Erscheinungen beim Abwandern des Wirbelpaares finden hierdurch ihre Er- 
klarung. 

52. Wirbelringe. Die Bewegung einzelner Wirbel 148t sich fiir den Fall 
der ebenen Strémung deshalb verhaltnismaBig einfach untersuchen, weil es 
zulassig ist, Wirbel von kleinem Querschnitt durch isolierte Wirbelpunkte zu 
ersetzen, ohne daB die Bewegung auBerhalb einer sehr kleinen Umgebung der 
Wirbelpunkte, gedandert wird. Bei raumlichen, nicht geradlinigen Wirbelfaden 
ist es im allgemeinen nicht zulassig, sie durch isolierte Wirbellinien zu ersetzen; 
die bereits Ziff. 30 besprochene Tatsache, daB die mathematische Fiktion der 
isolierten Wirbellinie das Unendlichwerden der Bewegungsenergie zur Folge hat, 
fiihrt im allgemeinen auch zum Auftreten unendlich groBer Fortschreitungs- 
geschwindigkeiten der Elemente der isolierten Wirbellinien. 

Die Bewegung von Wirbelringen, d.h. kreisférmigen Wirbelfaden von 
kleinem Querschnitt hat bereits HELMHOLTZ untersucht. Die von einem Wirbel- 
ring hervorgerufene Bewegung ist achsensymmetrisch; bei Einfiihrung einer 
STokesschen Stromfunktion y werden die Geschwindigkeitskomponenten in 
einer Meridianebene Ziff. 31, Gleichung (5) 


ah seep at, 1 Ow 
i omrerer 5" ec tp oes (1) 
wahrend y der Gleichung (6c) von Ziff. 31 
Cy , ep 1 Op 
a8 1 Oe Gaede ee ie 


gentigt, wo w die Winkelgeschwindigkeit der Wirbelbewegung bedeutet; dabei 
kann als eine beliebige Funktion von w angesetzt werden. Die Gleichungen (1) 
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und (2) bestimmen dann die Geschwindigkeit, die ein beliebig aufgebauter Wirbel- 
Ting in irgendeinem Punkt des Raumes, speziell in einem Punkt im Innern des 
Wirbelrings selbst hervorbringt und damit auch die Bewegung und Veranderung 
des Wirbelringes selbst. 

Fir eine einzelne kreisférmige Wirbellinie bestimmt sich yw durch Be- 
trachtungen, die den allgemeinen Uberlegungen in Ziff. 27 gleichartig sind, zu 


wt 





EF ao x ene 
v= 5-| +4 7 2 \/rost 2 + sine 2 a0 onan) 
\/n cos? 
0 








Oe 

— + 72 sin? — 

2 Th a 
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wo © den Winkel zwischen einem Linienelement der kreisférmigen Wirbellinie 
und der Richtung nach dem Aufpunkt bedeutet, wihrend 7, und 7, die gréBte 
= kleinste Entfernung des Aufpunktes von einem Punkt der Wirbellinie 
sind. ; 
Die Fortschreitungsgeschwindigkeit eines derartigen isolierten Wirbelrings 
ist unendlich gro8. Betrachtet man Wirbelringe von kleinem kreisférmigen 
Querschnitt, so kommt man zu Ergebnissen, die sich besser mit den Beobach- 
tungen decken. Indessen sind alle fiir die Bewegung eines solchen Wirbelrings 
aufgestellten Formeln nur Naherungsformeln. Bezeichnet R den Radius des 
Ringes, « den eines Querschnitts, so wird die Fortschreitungsgeschwindigkeit 
an (1 ee — +) ; der Wirbelring schreitet in derselben Richtung fort, in der die 
Fliissigkeit durch die von ihm begrenzte Kreisflache strémt; sein Radius bleibt 
nahezu ungeandert. Bei seiner Bewegung wird der Wirbelring von einer Fliissig- 
keitsmenge, einer ,,Atmosphare“, begleitet, deren Teilchen relativ zum Wirbel- 
ring geschlossene Bahnen beschreiben, die durch die Offnung des Ringes hindurch- 
gehen; diese Fliissigkeitsmenge erfiillt das Innere einer den Ring umschlieBenden 
Flache, die einfach zusammenhangend oder ringférmig sein kann. 

Die gemeinsame Bewegung zweier Wirbelringe mit derselben Achse hat 
ebenfalls bereits HELMHOLTZ wenigstens qualitativ beschrieben. Haben die 
beiden Ringe gleichgerichtete Zirkulation und damit gleichgerichtete fort- 
schreitende Bewegung, so wird sich der vordere Ring erweitern, der zweite 
zusammenziehen; die Geschwindigkeit des ersten Ringes nimmt ab, die des 
zweiten zu, bis, giinstige Anfangsbedingungen vorausgesetzt, dieser den ersten 
einholt und durch ihn hindurchtritt; damit ist die Rolle der beiden Ringe ver- 
tauscht und ein ahnlicher Vorgang beginnt von neuem. — Wenn sich zwei Ringe 
von entgegengesetzter Zirkulation einander nahern, so erweitern sich beide, 
wahrend ihre Geschwindigkeit abnimmt. Im Fall vollstandiger Symmetrie kann 
die Symmetrieebene durch eine feste Wand ersetzt werden; ein sich gegen die 
Wand bewegender Wirbelring nahert sich ihr asymptotisch, wobei er sich gleich- 
zeitig unbegrenzt erweitert. 

58. Andere Wirbelgebilde. Die von KArMAN gefundene stabile Anordnung 
der beiden Wirbelreihen, welche sich in einer ebenen Strémung aus den beiden 
von einem Hindernis ausgehenden Wirbelschichten entwickeln, 14Bt Schliisse 
zu auf die Anordnung der Wirbel, die in einer raumlichen Strémung hinter einem 
Hindernis ausgebildet werden. Man wird erwarten diirfen, daB die sich ablésende 
Wirbelschicht nicht in geschlossene, sich in gleichen Abstanden folgende ring- 
artige Wirbelfaden zerfallt, sondern sich in einen schraubenlinienférmigen oder 
spiraligen Wirbelfaden aufrollt, dessen Ursprung hinter dem Hindernis um- 
lauft. Einem dhnlichen Endzustand wird das Wirbelband zustreben, das sich 
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etwa von einem umlaufenden Propellerfliigel ablést. Wie LauTH?) gezeigt hat, 
ist ein Wirbelfaden von Gestalt einer kreiszylindrischen Schraubenlinie, die 
beiderseits ins Unendliche lauft, ein stationdares Gebilde, das als Ganzes eine 
Schraubenbewegung ausfiihrt. Uber die Stabilitat dieses Wirbels ist damit 
allerdings nichts ausgesagt. 

Dagegen ist die Stabilitat der kreisférmigen Wirbelringe schon lange bekannt. 
Diese Eigenschaft zusammen mit der Unzerstérbarkeit und Undurchdringlichkeit 
der Wirbelringe bildet die Grundlage zu der durch W. THomson begriindeten 
Theorie der Wirbelatome, die allerdings heute kaum noch mehr als nur histo- 
risches Interesse beanspruchen kann. 

Von raumlichen Wirbelgebilden sei KrrcHHoFFs elliptischer Wirbelzylinder 
genannt, ein von parallelen Wirbellinien erfiillter elliptischer Zylinder, in dessen 
Innerem die Drehgeschwindigkeit w der Fliissigkeitsteilchen tiberall denselben 
Wert hat. Der Wirbelzylinder dreht sich als Ganzes mit einer Winkelgeschwindig- 
keit 14 = 2 ee die auBer von w vom Verhaltnis der Halbachsen a und 0 
abhangt. Fir nicht zu groBe Exzentrizitat ist der elliptische Wirbel stabil. 
— Zahlreiche weitere Beispiele von raéumlichen Wirbelgebilden, von denen 
Hitts stationarer kugelférmiger Wirbel einer der bekanntesten ist, enthalt 
namentlich die altere englische Literatur 2). 


e) Zirkulation und Auftrieb. 


54. Hydrodynamischer Auftrieb. Nach dem p’ALEMBERTschen Paradoxon 
ubt eine singularitatenfreie translatorische Strémung auf eine Kugel, die sie 
in kontinuierlicher Bewegung umflie8t, keinen Druck aus, weil die Bewegung 
um die Kugel véllig symmetrisch ist, also die Resultierenden der Elementar- 
drucke auf die Flachenelemente der Vorder- und Riickseite entgegengesetzt 
gleich sind. Dasselbe gilt von der ebenen translatorischen Stromung um eine 
kreisférmige Kontur, solange keine Zirkulation um die Kontur vorhanden ist. 

Uberlagert man die translatorische Bewegung durch eine Zirkulation um die 
kreisférmige Kontur, so wird die Symmetrie der Bewegung zerstért; es entsteht 
eine Geschwindigkeitsmehrung und damit ein Unterdruck auf der Seite, auf 
welcher die Zirkulation der Translation gleichgerichtet ist ; eine Geschwindigkeits- 
minderung und damit ein Uberdruck auf der Seite, auf der die Zirkulation der 
Translation entgegengesetzt gerichtet ist. Infolgedessen entsteht ein resultierender 
Druck, ein Auftrieb, der auf der Richtung der Translation senkrecht steht 
und nach der Seite der vermehrten Geschwindigkeit hin gerichtet ist aye 

Kutta und Joukowsky*) haben gezeigt, daB in einer ebenen singularitaten- 
freien Potentialstrémung auf eine beliebige umstrémte Kontur stets ein Auftrieb 
wirkt, wenn die translatorische Bewegung von einer zirkulatorischen uberlagert 
ist. Der Betrag der Auftriebskraft ist, wie Ziff.55 bewiesen wird, 

A= eI" |b.0|, (1) 
; 1) A. Lauts, Ann. d. Phys. (4) Bd. 49, S.671. 1916; vgl. H. FérrincEr, Jahrb. d. 
A Ges. Bd. 19, S. 426. 1918; H. Reissner, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 2, 

*) Vgl. Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften Bd. TV), pAtts 16; -Zint. 3s 

Viel, Br LANCHESTER, Aerodynamik, deutsch von C.u. A. RunGE, Bd. I, Kap. III. 

4) W. Kutta, Auftriebskrafte in stromenden Flissigkeiten. Illustr. aeronaut. Mitt. 1902; 
W. Kutta, Uber eine mit den Grundlagen des Flugproblems in Beziehung stehende zwei- 
dimensionale Strémung. Miinchener Ber. 1910; W. Kurra, Uber ebene Zirkulations- 
stromungen nebst flugtechnischen Anwendungen. Ebenda 1911; N. JouKowsky, Bull. de 
Vinst. aerodyn. de Koutschino 1906; N. Jouxowsxy, De la chute dans l’air de corps légers 
de forme allongée, animés d’un mouvement rotatoire. Ebenda 1912. 
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wenn | D.0| die Geschwindigkeit der Strémung im Unendlichen, o und I’ wie 
bisher Dichte der Fliissigkeit und Zirkulation bedeuten. Die Gestalt der Kontur 
kommt in (1) nicht unmittelbar zum Ausdruck. 

___ In raéumlichen Potentialstrémungen ist eine Zirkulation um einen begrenzten 
einfach zusammenhangenden Korper unmiglich, da die Zirkulation um ineinander 
itberfiihrbare Kurven denselben Wert besitzt, und speziell fiir Kurven, die auf 
einen Punkt zusammengezogen werden kénnen, den Wert Null. 

55. Kutra-Jouxowskyscher Satz. Um den Druck einer ebenen Potential- 
str6mung auf eine eingetauchte Kontur c zu berechnen, kann man mit BLASIUS 
die beiden Komponenten P, und P, dieses Druckes zu einer komplexen GréBe 


P=P,+iP, 


zusammenstellen und zeigen, daB diese komplexe GréBe eine komplexe Funktion 
der Veranderlichen z = x + iy ist. Hierzu bildet man 


P=P,+iP,=Qpdx—iGpdy=G p(dx —idy), 


wobei die Integration um die Kontur C im positiven Sinn zu erstrecken ist. 
Zufolge der BERNOULLIschen Gleichung wird 


P= —£ hve(dx— idy) ; 


hieraus ergibt sich durch eine einfache Umformung 


P=—£Owtar. (1a) 


In ahnlicher Weise 1laBt sich das Moment des resultierenden Druckes erhalten 
und als Realteil eines komplexen Linienintegrals darstellen: 


M=-K2gutedz. (1b) 


Die Gleichungen (1a, b) werden als BLAstussche Formeln?) bezeichnet; ihre 
Giltigkeit reicht viel weiter, als fiir die meisten Anwendungen erforderlich ist. 
Durch das Auftreten unendlich groBer Geschwindigkeiten an Schneiden .und 
Kanten der Kontur wird ihre Giiltigkeit nicht beeintrachtigt. Sie bleiben auch 
brauchbar, wenn die die Kontur umflieBende Strémung beliebige Singularitaten 
‘besitzt, nur diirfen isolierte Singularitaten nicht an die Kontur selbst heran- 
treten. 

Mittels der Brastusschen Formeln 1aBt sich der Kutta-Joukowskysche 
Satz sofort beweisen. Setzt man die Geschwindigkeit einer auBerhalb der Kontur 
reguldren Potentialstrémung als eine nach fallenden Potenzen von z fortschreitende 
Reihe an 





= Cy C2 C3 
w=Cyt+ & ae 2 ss B ee 
die im AuBeren eines Kreises konvergiert, so ist nach dem Caucuyschen Satz 
iiber die Residuen einer komplexen Funktion 
P=—20n1C,C,. 


Die konstanten C, und C, haben eine einfache mechanische Bedeutung: es ist 
ndmlich die komplexe Geschwindigkeit im Unendlichen wo = Uco — 100 = Co, 


1) H. Brastus, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 58, S. 90. 1910; vgl. R. GRAMMEL, Die hydro- 
dynamischen Grundlagen des Fluges, 1917, oe 45: 
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wahrend die Zirkulation J'= 277C, ist; C, muB als rein imaginare Konstante 
angenommen werden. Mithin ist 


Pare (2) 


Damit ist der Kurra-Jouxowskysche Satz bewiesen?). (2) gibt den Auftrieb 
nach GréBe und Richtung; es ist 


Pe lt 


2a 
Py =—el Uo. a 


In ahnlicher Weise laBt sich das Moment des Auftriebs und damit seine 
Angriffslinie berechnen: 


M = —Rauie (Ci + 2CyCz) ; 


dabei findet neben Cy und C, noch die Konstante C, Verwendung. Um ihr eine 
mechanische Bedeutung beizulegen, verwendet man das ,,Moment der Zir- 


kulation“ ; 
m= QO weds = 2ntC, ; 


zerlegt man es in reellen und imaginaren Teil 
m= M, + tmM,, 
so erhalt man fiir das Moment des Auftriebs den endgiiltigen Ausdruck 
M = - ROM Wx. = —E (Mz Uso + My Veo) « (2b) 


Der Kutta-JouKowskysche Satz selbst ist nur ein besonderer Fall eines viel 
allgemeineren Satzes. Nimmt man an, da8 die Strémung nicht in dem ganzen 
AuBengebiet der Kontur singularitatenfrei ist, sondern Quellen- und Wirbel- 
felder in beliebiger Verteilung enthdlt, so erhalt man den Str6mungsdruck 
und sein Moment, in dem man die Gleichungen (2b) und (3b) von Ziff. 32 
fiir ebene Strémungen spezialisiert. Sind insbesondere in der Stroémung nur 
isolierte Quellpunkte von der Ergiebigkeit ¢,(k = 41,2...) und Wirbelpunkte 
vom Wirbelmoment J7(/ = 1,2...) vorhanden, und bezeichnet man mit w% 
bzw. w7 die am Orte eines Quell- bzw. Wirbelpunktes nach Weglassung der 
betreffenden Singularitat herrschende komplexe Geschwindigkeit, so wird der 
komplexe Strémungsdruck auf die Kontur?) 


P= 01 Se (wt — wa) +e STi (wt — wx) — oT wn. 3) 


Das letzte Glied ist der Kurta-Jouxowsxysche Auftrieb; hier bedeutet I” wie 
bisher die Zirkulation um die Kontur. 

In geeigneter Spezialisierung kann diese Gleichung zur Berechnung des 
Auttriebs eines Doppeldeckers Verwendung finden). 

56. Technische Bedeutung des hydrodynamischen Auftriebs. Der Kutra- 
Joukowskysche Satz bildet die Grundlage fiir die theoretische Behandlung 
des Flugproblems, sowie fiir die moderne Theorie der hydraulischen Maschinen, 
die sich im AnschluB an die Tragfliigeltheorie entwickelt hat (ndhere Ausfiihrung 
s. Kap. 4 ds. Bd. des Handb.). 


1) Die ersten von Kutra und Jouxowsxy gegebenen Beweise stiitzen sich auf Energie- 
bzw. Impulsbetrachtungen; die hier gegebene Ableitung folgt den GRammetschen Gedanken- 
gangen; vgl. Ziff. 1, FuBnote 41. 

) M. Lacatty, Miinchener Ber. 1921, S. 209. 

8) Vgl. B. Ecx, ZS. £. Flugtechn. 1925, S. 183. 


Ziff. 57. Pranpttische Tragfliigeltheorie. 89 


Seine einfachste und alteste Anwendung ist die ebene Tragfliigeltheorie; 
die Strémung um einen Tragfliigel von betrachtlicher Spannweite kann in ihrem 
mittleren Teil angenahert als ebene Strémung betrachtet werden; der Einflu8 
der Enden des Tragfliigels und der dort stattfindenden Vorgiinge bleibt hierbei 
auBer Betracht. Da fiir die Méglichkeit des Auftretens eines hydrodynamischen 
Auftriebes das Vorhandensein einer Zirkulation Bedingung ist, eréffnet sich die 
Frage nach der Entstehung der Zirkulation um einen ebenen Tragfliigel. Diese 
Frage kann die Theorie der ide&len Fliissigkeiten nur in sehr beschrankter Weise 
beantworten. Da nach dem Tuomsonschen Satz die Zirkulation um eine ge- 
schlossene fliissige Linie mit der Zeit unverdnderlich ist, mu8 die Entstehung 
der Zirkulation um die Tragfliigel von der gleichzeitigen Entstehung und Ablésung 
eines Wirbels begleitet sein, dessen Moment der Zirkulation entgegengesetzt 
gleich ist. Fiir die Entstehung des Wirbels aber sind Vorgange in der Grenz- 
schicht (Ziff. 51 und Kap. 2, Ziff.27 und Kap. 4, Ziff. 10 ds. Bd. des Handb.) 
maBgebend, die durch zweckdienliche Ausbildung des Umrisses und der Ober- 
flachenbeschaffenheit des Tragfliigels beeinfluBt werden kénnen. 

Die Theorie des hydrodynamischen Auftriebs 1aBt sich, wie bereits KuTTa 
gezeigt hat, fiir Str6mungen um mehr als eine Kontur erweitern; ihre Anwendung 
findet diese Erweiterung in der ebenen Theorie des Doppeldeckers, sowie der 
Fliigelreihen und Fliigelrader. 

In jiingster Zeit hat auch die seitliche Kraft, welche aut einen rotierenden, 
von einer kreisenden Luftbewegung begleiteten Zylinder in einer translatorischen 
Strémung wirkt, eine technische Anwendung erfahren. Diese als MAGNuS- 
effekt bekannte, iibrigens schon 100 Jahre vor MAGNus bemerkte Kraftwirkung}), 
auf die die Seitenabweichung von rotierenden Geschossen und Ballen zuriick- 
zufiihren ist, wird neuerdings zur Nutzbarmachung der mechanischen Energie 
bewegter Luft verwendet. Beim FLETTNERschen Rotorschiff werden kreis- 
zylindrische Tiirme durch Maschinenkraft um ihre vertikalen Achsen gedreht; 
durch die Oberflachenreibung wird die umgebende Luft mitgefithrt und in 
zirkulatorische Bewegung versetzt; bei Wind entsteht eine ablenkende Kraft, 
die zu einer Art von Segelwirkung ausgeniitzt wird und die, wenn man die ver- 
einfachende Annahme der ebenen Bewegung zulaBt, mittels der KuttTa-Jou- 
KOWsKyschen Formel nach GréBe und Richtung' bestimmt werden kann (nahere 
Ausfithrung s. Kap. 2, Ziff. 56 ds. Bd. des Handb.). 

Fir die Entstehung der Zirkulation ist auch hier die Reibung in der Grenz- 
schicht heranzuziehen, welche die Bildung und Ablésung von Wirbeln zur Folge 
hat, deren Moment der entstehenden Zirkulation entgegengesetzt gleich ist. 
Im Wind findet die Ablésung auf der Seite statt, auf der die Umlaufsbewegung 
des Zylinders der Richtung der Windbewegung entgegengesetzt ist. Die Ge- 
schwindigkeit der Zirkulationsstromung unmittelbar an dem rotierenden Zylinder 
darf nicht verwechselt werden mit der Umlaufsgeschwindigkeit des Zylinders 
selbst; sie ist nur etwa halb so grof. 

57. Pranptische Tragfliigeltheorie?). Die ebene Auftriebstheorie ist stets 
nur als rohe Annaherung zu betrachten. Auch bei Tragfliigeln, deren Spannweite 
groB ist im Verhaltnis zur Tiefe, ist die Abweichung des mittels der Kutta- 
Jouxowskyschen Formel errechneten Auftriebs von dem durch Messung be- 


1) B. Rosins, New principles of gunnery. London 1742; G. Macnus, Uber die Ab- 
weichung der Geschosse. Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1852; Lord RAyLezicu, On the 
irregular flight of a Tennis Ball. Messenger of Math. Bd. 7, GOTT A. FLETTNER, Die An- 
wendung der Erkenntnisse der Aerodynamik zum Windantrieb von Schiffen. Werft, Ruderei, 
Hafen Bd. 5, S. 657. 1924; L. PRanDTL, Naturwissensch. Bd. 13, H. 6. 1925. 

2) L. PRANDTL, Tragfliigeltheorie I u. II. Géttinger Nachr. 1918. 
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stimmten recht erheblich, der Einflu8 der Fliigelenden also keinesfalls zu vernach- 
lassigen. Einer Erweiterung der Theorie auf den Raum steht die Schwierigkeit 
im Weg, daB in einer raumlichen Potentialstrémung eine Zirkulation um einen 
begrenzten Koérper unméglich ist. Man ist also gendtigt, die von der Hinterkante 
eines Tragfliigels beiderseits tatsachlich ausgehenden Wirbelfaden oder Wirbel- 
bander in die Untersuchung mit einzubeziehen, und ihr gesamtes Wirbelmoment 
gleich der Zirkulation um die Tragfliigel anzusetzen. Mit der Zulassung der 
Bildung von Wirbeln bzw. Wirbelschichten ist das Gebiet der Theorie der idealen 
Flissigkeiten verlassen; es ist jedoch PRANDTL gelungen, diese Theorie durch 
Hinzunahme einiger Hilfsvorstellungen so zu erweitern, daB sie als Grenzfall 
der Theorie reibender Flissigkeiten mit verschwindender Reibung gelten kann, 
ohne daB es nétig ware, die Reibung selbst zu beriicksichtigen. Die wichtigste 
dieser Hilfsvorstellungen ist neben der bereits erwahnten Entstehung von Wirbel- 
schichten in der Grenzschicht die Vorstellung, daB es zulassig ist, einen um- 
strémten Kérper, d. h. hier einen Tragfliigel, durch eine Verteilung von Wirbel- 
linien in seinem Innern oder an seiner Oberflache zu ersetzen. Der von dem 
Kérper eingenommene Raum wird hierdurch zu einem Teil der Fliissigkeit 
selbst gemacht und die ihn umflieBende Strémung in sein Inneres analytisch 
fortgesetzt. Dieser Gedanke ist nahe verwandt mit der bereits (Ziff. 29) be- 
sprochenen Verwendung von Wirbelschichten zur Darstellung von Potential- 
strémungen, darf aber nicht damit verwechselt werden; der wesentliche Unter- 
schied besteht darin, daB jetzt, wo von beiden Seiten der Hinterkante des Trag- 
fliigels Wirbellinien ausgehen, die den Tragfliigel ersetzenden Wirbellinien nicht 
selbst geschlossen sind, daB sie vielmehr dazu dienen, je zwei auf: beiden Seiten 
des Tragfliigels ausgehende Wirbellinien zu verbinden und damit die Bedingungen 
fir das, Bestehen des Satzes von der Konstanz der Zirkulation zu schaffen. 

Von den freien vom Kérper ausgehenden Wirbellinien unterscheiden sich 
die den Korper ersetzenden Wirbellinien dadurch, daB sie an einem festen Platz 
verbleiben, also ,,gebunden‘ sind. Und wahrend die Bewegung der freien Wirbel 
in der Flissigkeit ohne Einwirkung auBerer Krafte erfolgt, miissen die gebundenen 
Wirbel als Ersatz eines starren K6rpers befahigt gedacht werden, auBere Krifte, 
insbesondere Ersatzkrafte fiir den Druck des starren Kérpers auf die Strémung 
aufzunehmen. Aus der EuLerschen Gleichung [Ziff. 8, Gleichung (3b)] folgt 
unter Zuhilfenahme der BERNovLLIschen Gleichung [Ziff. 12, Gleichung (2a)] 
fiir die auf das Volumen Eins bezogene Ersatzkraft der Wert 


oR = elroty, bv}. 


Die Integration tiber das Volumen des von Wirbeln erfiillten K6rpers ver- 
bunden mit einer Anderung des Vorzeichens ergibt den Strémungsdruck gegen 
die Tragflache 


i= folp roty] dt ; (1) 


dieser Strémungsdruck kann in einfachen Fallen in eine zur Richtung der Ge- 
schwindigkeit im Unendlichen senkrechte Komponente, den hydrodyna- 
mischen Auftrieb, und in eine dieser Richtung entgegengesetzte Komponente, 
den induzierten Widerstand, zerlegt werden (nahere Ausfiihrung s. Kap. 4 
ds. Bd. des Handb.). 

Man erkennt in der Formel (1) die raumliche Verallgemeinerung des Kutra- 
Joukowskyschen Satzes. 


Kapitel 2. 


Zahe Fliissigkeiten. 


L. Hopr, Aachen. 


Mit 52 Abbildungen. 


I. Grundtatsachen. 


1. Grunderscheinung). In der ruhenden Fliissigkeit gibt es eine Kraft- 
ubertragung von Teilchen zu Teilchen nur durch den hydrostatischen Druck, 
der an jeder Stelle der Fliissigkeit einen bestimmten Wert hat und senkrecht zu 
jeder beliebigen Flache steht; in der Theorie der idealen Fliissigkeiten?) wurden 
die Erscheinungen untersucht, die auftreten miiBten, wenn auch bei Bewegung 
von Fliissigkeiten keine anderen Krafte als der hydrostatische Druck zwischen 
den Teilchen wirken wiirden. Der Vergleich mit der Erfahrung zeigt, daB nur 
wenige Vorgange in den wirklichen Fliissigkeiten sich in dieser Weise erfassen 
lassen, und da8 noch andere Kraftwirkungen zwischen den Teilchen einer 
Flissigkeit auftreten miissen. Solche Kraftwirkungen fiihrt man auf eine gegen- 
seitige Beeinflussung von Fliissigkeitsschichten, die relativ zueinander bewegt 
sind, zuriick; man nennt sie innere Reibung und die Eigenschaft einer 
Fliissigkeit, durch innere Reibung Krafte von Teilchen zu Teilchen zu iiber- 
tragen, Zahigkeit oder Viskositat. Als Elementargesetz der inneren 
Reibung wird angenommen, daB8B zwischen zwei unmittelbar benachbarten 
Schichten in der gegenseitigen Entfernung dy, die den Geschwindigkeitsunter- 
schied du aufweisen, eine Scherkraft t proportional dem Geschwindigkeits- 
gefalle wirkt: ia 

LL dy . (4) 


Man nennt w den Zahigkeits- oder Viskositatskoeffizienten. Die innere 
Reibung gehort in dieselbe Gruppe von Erscheinungen, wie die Diffusion und die 
Warmeleitung. Die einzelnen Molekiile sind Trager einer bestimmten Qualitat: 
Art der Materie, Energie, Impuls. Durch die molekulare Agitation tbertragen 
sie diese Qualitat entweder direkt oder indirekt an einen anderen Ort der Fliissig- 
keit; es findet ein Austausch der Qualitaten zwischen den einzelnen Schichten 


1) Man findet die Probleme, die hier in den Abschnitten I und II behandelt sind, 
ausfiihrlich in dem Lehrbuch von H. Lams, Hydrodynamics, dargestellt, dessen letzte 
(5.) Auflage im Jahre 1924 in Cambridge erschienen ist (deutsche Ubersetzung der 3. Aufl. 
besorgt von J. FRIEDEL, Leipzig 1907). Ferner in den Lehrbiichern: M. Brittouin, Legons 
sur la viscosité des liquides et des gaz, Paris 1907, und W. WIEN, Lehrbuch der Hydro- 
dynamik, Leipzig 1900. 

2) Kap.1 ds. Bd. des Handb. 
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statt, eine Ubertragung der Materie selbst bei der Diffusion, der Energie bei 
der Warmeleitung, des Impulses bei der inneren Reibung. Vorbild fiir die Gesetz- 
maBigkeit, welche bei diesen Erscheinungen zutage tritt, ist der FourrERsche 
Ansatz fiir die Warmeleitung, welcher formal mit (1) iibereinstimmt. Hat man 
ein bestimmtes Bild fiir den molekularen Austausch — wie in der kinetischen 
Gastheorie —, so kann man die Koeffizienten der Diffusion, der Warmeleitung 
und der inneren Reibung zueinander in Beziehung setzen und auf molekular 
bestimmte GréBen (freie Weglange) zuriickfithren. 

2. Der Spannungstensor. Die Erscheinung der inneren Reibung ist in einer 
Hinsicht wesentlich komplizierter als die anderen genannten Erscheinungen; 
bei Diffusion und Warmeleitung handelt es sich um die Ubertragung einer skalaren 
(d. h. durch eine einzige Zahl angebbaren) GréBe, ndmlich der chemischen Be- 
schaffenheit bzw. der Energie. Der Impuls jedoch, der bei der Reibung iibertragen 
wird, ist eine VektorgréBe, die erst durch drei Zahlen beschrieben wird; die 
Erscheinungen sind hier vielfaltiger. Der Transport der skalaren GréBe Energie 
wird bei der Warmeleitung durch den Vektor des Warmeflusses dargestellt, 
der Transport der Vektorgré8e Impuls in der Reibungstheorie durch den 
Tensor der Spannungen, der in Abb. 1 dargestellt ist. Dieser Tensor setzt sich 
aus drei Teilen zusammen: 

4. dem hydrostatischen Druck #, der zu jeder Flache normal steht, 

2. der Expansionswirkung, welche nur in die Normalkomponenten eingeht 
und proportional der Expansion (divb), also mit einem Koeffizienten A gleich 





Ou Ov Ow c 
Z mee + ag + A oder Adivyb 


gesetzt wird, wobei u, v, w die x-, y-, 
z-Komponenten des Geschwindigkeits- 

vektors » bedeuten, und 
3. einem Tensor, welcher Normal- 
und Tangentialspannungen umfaB8t 
und dem Tensor der Deformations- 
geschwindigkeiten von Fliissigkeits- 
teilchen proportional gesetzt wird, 
also gleich j 

Ov; Ov; 

“(ae tS) 
Hierbei bedeuten 7, immer 2 der 
Xx Koordinaten x, y, z und y;, v, die 
Abb. 1. Spannungstensor, beiden entsprechenden der drei Kom- 
ponenten wu, v, w. Es ist noch zu be- 
achten, da8 die Normalkomponenten des dritten Teils auf den abgegrenzten 
Wiirfel in der Richtung wirken, wie in Abb. 1, wenn z. B. 0u/0x positiv ist; 
nur so bleibt der Ansatz im Einklang mit Ziff. 4, Gleichung (1). Dieser Teil 
tritt daher in die Komponenten mit entgegengesetztem Vorzeichen ein, wie 
der hydrostatische Druck. Die Komponenten des Spannungstensors sind also 

folgendermaBen anzusetzen: 














cs Ou ov Ow Ou - 
a Ou ov Ow fo) 

Pie eR (5% aes a) ue 2M ae (1) 
ye ys | OF dv , dw Ow . 

bez = p Ne = dy + ae) tone ; 


Ziff. 3, Die Gleichungen fiir reibende Flissigkeiten. 93 
du dv 
Pay = Pye = w (se +3), 
dv Ow 
Pus = Bey = ft eS 7 ay) , (2) 
dw to) 
brs = bor = (Ge + Se) 


Der Spannungstensor hat folgende wichtige Eigenschaften: 

1, Er ist symmetrisch; dies mu8 der Fall sein, da z. B. nur bei Gleichgewicht 
von py und py, ein Gleichgewicht des in Abb. 1 dargestellten Kérpers gegen 
ein Verdrehen um die z-Achse herrschen kann. 

Aus dieser Forderung der Symmetrie geht auch hervor, daB® der Ansatz 
Ziff. 1, Gleichung (1) sinngema8 nur in der Weise, wie es hier geschehen ist, ver- 
allgemeinert werden kann; der Schubspannungstensor mu8 dem symmetrischen 
Tensor der Deformationsgeschwindigkeit proportional sein und nicht etwa dem 
asymmetrischen Tensor der Wirbelung, was sich mit der Form von Ziff, 4, 
Gleichung (1) zunachst gerade so gut vertriige. Dazu kommt der Gesichtspunkt, 
daB nur bei dieser symmetrischen Verallgemeinerung der hydrostatische Druck 
in den Ansatz richtig eingeht, so daB er fiir den Fall der Ruhe iibrigbleibt. 

2. Wie bei jedem symmetrischen Tensor zweiter Stufe ist die Summe der 
drei Normalspannungen 





invariant. Bei inkompressiblen Flissigkeiten fallt der letzte Summand weg, 
da die Kontinuitat divp = 0 erfordert. Der hydrostatische Druck ist dann 
der arithmetische Mittelwert der drei Normalspannungen. Soll dies bei kom- 
pressiblen Fliissigkeiten auch der Fall sein, so miissen die beiden Koeffizienten 4 
und mw durch die Gleichung 


3A = 2h (4) 


verbunden sein. Immerhin ist diese Beziehung hypothetisch; denn es ist nicht 
grundsatzlich auszuschlieBen, daB der mittlere Normaldruck in kompressiblen 
Medien von der Expansionsgeschwindigkeit abhangt und nicht mit dem Druck 
bei ruhender Fliissigkeit identisch ist. Es scheint hieritber nichts experimentell 
bekannt zu sein. Da Probleme, welche Reibung und Kompressibilitat in Betracht 
ziehen, keine groBe Rolle spielen, soll weiterhin nur von inkompressiblen 
Fliissigkeiten die Rede sein, also divpy = 0 gesetzt werden, 

Die Analogie unseres Spannungstensors mit dem der elastischen Spannungen 
liegt auf der Hand; der wesentliche Unterschied besteht darin, daB die elastischen 
Spannungen den Deformationen proportional gesetzt werden, die hydrodyna- 
mischen Spannungen den Deformationsgeschwindigkeiten. 

8. Die Gleichungen fiir reibende Fltissigkeiten. Diese Gleichungen er- 
geben sich nun elementar, wenn mit @ die Dichte, mit {2 das Potential der 
auBeren Krafte auf die Masseneinheit, mit u, v, w die Geschwindigkeitskompo- 
nenten bezeichnet werden, und wenn man beriicksichtigt, was frither1) tber 
die vollstandigen Differentialquotienten du/dt usw. gesagt ist: 


nn a) a) a 
ey a Ox oy ane (1) 





ete ef se, & CN Peet Re eee 8 8S 


1) S. Kap. 1, Ziff. 8 ds. Bd. des Handb. 
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Durch Einsetzen der in Ziff. 2 errechneten Werte erhalt man fiir inkompressible 


oa o? Ces 
Fliissigkeiten mit der Abkiirzung 4 = a ay2 +5 die sog. NAVIER- 
SToKEesschen Gleichungen 








du 0H, du, yu) (b+ 9) 
o(5 bse bose + wae) = — ide 

dv dv dv dv 0(p + Q) 

ele +4 ag. tay. tag) prs By a eee 2) 
ow Ow Ow Ow O(p + Q) 

ose + wag tay + 5g) = — ge tad. 


In Verbindung mit der Kontinuitatsgleichung 





Ou dv Ow 
Ox 95 hee =e G) 


haben wir hier vier Differentialgleichungen fiir die vier Unbekannten: Druck 
und Geschwindigkeitskomponenten. Der Unterschied gegeniiber den entsprechen- 
den Gleichungen fiir ideale Fliissigkeiten liegt in den letzten Summanden wAu 
usw. von (2), welche die Reibungskrafte darstellen. Es ist wesentlich, daB diese 
Glieder zweite Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten enthalten, wahrend 
in allen anderen Gliedern nur erste Ableitungen auftreten. Werden die Reibungs- 
krafte klein, so kann dieses Glied fast iiberall in der Fliissigkeit belanglos werden; 
trotzdem ist der Charakter der Differentialgleichung durch das Auftreten der 
héheren Ableitungen bei noch so kleinem Wert von w vollstandig verandert. 

4. Die Gleichungen in anderen Koordinatensystemen. Diese erhalten 
wir am besten, wenn wir von der invarianten Schreibweise ausgehen, die 
fiir inkompressible Fliissigkeiten in der gelaufigen Vektorsymbolik wegen 
Avy = grad divp — rot rot folgende Gestalt hat: 


db 
ee tes — oa Q) — protroty, 
OF; grad(p + 2) — wrotro 1) 


div) = 0. 


Um aus (1) die Gleichungen in bestimmten Koordinatensystemen: zu erhalten, 
mu8 man nur die Form der vektoranalytischen Symbole in diesen Systemen 


kennen und beachten, da8 in dem Ausdruck ey nicht nur die zeitliche 


und die raumliche Veranderung der Impulskomponenten, sondern auch die 
mechanischen: Scheinkrafte (Fliehkraft, Corioliskraft) enthalten sind. Die Dar- 
stellung ist zur Umrechnung verwendbar, aber sie ist unbefriedigend, wenn 
man sie mit der Ableitung des mechanischen Zusammenhangs vergleicht; 
denn das Reibungsglied entsteht nicht aus dem Wirbelvektor rot 0, sondern aus 
dem Deformationstensor, und die Spannungen verschwinden keineswegs, wenn 
der Wirbelvektor verschwindet. Auch kann man die Spannungskomponenten 
nicht mit den gelaéufigen Vektorsymbolen ausdriicken. Dazu bedient man sich 
am besten des Tensorkalkiils, wo der Deformationstensor als der symmetrische 
Teil des durch die kovarianten Ableitungen der Geschwindigkeit gebildeten 
Tensors erscheint, und dessen Divergenz gebildet wird. Es laBt sich allgemein 
zeigen, daB diese Divergenz, wenn divy = 0 ist, im dreidimensionalen Raum 
dem in Vektorsymbolik — rotroty geschriebenen Ausdruck gleich wird. 

In der Schreibweise von EDDINGTON u. a. muB man die Grundgleichungen 
in einer vom Koordinatensystem unabhangigen Form folgendermaBen schreiben 
(nur in drei Dimensionen, nicht invariant im Sinn der Relativitatstheorie!) : 


Ziff.5. 6. Die Gleichungen fiir Zylinderkoordinaten (rv, y, 2). Die Randbedingungen. 95 
Die Geschwindigkeit ist ein kontravarianter Tensor erster Stufe v'; die voll- 
standige Ableitung nach der Zeit setzt sich zusammen aus der partiellen Ab- 
leitung nach der Zeit und der kovarianten Ableitung nach den Raumkoordinaten, 
verjiingt durch innere Multiplikation mit v*. Hierbei treten die Scheinkrafte 
von selbst auf. Der Gradient von Druck und Potential ist eine kontravariante 
Ableitung von (p + 2); der Spannungstensor als proportional dem symmetrischen 
Teil des Tensors der kontravarianten Ableitungen der Geschwindigkeit ist 
= Sox(v'e + ve") zu schreiben; in der Grundgleichung steht die Faltung 
dieses Tensors (Divergenz). Es ergibt sich also die vom Koordinatensystem 
unabhangige Form der Grundgleichungen: 


ovt A : : 
o( sp + ie) = + OF + we, a 
w= 0. 
Dabei sind die Spannungen 


Pik = —f 0, + M Bon (v'e+ v8"). (3) 


5. Die Gleichungen fiir Zylinderkoordinaten (”, ~, #). Diese Gleichungen, 
die wir haufig brauchen werden, seien als Beispiel hier angefiihrt: 



























































(Coe ese ee 
Se ee eee ee eee 
Q (oo te + Se Se + ee + 0, Se) 
Pee Patt wea tate ta eet oe] 
ole + Se + Fp + Ge) 
Bee a, aan tS oh att oe 
GR ge hapa 
Dabei sind die Spannungen: 
ber = —P + 20S, Pry = w(rgy SE + ee), 
Pop =—b +2 (SSE +2), tye =a (Ge + 2), (2) 
f= PT Pan Per = w(t as oi 


6. Die Randbedingungen. Wo die Fliissigkeit und eine feste ruhende 
Wand aneinandergrenzen, kann eine Strémung senkrecht zur festen Wand 
nicht auftreten; und wenn die Wand selbst bewegt ist, muB die Strémungs- 
komponente senkrecht zur Wand mit dieser Komponente der Wandgeschwindig- 
keit selbst tibereinstimmen. Dies ist bei idealen Fliissigkeiten ebenso und besagt 
nur, daB die Flissigkeit nicht in die Wand eindringt. Aber die héhere Ordnung 
der Differentialgleichung zaher Fliissigkeiten zeigt schon an, daB zur eindeutigen 
Bestimmung in diesem Fall noch eine weitere Bedingung erfiillt sein muB. Bei 
idealen Fliissigkeiten kann man iiber die Strémungskomponente tangentiell zur 
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Wand nichts aussagen, da in ihrer Richtung keine Krafte itbertragen werden. 
Wie groB die durch Reibung zwischen Wand und Fliissigkeit ttbertragenen Krafte 
sind, ist nicht ohne weiteres zu sagen. Man kann sich molekulartheoretisch vor- 
stellen, daB® die auf die Wand auftreffenden Molekiile ganz unregelmaBig zuriick- 
geworfen werden und infolgedessen der systematische Impuls verlorengeht. 
Dies bedeutet so viel, daB ein vorhandener Impuls auf einer unendlich kleinen 
Strecke (namlich zwischen Wand und angrenzender Flissigkeitsschicht) vernichtet 
wird, daB also zwischen Wand und Flissigkeit eine unendlich groBe Scherkraft 
wirkt, wenn eine tangentielle Stré6mungskomponente vorhanden ist. So gelangt 
man zu der Forderung, da8 an festen Wanden auch die tangentielle 
Stroémungsgeschwindigkeit Null sein mu8. In alteren Arbeiten findet 
man vielfach die Scherkraft zwischen Wand und Fliissigkeit nicht unendlich 
groB gesetzt, sondern, mit einem empirischen Koeffizienten der ,,auBeren 
Reibung“, proportional der relativen Stré6mungsgeschwindigkeit. Sorgfaltige 
Messungen, welche an die im nachsten Kapitel zu besprechenden Erscheinungen 
ankniipfen, haben gezeigt, daB solche endlichen Krafte nicht auftreten und daB 
man unbedenklich das Verschwinden der tangentiellen Strémungskomponente 
an der Wand annehmen darf. Nur gewisse Unstimmigkeiten bei der Schmier- 
mittelreibung haben gelegentlich die Auffassung hervorgerufen, daB bei sehr 
groBen Fliissigkeitsmolekiilen, die nicht in die Poren der Wand eindringen, eine 
Gleitung médglich ist. 

An der Trennungsflache zweier Flissigkeiten miissen nicht nur der 
Druck und die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Trennungsflache 
iibereinstimmen, sondern auch die Komponenten in Richtung der Trennungs- 
flache; denn ein endlicher Geschwindigkeitssprung miiBte unendliche Scherkrafte 
hervorrufen. 

An einer freien, an leeren Raum oder ruhende Luft angrenzenden Fliissig- 
keitsoberflache mu zunachst, wie bei idealen Fliissigkeiten, die Strémungs- 
geschwindigkeit senkrecht zur Oberflache der Bewegung dieser Oberflache selbst 
gleich sein, Ferner kénnen dort keine Krafte tibertragen werden; diese Forderung 
fithrt aber nicht, wie bei idealen Fliissigkeiten, zu der Bedingung = 0, sondern 
ZU bee = bry = baz = 0 (x Oberflachennormale). Dies sind einerseits — ent- 
sprechend der héheren Ordnung der Differentialgleichung — zwei Bedingungen 
mehr, andererseits aber ist auch #,, nicht identisch mit #. 

7. Wirbelgleichung. Wie bei reibungslosen Fliissigkeiten?) 1aBt sich auch 
hier ein System von Gleichungen fiir den Wirbelvektor 


u=+rotb (1) 


gewinnen, wenn man den Druck und das Potential der 4uBeren Krafte aus den 
Gleichungen (1) von Ziff. 4 eliminiert, indem man dort die Operation rot vor- 
nimmt. Man erhalt dann die Gleichung, welche zu den Wirbelsdtzen fiihrt, 
erganzt durch ein Reibungsglied: 


; : 
| 5- +l -u—uP-r = —protrotu. (2) 


Bei ebenen Problemen, wenn der Wirbelvektor iiberall senkrecht zur Ebene der 
Geschwindigkeit steht, vereinfacht sich diese Gleichung bedeutend dadurch, 
daB das Glied uV-» verschwindet. Dieses Glied bedeutet naimlich die Ande- 
tung der Geschwindigkeit, wenn man langs der Wirbellinie fortschreitet, und 
eine solche kann bei ebenen Problemen nicht auftreten, 


1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 5 ds. Bd. des Handb. 


Ziti 8,9. Stromfunktion, Die durch innere Reibung verzehrte Energie, 97 
8. Stromfunktion. Bei ebenen Problemen (w = 0, 0/0z = 0) erscheint das 
Vektorpotential, das man zur Befriedigung der Kontinuitatsgleichung einfithren 


kann*), als eine skalare Stromfunktion WY, wie bei idealen Flissigkeiten. Man 
kann setzen aw ow 


gia Tal ae aay oe (1) 


dann sind die Linien Y= konst. die Stromlinien; aber natiirlich gibt es bei zahen 
Flissigkeiten kein Geschwindigkeitspotential und keine Niveaulinien. Eliminiert 
man aus den Differentialgleichungen den Druck, so erhalt man fiir Y die Diffe- 
rentialgleichung 

OAW , OW OAV OW OAY 

Peal Pynds 7 idw -ayn AAS (2) 





mit der Abkirzung ee oe 
A= Dat + oy . 


9. Die durch innere Reibung verzehrte Energie. Grenzt man in der Fliissig- 
keit ein Raumelement dx dy dz ab, so leisten die in Ziff. 2 geschilderten Span- 
nungen in der Zeiteinheit an den Grenzflachen eine Arbeit, die gleich der 
Spannungskomponente multipliziert mit der in ihrer Richtung liegenden Ge- 
schwindigkeitskomponente ist. Die gesamte an dem Element von den Span- 
nungen geleistete Arbeit ist daher 


é é 

By (Pan + Pay? + Pas ®) + 55 Pye” + Pyyt + dye) W) 
1 
+ = beet + bey + deeo)| dx dy de. 


Aus den Grundgleichungen (1) von Ziff.3 folgt in der gewdhnlichen Weise 
(Multiplikation der einzelnen Gleichungen mit u,v, w und Addition) eine 
Energiebeziehung, welche zeigt, daB der Teil 





a he pas Ge) 0 he + Be + he) , 





+ 0 (e+ Sot be) dxdy ds 


des Ausdrucks (1) in mechanische Energie (kinetische oder potentielle) umgesetzt 
wird; die Differenz von (1) und (2) stellt also diejenige Energie dE dar, die im 
mechanischen Sinn verlorengeht, also in Warme umgesetzt wird; es wird 


ro] é ow Ou Ov Ow 
dE = bun ao + bay ze + Paz dy si Py0 Gy T Puy oy as Pye Gy 


Ow 


Ou Ov (3) 
+ Pea Oz at bey Oy i | ax dy dz. 


Eine einfache Umformung mit Hilfe der Beziehungen (1) von Ziff. 2 fuhrt zu 
dem iibersichtlichen Ausdruck 
1 (dv Ou\2 


erie) ee) ae) toa (ay tae) + ater tae) 
2. 


Be 
1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 27 ds. Bd. des Handb, 
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Aus diesem Ausdruck folgt, da8 eine Bewegung einer zahen Flissigkeit 
nur dann keine Energie verzehrt, wenn alle Komponenten der Deformations- 
geschwindigkeit verschwinden; dies.ist nur bei Translation und Rotation der 
Flissigkeit als ganzen starren Kérpers der Fall. Auch bei einer wirbellosen 
Strémung — wie sie etwa beim Beginn einer Bewegung auftritt — wird im 
allgemeinen Energie verzehrt; jedoch 1a8t sich (4) so umformen, da8 man durch 
partielle Integration auf den fiir wirbellose, Bewegung giiltigen Ausdruck 


ra Gee ere sy (5) 


n 





gefiihrt wird, wobei d/ das Element der Oberflache des betrachteten Flissigkeits- 
raumes und dn die einwarts gerichtete Normale bedeutet. Daraus folgt, daB 
bei einer festen Berandung, an welcher alle Geschwindigkeitskomponenten ver- 
schwinden, in einer wirbellosen Strémung keine Energieverzehrung auftritt. 
Mit der Aussage (4) zusammengehalten, heiBt dies so viel, daB eine nur zwischen 
festen Wanden verlaufende wirbellose Strémung einer zahen Fliissigkeit un- 
méglich ist. du 

Fiir den besonderen Fall, daB die Konvektionsglieder ua usw. ver- 
nachliassigt werden kénnen, haben HELMHOLTZ!) und KORTEWEG?) gezeigt, daB 
die Energieverzehrung bei der stationaren Bewegung am kleinsten ist, und da8 
jede nicht stationare Bewegung im Laufe der Zeit in die stationare iibergeht, 
deren Eindeutigkeit und Stabilitat damit bewiesen ist (aber natiirlich nur fiir 
verschwindende Konvektionsglieder; s. unten Abschnitt III). 

10. Ahnlichkeitsgesetz. Naturgesetze erhalten allgemein ihre durchsichtigste 
und giltigste Form, wenn man sie als Beziehungen zwischen unbenannten Zahlen, 
dimensionslosen GréBen schreibt. Man gewinnt dann auch den besten Einblick 
in die Tragweite von Einzelerfahrungen, in die Ubertragbarkeit von Messungs- 
ergebnissen auf nicht gemessene Falle. Die einzelnen GréBen, welche in Natur- 
gesetzen Verwendung finden, haben immer eine bestimmte Dimension, d. h. sie 
werden in bestimmter Weise durch eine Kombination der allgemein festgesetzten 
Mafeinheiten gemessen. Im Fall der zahen Fliissigkeiten treten folgende GréBen 
miteinander in Beziehung: Die Geschwindigkeit (U), gemessen in [cm/s], die 
Langenabmessungen (/) gemessen in [cm], die Dichte @ [g/cm*]?) und der Zahig- 
keitskoeffizient u, definitionsgem48 gegeben durch die Form ,,Druck durch 
Geschwindigkeitsgefalle“ [g/cms]. Alle Komponenten der Geschwindigkeit 
lassen sich durch Verhaltniszahlen auf U, alle Langenabmessungen durch Ver- 
haltniszahlen auf / zuriickfiithren. Sind in zwei betrachteten Fallen diese Ver- 
haltniszahlen dieselben, so heiBt dies, daB die beiden Faille geometrisch 4hn- 
lich sind. Geometrisch ahnliche Falle sind auch mechanisch dhnlich, wenn 
durch die mechanische Gleichung nicht eine weitere Ahnlichkeitsforderung 
hereingetragen wird. Fragt man z. B. nach einer Kraft K, die in einer idealen 
Flissigkeit bei festen Begrenzungen auftritt, so kann die Abhangigkeit, die K 
mit U, @ und /, sowie mit geométrischen Verhdltniszahlen verkniipft, nur die 
Form annehmen 

A == konst: -97702; (1) 


wobei die Konstante bei geometrisch ahnlichen Fallen dieselbe sein mu8; oder, 
anders ausgedriickt: Die dimensionslose Gré8e (mechanische Verhaltniszahl) 


1) H. v. HEtmuHoLtz, Wiss. Abh. Bd. 1, S. 223; 

3) IDs Te KorTEWEG, Phil. Mag. (5), Bd. 16, S. 112. 1883. 

3) Es werde hier durchgangig, wenn nicht anders bemerkt, das physikalische MaB- 
system benutzt, also g = Gramm-Masse. - ae 
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K/gl?U? hangt nut von geometrischen Verhaltnissen (Langen- und Geschwindig- 
keitsverhaltnissen oder Winkeln) ab. 

__ Bei zahen Flissigkeiten geniigt die geometrische Ahnlichkeit jedoch noch 
nicht, um mechanisch ahnliche Vorginge darzustellen. Die Verhaltnisse werden 
durch die dimensionslose GréBe bestimmt, die aus den obengenannten vier 
physikalischen GréBen eindeutig gebildet wird: 

olU 

array (2) 
Man nennt diese Zahl die REyNoLpssche Kennzahl, da ihre Bedeutung zuerst 
von OSBORNE REYNOLDS?!) (1883) erkannt worden ist. Physikalisch gesprochen 
gibt die ReyNnotpssche Zahl das Verhaltnis der Tragheitskraéfte zu den 
Reibungskraften an oder das Verhialtnis der kinetischen Energie zur Arbeit 
der Reibungskrafte. Man kann zu diesem Ergebnis auch in einfacher Weise so 
gelangen, daB man alle in den Differentialgleichungen auftretenden Geschwindig- 
keiten auf U, alle Langen (also auch die Koordinaten) auf J bezieht,,so daB 
Beziehungen zwischen Verhiltnissen (uw/U..., x/l...) erscheinen. In diesen 
Gleichungen tritt dann an Stelle von g und yp fiir sich nur die eine bestimmende 
Gr6Be R auf, von welcher die dimensionslosen, Uberdruck oder auBere Kraft 
enthaltenden Verhaltnisse abhangen. 

FaBt*) man nach der kinetischen Theorie die Zahigkeitskonstante als gegeben 
durch die freie Weglange 4 und die molekulare Geschwindigkeit c auf, so wird wu 
bis auf einen Zahlenfaktor gleich gcd, und die REyNotpssche Kennzahl zerlegt 
sich in zwei Verhaltniszahlen , 


R= 





BS ve SD (3) 


In der gew6éhnlichen Hydrodynamik ist immer U/c <1 und J/A>>1; bei sehr 
kleinen Abmessungen //A~©4 und sehr groBen Geschwindigkeiten U/c~1 
erweisen sich die Erscheinungen als nicht nur von R, sondern von J/A bzw. U/c 
fiir sich abhangig; im ersteren Fall spielen besondere molekulare Vorstellungen, 
im letzteren Fall die Kompressibilitat und thermodynamische Gesichtspunkte 
eine wesentliche Rolle. 

Die REyNoLpssche Kennzahl kann etwa in folgender Weise verwendet werden: 
Man habe z. B. die Widerstandskraft gemessen, welche ein bestimmt gestalteter 
KGrper von bestimmter Ausdehnung /, in einer mit Geschwindigkeit U, strémen- 
den, durch die Materialkonstanten 0, und yw, charakterisierten Flissigkeit erfahrt. 
Man kann dann auf den Widerstand schlieBen, den ein geometrisch ahnlicher 
Kérper von der Ausdehnung /, bei der Geschwindigkeit U, in einer Flissigkeit 
von der Dichte 9, und dem Zahigkeitskoeffizienten ju, erfahrt, wenn 0,/, U;/U, 
= 0,1, U,/,. Natiirlich ist nicht etwa in beiden Fallen die Kraft dieselbe, sondern 
nur der dimensionslose Koeffizient K/o/?U2. Oder man habe ein besonderes 
Verhalten, etwa eine plétzliche Anderung der Stromungsform bei einer Rohren- 
strémung (s. Ziff. 31) in einer Rohre vom kleinen Durchmesser 4 bei einer 
Stromungsgeschwindigkeit U,, beobachtet; so kann man sicher sein, daB die 
gleiche plotzliche Anderung bei der gleichen Fliissigkeit in einer groBeren Rohre 
vom Durchmesser /, schon bei der kleineren Geschwindigkeit U, = U,1,/l, auftritt; 
wird eine andere Fliissigkeit verwendet, so wird U, = 0,U,1,/y+ Me/02!,.  All- 
gemein sind die dimensionslosen GréBen, welche die Strémungs- 


1) O. REYNOLDs, Scient. Pap. Bureau of Stand. Bd. 2, S.‘54; Phil. Trans. Bd. 174, 


S. 935. 1883. 
=) a Ba vy. KArmAn, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 395. 1923; Abh. Aerod. Inst. 
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form (Winkel der Stromlinien, Art der Wirbel usw.) und die mechanischen 
Verhaltnisse (K/ol?U%) charakterisieren, nur abhangig von der Rey- 
noldsschen Zahl R der betrachteten Strémung. 

Die groBe Bedeutung dieser Erkenntnis fiir die Modellversuche wie iiber- 
haupt fiir die Ubertragbarkeit einmaliger experimenteller MeBergebnisse auf 


andere Falle liegt auf der Hand. Fas 
Als Materialkonstante tritt in der REyNoLpsschen Zahl nur das Verhaltnis 


yo (4) 
@ 
auf, das man die kinematische Zahigkeit nennt und das weit dfter eine Rolle 
spielt als der Koeffizient 4. Auch ist » die physikalisch klarere Konstante, denn 
sie verbindet, in Ziff. 1, Gleichung (1) eingefithrt, die Schubspannung mit dem 
Impulsgefalle; dieses ist aber die mechanisch wirksame Gr6Be, nicht das Ge- 
schwindigkeitsgefalle. + 

11. Einschrankungen des Ahnlichkeitsgesetzes. Die Anwendbarkeit der 
Modellregel wird grundsatzlich durch die Kompressibilitat einer Fliissigkeit 
begrenzt, so daB die Ubertragbarkeit irgendwelcher Versuchsergebnisse von 
Wasser auf Luft nicht ohne weiteres gewahrleistet ist; es tritt hier noch der 
Kompressionsmodul x = 0 d/do in die Beziehungen ein, wodurch eine andere 
dimensionslose Zahl neben R tritt. Praktisch ist indessen die Bedeutung dieser 
Einschrankung fiir viele Falle gering; die dimensionslose Zahl, zu welcher der 
Kompressionsmodul mit den anderen Konstanten zusammentritt, ist namlich 
o U2/x = U?/c?, wobei c die Schallgeschwindigkeit bedeutet. Solange nun das 
Verhaltnis U/c klein bleibt, spielt es erfahrungsgemaB keine Rolle; erst wenn 
die Strémungsgeschwindigkeit der Flissigkeit oder die Bewegungsgeschwindig- 
keit eines relativ zur Fliissigkeit bewegten Kérpers etwa halb so groB wie die 
Schallgeschwindigkeit ist, beginnt sich die Kompressibilitat fihlbar zu machen?). 
Wenn es sich, wie in fast allen Problemen der Luftfahrt, um Unterschall- 
geschwindigkeiten handelt, steht der Verwendung der REYyNoLDsschen Uber- 
tragungsregel und somit auch der entsprechenden Ubertragung von Wasser 
auf Luft nichts im Wege. 

Eine Einschrankung .erfahrt das ReyNnoLpssche Ahnlichkeitsgesetz nur, 
wenn durch die Vorgange an der Begrenzung der Fliissigkeit eine andere physi- 
kalische Einwirkung stattfindet. An festen Wanden bleibt die Flissigkeit haften; 
eine Einwirkung der Wandbeschaffenheit kann nicht auftreten, solange die 
Unebenheiten der festen Wande auf den Verlauf der Strémung keinen Einflu8 
haben. Dies ist aber erfahrungsgema8 nur bei. m&Bigen REyNoLDsschen Kenn- 
zahlen der Fall; bei groBen Kennzahlen ist die zwischen Flissigkeit und Wand 
wirkende Kraft von der Rauhigkeit abhangig; Stromungen von gleicher 
geometrischer Begrenzung miissen infolge der Unebenheiten an der Wand als 
nicht ahnlich angesehen werden. Es finden in einer mit diesen Unebenheiten 
vergleichbaren Schicht der Fliissigkeit Kraft- oder Impulsiibertragungen statt, 
die das gesamte Strémungsbild und somit die gesamten Kraftwirkungen ent- 
scheidend bestimmen. Das Rrynorpssche Ahnlichkeitsgesetz mu8 durch ein 
Ahnlichkeitsgesetz fiir ,,Rauhigkeit“ erganzt werden (s. Ziff. 47). 

Eine ahnliche Einschrankung tritt bei Vorgangen mit freier Oberflache ein, 
da durch die Druckbedingung dort die Schwere und die Kapillaritat einen Einflu8 
haben. Infolge der Schwere hangen die mechanischen Verhaltnisse — wie bei 
Behandlung der Wellenerscheinungen?) hervorgehoben — von einer dimensions- 
losen GroBe gl/U? ab, die neben die ReyNotpssche Kennzahl tritt. Auf diese 


1) Vgl. Kap. 4, Ziff. 18 ds. Bd. des Handb. 2) Vel. Kapa) Zitt 4208 
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GréBe geht die Modellregel von FRoupE zuriick, die allen’\Untersuchungen iiber 
Wellenmechanik, vor allem iiber Wellenwiderstand von Schiffen zugrunde gelegt 
werden muB. Treten Reibungs- und Wellenerscheinungen gleichzeitig auf, so 
ist eine einfache Ubertragung von einem auf den anderen Fall, insonderheit 
vom Modell auf die technische Wirklichkeit nicht méglich. Es sei noch hervor- 
gehoben, da bei Modellversuchen, denen die FRoupEsche Regel zugrunde 
gelegt werden muB (Schiffe), bei kleinerem / auch U kleiner werden muB, wahrend 
bei reinen Reibungserscheinungen (z. B. Luftfahrzeuge) die RryNnoipssche 
Regel fiir das kleinere Modell gréBere Geschwindigkeit bei gleicher Flissigkeit 
erfordert; dies bedeutet einen grofen technischen Vorteil der Modellversuche 
im ersteren Fall. 

Der Einflu8 der Kapillaritatskonstante y, die zu einer dimensionslosen 
GréBe y/uU fihrt, ist von geringer Bedeutung und nur gelegentlich hervor- 
gehoben worden. 

12. Reibende und reibungslose Fliissigkeiten. Der Reibungskoeffizient der 
wichtigsten Fliissigkeiten, vor allem auch des Wassers und der Luft, ist so klein, 
daB die auf ein Element in der Fliissigkeit wirkenden Reibungskrafte in der 
Regel sehr klein gegen die Massenkrafte und die statischen Druckkrafte sind. 
Nach den Uberlegungen der vorigen Ziffer heiBt das so viel, daB die REYNoLDssche 
Kennzahl der meisten praktisch interessanten Strémungsvorgange sehr groB ist. 
Man wird also zunachst zur Vermutung gefiihrt, daB die Mechanik der idealen 
Fliissigkeiten eine gute Naherung fiir die Vorgange in zdhen Flissigkeiten dar- 
stellen miisse. Indes steckt gerade hier das Kernproblem der modernen Hydro- 
dynamik, namlich den richtigen Grenziibergang zum Reibungskoeffizienten 
Null bzw. zu R = oo zu finden, Mathematisch ist die Schwierigkeit leicht ein- 
zusehen: die Differentialgleichungen fiir zahe Flissigkeiten sind von hdherer 
Ordnung als die fiir ideale Fliissigkeiten, sie erfordern mehr kausale Bestimmtheit 
durch die Grenzbedingungen im Einzelfall. Eine Lésung fiir ideale Flissigkeiten, 
welche etwa bei fester Begrenzung der Bedingung geniigt, da die Strémung 
keine Komponente senkrecht zur Wand haben kann, wird im allgemeinen nicht 
die Bedingung des Haftens am festen Kérper erfiillen. Sie mag also in der ganzen 
Fliissigkeit einer méglichen Strémung einer zahen Fliissigkeit beliebig nahe- 
kommen; in der unmittelbaren Nachbarschaft der festen Begrenzung weicht sie 
von einer solchen vollstandig ab. Die durch eine solche Lésung naherungsweise 
dargestellte Strémung einer zahen Fliissigkeit ist also eine ganz andere als die 
durch die. physikalischen .Bedingungen des betreffenden Problems gegebene, 
und diese Strémung wird natiirlich im allgemeinen gar nicht einfach physikalisch 
realisierbar sein. 

Legen wir die Gesetze fiir zahe Fliissigkeiten mit den Bedingungen an den 
Grenzen unseren (mathematischen oder physikalischen) Betrachtungen zugrunde, 
so ergeben sich ganz bestimmte eindeutige (oder wenigstens endlich vieldeutige) 
Lésungen. Bei idealen Fliissigkeiten ist diese Eindeutigkeit keineswegs vor- 
handen; man betrachte z. B. eine Stromung in Schichten zwischen zwei parallelen 
festen Wanden, so kénnen diese Schichten relativ zueinander beliebige Geschwin- 
digkeit haben. Eine Eindeutigkeit wird in die Mechanik der idealen Flissigkeiten 
erst durch die Erkenntnis hineingetragen, da8 Wirbel in der idealen Flissigkeit 
nicht entstehen und nicht vergehen kénnen, daf also am Anfang vorhandene 
Wirbel in ganz eindeutiger Weise sich bewegen, und da die ganze Stromung 
wirbellos bleibt, wenn sie einmal wirbellos war. Diese Gesetze gelten aber fir 
zahe Flissigkeiten nicht mehr, sie gelten vor allem nicht mehr in der Nachbar- 
schaft fester Begrenzungen. Will man also diejenige ideale Strémung heraus- 
suchen, die einem bestimmten physikalischen Problem entspricht, so darf man 
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nicht annehmen, daB dies eine wirbellose, eine Potentialstrémung sei; es wird 
vielmehr eine Stromung mit gewissen in der Fliissigkeit bewegten Wirbeln sein, 
iiber deren Verteilung und Intensitat die Mechanik der idealen Fliissigkeiten 
nichts aussagen kann. Die Mechanik der zahen Fliissigkeiten kann grundsatzlich 
zu solchen Aussagen fiihren, doch sind hier die mathematischen Schwierigkeiten — 
es handelt sich um nichtlineare, partielle Differentialgleichungen — so ungeheuer, 
daB nur in den seltensten Fallen ein gangbarer Weg sich darbietet. 

Die moderne Hydrodynamik sucht durch Teilung der Aufgabe zum Ziele 
zu kommen: Erstens werden durch plausible Annahmen Wirbelverteilungen und 
Wirbelintensitaten erraten, welche in idealer Fliissigkeit eine Strémung hervor- 
rufen, die der wirklichen (bei groBem R) sehr nahekommt. Solche Annahmen 
sind z. B. vollstandige Wirbellosigkeit in der Wellenlehre, der Zirkulationswirbel 
in der Auftriebstheorie, die WirbelstraBen in der Widerstandstheorie. Zweitens 
wird die Theorie der zahen Fliissigkeiten herangezogen, um das Entstehen gerade 
dieser Wirbelverteilungen zu -begriinden. : 


II. Reine Zahigkeitserscheinungen. 


13. Schichtenstromungen. Um leicht zu iiberblickende und auch mathe- 
matisch zugadngliche Verhaltnisse zu erhalten, die zur Messung des Koeffizienten yu 
dienen kénnen, mu8 man zuniachst solche Falle suchen, in denen die Reibungs- 
krafte nur mit dem hydrostatischen Druck und der Schwerkraft im Gleichgewicht 
stehen, wahrend die Tragheitskrafte keine Rolle spielen. Das hat mathematisch 
den Wegfall der quadratischen Glieder in den Differentialgleichungen zur Folge. 
Es gibt Falle, in welchen die Tragheitsglieder belanglos werden, namlich 
Strémungen mit sehr geringer ReEyNoLpsscher Zahl; es gibt aber auch Falle, 
in denen sie identisch verschwinden; das sind die Schichtenstrémungen. Bei 
einer Stré6mung, die nur von festen Wanden oder einer freien Oberflache parallel 
zur x-Achse begrenzt wird, liegt die Annahme nahe, daB die Geschwindigkeit 
wberall in der x-Richtung erfolgt. Nach der Kontinuitatsgleichung muB fir eine 
solche Strémung 04/0 x = 0 sein; alle quadratischen Glieder in den Differential- 
gleichungen fallen identisch weg; die Lésung ist mit elementaren Methoden zu 
erhalten. 

Zwischen zwei um die Strecke / voneinander entfernten Querschnitten, 
in welchen die hydrostatischen Drucke fy bzw. , herrschen, stréme eine zdhe 
Flissigkeit stationar in Schichten (oder, wie man auch sagt, laminar), begrenzt 
von zwei Ebenen y = --h, also von der z-Richtung unabhangig. Dann muB 
sich ein konstantes Druckgefalle —dp/dx = (py — f,)/l ausbilden. Die Ge- 
schwindigkeit « mu8 gemaB Ziff.3, Gleichung (2) der Differentialgleichung 
gehorchen 





Gu.  py—p 
& dy? a er ac , (1) 
und fir y= -++A muB w= 0 sein. Daraus folgt 
4 — 
wip eh eee Ayes (2) 


Die sekundliche Durchflu8menge Q (Volumen) ergibt sich fiir die Breite 20, 
welche >/ ist, zu 


: +h 
Q=2bfudy— +. PoP pip | (3) 
Ay 4 : 


° ft 4 Pas 
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oder der nétige Uberdruck zur Férderung eines Volumens Q in der Sekunde zu 
fee Pi) 3 69 (4) 


i 4 bh * 
Auch fiir den Fall, daB 6 mit h vergleichbar wird, la8t sich die Integration mit 





Hilfe einer Fourierentwicklung = S’cos(2k-+ 4) 2 = leicht bewerkstelligen; 


es ergibt sich bei Entwicklung fiir kleine h/b bis auf Glieder von der GroBenordnung 
e~4hlb die DurchfluBmenge 


LI ewe st a 
aris: ; b 18 (1 — 0,63 oh (5) 
Fir kreisf6rmige Querschnitte vom Halbmesser a wird die: Differential- 
gleichung ee x ee 7 
haat ha me 


wenn hier y den Abstand von der Rohrachse bedeutet. Am Umfang muB u = 0 
sein, und fiir y = 0 darf natiirlich keine Singularitat auftreten, nicht U = 00 
werden. Daraus ergibt sich elementar die sog. PorsruirLEsche Formel 








1 sg, 
: | aera PR Po j ta (a2 — 72) : (7) 
un 
os Po Ps a. (8) 


Die Strémung durch einen kreisringférmigen Querschnitt fiihrt von 
derselben Differentialgleichung mit den Bedingungen u — 0 fiir Innenradius 
y =a und AuBenradius ry = b zu 





_ 1 po-—p Ba + 
- 4u : l G Oa mien | (9) 
und 
= po= fi (G? = a*)* 
ay Su l [os ae r= In b/a | ; (10) 


Die einfachste Schichtenstrémung, welche als Grundlage schwieriger theo- 
retischer Probleme (s. Ziff. 34) groBe Wichtigkeit erlangt hat, erhalt man, wenn 
man die eine von zwei unendlich ausgedehnten, eine zahe Fliissigkeit berandenden 
Platten bewegt, die andere ruhen 1a8t; dabei ist kein Druckgefalle vor- 
handen, die Geschwindigkeit wachst linear von der ruhenden (y = 0) zur 
bewegten Wand (y = h): y 


wenn U die Geschwindigkeit der bewegten Wand bedeutet, Dabei ist die Kraft K, 
gerechnet auf die Flacheneinheit, welche nétig ist, um die Wand zu bewegen, 
d. i. die Schubkraft, welche die Fliissigkeit auf die bewegte Wand ausiibt, 
du U 

giaweere) a 
Natiirlich wirkt dieselbe Kraft in entgegengesetzter Richtung auf die ruhende 
Wand. Dieser einfachste Fall kann nahezu verwirklicht werden durch zwei 
konzentrische Zylinder, zwischen denen sich eine zahe Fliissigkeit 
befindet und von denen der eine ruht, der andere gedreht wird. Es ruhe der 
innere Zylinder mit Radius a, der 4uBere mit Radius 6b habe die Geschwindig- 
keit U, so ist die Differentialgleichung [s. Ziff. 5, Gleichung (1)] 


a Ls (ei uU 
satrap Rao (13) 
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E F t br—a@ a Ub oe a ' 
Bei dak pee y B—a  b—a? (7 7 : (14) 
und das bei der Bewegung erforderliche Drehmoment fiir einen solchen Zylinder 
von der Hohe H ist nach Ziff. 5, Gleichung (2) 
2p 
M=2@Hpa(-* 4) = 4nnUH-.. (15) 


av ¢ 


Bei sehr kleinem 6 — a = 6 ergibt sich einfacher 
2a uUH a 


Mahe 





(16) 


Dieser Fall ist auch von Wichtigkeit wegen seiner Anwendung in der Theorie 
der Schmiermittelreibung (Ziff. 18); auch zur Messung der Zahigkeit ist er ge- 
legentlich verwendet worden. Ferner dient er als Grundlage zu den wichtigen 
CoveTtEschen Messungen ttber den Einsatz der Turbulenz (Ziff. 32) und zu 
den Taytorschen Stabilitatsrechnungen (Ziff. 55). 

14. Messung des Zahigkeitskoeffizienten. Jeder in Ziff. 13 besprochene 
Fall fiihrt zu einer einfachen und strengen Formel, welche zur Bestimmung von mu 
dienen kann. Am besten arbeitet man mit einem Rohr von kreisf6rmigem Quer- 
schnitt und wendet die PoISEUILLEsche Formel (8) von Ziff. 13 an; man hat 
nur die Druckdifferenz und die dazu gehérige DurchfluBmenge zu messen und 
erhalt ee ee ar a 

ees Bia eos 


Will man zu ganz einwandfreien Ergebnissen kommen, so mu8 man die MeBréhre 
méoglichst lang nehmen oder die Druckdifferenz an zwei Stellen messen, die vom 
Einlauf und vom Auslauf einigermaBen 
entfernt sind. Denn an diesen Stellen 
treten ja Tragheitskrafte auf, denen die 
Druckkrafte auch das Gleichgewicht halten 
missen. Kann der Versuch nicht in dieser 
Weise angestellt werden, so muB man ver- 
suchen, durch Korrektion der Formel (1) 
die Tragheitskrafte mit zu beriicksichtigen. 
Das ist nétig, wenn etwa die Druckdifferenz 
zwischen den Reservoiren am Einlauf und 
am Auslauf gemessen wird oder wenn die 
Flissigkeit in einem freien Strahl austritt. 
Das ist unerlaBlich, wenn es sich um Mes- 
sungen in kurzen Réhren handelt; solche 
sind in der Technik, sowie in der Medizin 
iiblich bei den sog. ENGLERschen Viskosi- 
metern, deren Bau und iibliche Abmes- 
Abb. 2. Ewnerersches Viskosimeter.  Sungen aus der Abb. 2 deutlich werden; 
a AusfluBéffnung (3mm Durchmesser,2mm lang), Sle werden natiirlich nur zu relativen Mes- 
» Ventilstift, ¢ Marken, d Wasserbad, ¢ Thermo- sungen verwandt; die AusfluBzeit einer be- 
stimmten an der MeBflasche ablesbaren 
Flissigkeitsmenge wird mit der AusfluBzeit derselben Menge Wasser von 20°C 
verglichen. Das Verhaltnis der beiden Zeiten, ,,Englergrad“ genannt, dient 
als Ma8 der Zahigkeit (s. auch Ziff. 44). 
Die einfachste Art, eine Korrektur an der Formel (1) anzubringen, ist die 
lang bekannte von HAGENBACH; diese bezieht sich auf den Fall, daB der Druck Po 
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in einem praktisch ruhenden Einlaufreservoir gemessen wird, der Druck py 
an einem Ende, wo die Fliissigkeit in freiem Strahl ausflieBt (wo er etwa gleich 
dem Atmospharendruck gesetzt werden kann). Dann mu8 die Druckdifferenz 
in der Zeiteinheit nicht nur die Reibungsarbeit leisten, sondern auch die kinetische 
Energie der austretenden Fliissigkeit erzeugen, welche sich durch Integration 


zu 0 2U%@ ergibt, wenn 


aa 


(2) 


die mittlere Geschwindigkeit bedeutet. Der Zahigkeitskoeffizient erscheint also 
in dem Versuch zu hoch und muB im Verhiltnis der betreffenden Arbeiten ver- 
mindert werden, so daB an Stelle von (1) die Formel tritt: 


x po 


— py a* 


ea ier ts 


Q 


(1 





| (3) 


Po — fi 


Dieser Gedankengang ist indes nicht einwandfrei; denn es wird dabei voraus- 
gesetzt, da8 sich gleich am Einlauf der Rohre die parabolische Geschwindigkeits- 
verteilung ausbildet, wobei entsprechend der gréBeren kinetischen Energie dieser 
Verteilung gegeniiber der gleichférmigen eine besondere Druckarbeit 0 2 a? U3/2 
geleistet werden miiBte, und die Reibungsarbeit in der Réhre dieselbe ware 


wie bei der unendlich langen Rohre. 


In Wirklichkeit entsteht die PotsEumrrEsche Verteilung erst nach und 
nach in der Strémung dadurch, daB die an der Wand festgehaltenen Schichten 
durch die Reibung Schubkrafte ins Innere der Fliissigkeit hinein tbertragen. 
Es ist eine gewisse ,, Anlaufstrecke“‘ erforderlich, auf welcher sich dieser allmahliche 
Ubergang in die Endverteilung herstellt. Um auch Messungen an Anlaufstrecken, 
wie beim Englerapparat, quantitativ zu erfassen und somit zur Bestimmung 
von 4“ verwenden zu kénnen, mu8 man das Gleichgewicht zwischen Reibungs- 
und Tragheitskraften betrachten. Wir kommen darauf unten zuriick (Ziff. 44), 
ebenso auf andere Methoden zur Messung der Zahigkeit, die teils historisches 
Interesse haben, teils in Fallen angewandt werden miissen, wo die einfacheren 
Methoden technisch nicht durchfiihrbar sind (Ziff. 54 u. 56). (So 1aBt sich z. B. 


keine enge Rohre aus feuerfestem 
Material herstellen, in welcher 
die Zahigkeit geschmolzener Me- 
talle gemessen werden kénnte.) 


15. Zahlenwerte. Der Zahig- 
keitskoeffizient erweist sich als 
sehr stark abhangig von der Tem- 
peratur; deshalb ist es dringend 
notwendig, beihydrodynamischen 
Messungen stets die Temperatur 
zu bestimmen, da sonst alle 
Schliisse unsicher werden, schon 
wegen der ungenauen Bestim- 
mung der REyNotpsschen Kenn- 
zahl. Fiir Wasser, Luft und Ol 
gibt Abb. 3 diese Abhangigkeit, 
und zwar fiir die kinematische 
Zahigkeit vy = w/o. Abb. 4 zeigt 
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Abb. 5 zeigt, wie die Zahigkeit einiger Lésungen von der Konzentration 
abhangt. Aus diesen Zahigkeitswerten kénnen die GréBen der Molekiile und 
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Abb. 4. Zahigkeit geschmolzener Metalle. 


Tabelle zu Abb. 4. 
a ee oe 


















Untersuchte Metalle Versuche von Art der Untersuchung Literatur 

Zinn (Sn,) PLtss DurchfluBmethode | ZS. f. anorg. Chem. Bd. 93, 

Wismut (Bi) ‘ % Se te A9G5. 

Zinn (Sn,) Pawsitt Schwing. Scheibe | Journ. chem. soc. Bd. 93, 
S. 1299. 1908; Proc. Roy. 
Soc. London Bd. 80, S. 290. 

1908. 
Eisen-Kohlenstofflegierung | THIELMANN Schwing. Dissert. Aachen 1926 (noch 
(Be @)\ics5) 385,94 Cae Hohlzylinder nicht verdffentlicht) 


die Loscumiptsche Zahl bestimmt werden (s. die betreffenden Bande des Hand- 
buchs). : 

Die folgenden Tabellen enthalten Werte von und von » fiir die wichtigsten 
Fliissigkeiten und Gase. 
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Tabelle 1. Zahigkeit von Flissigkeiten. 





ii ites | > | een 
Substanz | Temp, [°C] wlgem-1s-—1] vy [em*?s- 1] 

mthylalkohol®.°, . 2.» . (6) 0,01843 0,02283 
Athylalkohol SC ae 19 0,01212 0,01549 
Ameisenséure Sle =e a? Se 16 0,01953 0,01592 
PSV WE Rk al Eee 20 0,04467 0,04300 
(eR AOL ware cc % 1. eek’, cele 20 0,00642 0,00731 
UB Yejnle folly (ae a eae i ee ae a 60 0,00389 0,00466 
IST OT Oe agi hess = Geel AM ae ae’ 26 0,00946 0,00313 
Chloroform Hf Eel at Cee, LA 20 0,00568 0,00377 
Essigsaure Oe ce aed 20 0,01232 0,01173 
Essigsaure Sea ae ars Mapua Alice 57 0,00726 0,0724 
(GIN ZORW nay w ce. cael ma © 3 42,20 33,40 
STIVACHIN NG oye fy is oy ye 18 10,69 8,48 
REIS AGGME Sn aw, 3 ew 21 7,78 6,18 
Kohlendioxyd Shag 0d) 8 i 10 0,00085 0,00099 
Kohlendioxyd i 20 0,00071 0,00093 
attatlhee ss Coe wee Alec on Sous — 0,0033 0,0033 
Maschinenél (Deutz)... . 10 6,755 7,34 

44 0,710 0,772 
IPbeU@la ya SS coc se Un, Rs 18 0,1274 O22 
Ouceksilber s 2 <5.) '. we oe 20 0,01589 0,00117 
Salpetersamres Vik) see 0 0,02275 0,0143 
Schwefelkohlenstoff .... 20 0,00376 0,00298 
Schwefelsture . . . g s-.c.* 20 0,2193 0,1195 
PReEpemrinOle. ae. kc ce 20 0,01487 a 
ROE D CAR Sn ae wis ee ye, oe O 0,00769 0,0087 








Tabelle 2. Zahigkeit von Gasen. 











Substanz Temp. [°C] w[gem—1s—1] y[om?*s — 1] 
Ammoniak 0 0,0000957 0,126 
BESOM Gp Pec e he). O 0,0002102 0,118 
Chlorwasserstof 0 0,0001379 0,084 
Helium . Se, (6) 0,0001885 1,059 
Kohlendioxyd . 10) 0,0001414 0,072 
Kohlenoxyd . 0 0,0001630 0,130 
Krypton (@) 0,0002334 0,063 
Lutte, O _0,0001 700 0,172 
att, 2 15 0,0001800 0,125 
Methan . 0 0,0001040 0,145 _ 
Neon . oO 0,0002981 0,330 
Sauerstoff : O 0,0001928 0,014 
Schwefelwasserstoff O 0,0001154 0,076 
Stickstoff . O 0,0001674 0,137 
Wasserstoff . 0 0,0000850 * 0,945 
Xenon . 18) 0,0002107 0,036 


16. Bewegung eines Kérpers in einer zahen Flissigkeit. Bei ganz kleinen 
Reyno.psschen Zahlen kann man auch die Bewegung eines festen K6rpers in 
der zahen Fliissigkeit berechnen,, indem man die Tragheitskrafte gegentiber den 
Reibungskraften vernachlassigt. In diesem Falle kann von vornherein keine 
exakte, sondern nur eine Naherungstheorie erwartet werden, deren Giiltigkeits- 
grenzen Versuch und theoretische Abschatzung erst erweisen miissen. Ohne 
Tragheitsglieder lauten die Differentialgleichungen fiir stationdre Bewegung 

op op 


PL du, Gy HAD, 37 — HAw. (1) 
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Aus diesen Gleichungen folgt ganz allgemein 4f = 0; auch ist allgemein zu 
erkennen, daB sich die Lésung fiir u, v, w aus zwei (durch die Zeiger , und , 
bezeichneten) Teilen zusammensetzen laBt, namlich einer Potentiallésung 





b, = gradg, ; (2) 
fiir welche pAg=>p (3) 
und einer Lésung der Gleichung 
Aug= Ai, Aw, = 0. (4) 
Die Kontinuitatsgleichung ergibt ferner if 
2 = divn, =F + See (5) 


Die Bewegung einer Kugel vom Halbmesser a mit der Geschwindigkeit U in 
Richtung der positiven x-Achse erhaélt man, wenn man 


Us = Wy = 0, Uy = — (6) 


setzt; dann ergibt sich # aus (5) und @ aus (3). Die dabei auftretenden Kon- 
stanten, sowie ¢ in (6) ergeben sich aus den Grenzbedingungen 


UW == 0 — 0 hia sa — a 
und 
“w= U0, ve w=0, p= p, tire 760; 


Man erhalt die vollstandige Lésung in der Gestalt 





es 3 Ua -) 3 ( 3a: aga, 
ve —~¢or(i-a)etu(1—24 <a) 
guia ae 
We ite ae | ) 
Bika a 
m2 Eee 
Sy ONG: 
Pome me oe ge ae (8) 


Um die auf die Kugel wirkende Widerstandskraft zu berechnen, mu8 man 
von den Ausdriicken (7) mit Hilfe der Ausdriicke Ziff. 2, Gleichung (1) zu den 
Komponenten des Spannungstensors itbergehen und diese iiber die Kugelober- 
flache integrieren. Dabei kann man auch den Impulssatz benutzen und die 
Integration itber die unendlich ferne Kugel ausfiihren; da die Strémung stationar 
und symmetrisch ist, kann-von den Impulsen selbst kein Integral in die Impuls- 
gleichung eingehen, sondern nur von den Druckkraften. Es ergibt sich fiir die 
Kraft K, welche an der Kugel angreifen mu8, um die Bewegung zu erhalten: 


K=6npav. (9) 


Diese Rechnung riihrt von Stokes!) her und liefert fiir sehr kleine REYNOLDs- 
sche Zahlen eine befriedigende Ubereinstimmung mit den Versuchen. Dennoch 
ist der ganze Gedankengang nicht einwandfrei; dies fand StoKEs selbst heraus, 
als er ihn auf die Bewegung eines Zylinders zu ubertragen suchte und zu un- 


1) G.G.SToOKEs, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 8. 1845; Math. and Phys. Papers Bd. 1,S.75. 
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sinnigen, der Erfahrung widersprechenden Folgerungen gelangte. Es miiBte 
danach die ganze unendliche Fliissigkeit vom Zylinder mitgenommen werden, 
was augenscheinlich nicht sein kann. Die Aufklarung dieses Paradoxons gibt — 


wie LAMB zeigte — ein Gedankengang von OsEEN#), der an obige STOKEssche 
Rechnung ankniipft. 


17. Verbesserung nach Osgen. Bei der SrokeEsschen Rechnung sind alle Trag- 
heitsglieder, also auch UOu/0x usw. vernachlassigt gegentiber 04/0x und wAu; 
schatzt man aber die GréBenordnung dieser Glieder nach Ziff. 16, Gleichung (4) 
und (5) ab, so findet man, da bei sehr groBem x, y, z die Glieder UOu/Ox zu 
Null gehen wie 1/72, dagegen 06/0x und Aw wie 4/r?; in unendlicher Entfernung 
sind also die Voraussetzungen der StoKEsschen Rechnung sicher falsch, somit 
auch die gesamten Ergebnisse nicht einwandfrei. Die Bewegung eines festen 
K6rpers in einer Flissigkeit kann also auch bei kleinsten REyNoLDsschen 
Zahlen nicht als reine Zahigkeitserscheinung aufgefaBt werden; immer 
sind die Tragheitskrafte in gewissen Gebieten von derselben GréBenordnung 
wie die Reibungskrafte. 

Anstatt der Gleichung (4) von Ziff. 16 k6nnen nach OSEEN als erste Naherung 
die immer noch linearen Gleichungen dienen: 


Op in Ou 

Bars Orca ak 

a] dv 

a = Ug, + HAD, (1) 


Cp ow 
mee ee ee Pal Ue 

Dazu treten wieder die Kontinuitatsgleichung und dieselben Grenzbedin- 
gungen wie oben. Die Differentialgleichungen lassen sich exakt integrieren; 
dagegen kann man die Grenzbedingungen fiir ry = a nur annahernd befriedigen. 
Man erhalt die Naherungslésung: 











eU 
eU se et) 
SeOT ant Sea OTS er Eee eid a, 
a et yaa. y + Go Se vy}? 
eU 
~£ 2) 
= 3ua 01 Td : as aU fol ce (2) 
een 20 oy Y 4 OXCY NY 
-S¢-2) 5 
EE re Soe tis ae 
a 36. ot y s fee eae ; 
3 6 [1 1 e ) 
p=pyotimal s(t) +peevraal;)- 3) 


Hierbei ist vorausgesetzt, daB U eine positive GrdBe ist. Will man die Formeln 
so schreiben, daB die Geschwindigkeit auch in der negativen x-Richtung erfolgen 
kann, also U negativ sein kann, so muB der Exponent der Exponentialfunktion 


= orl U|v — Ux) geschrieben werden, wobei |U| den Absolutwert von U 


bedeutet. 
1) C. W. OseEn, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 6, Nr. 29. 1910; Bd. 9, Nr. 16, 1913. 


Auch Vortr. a. d. Geb. d. Hydro- u. Aerodyn., Innsbruck 1922, herausg. von TH. v KARMAN 
u, J. Levi-Civita, S. 127. Berlin 1924. 
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Das Bemerkenswerteste an dieser Lésung ist die Asymmetrie fiir positive 
und negative x; die Stromung vor dem K6rper ist eine andere als hinter 
dem Kérper, auch im Unendlichen. Unter Einflu8 eines Widerstand bietenden 
Korpers wird also eine Strémung zadher Flissigkeit dauernd verandert. Die 
Exponentialfunktionen in (2) verschwinden fir % =—oo, wo die Stré6mung 
entspringt, bleiben aber in unmittelbarer Umgebung der positiven x-Achse, 
also hinter dem Kérper, auch im Unendlichen endlich. Dasselbe gilt fiir den 
Wirbelvektor u = 4rotv. Die Anstrémung fiir x =—oo ist wirbellos, nicht 
aber die Abstromung fiir groBe positive x. Darin liegt eine physikalisch 
wichtige Erkenntnis. 

Die Widerstandskraft ergibt sich fiir die Kugel zu 











he 3 eaU 
K=6apnau(1+4 : ip (4) 
fiir die Breiteneinheit des Zylinders zu 

je ia (5) 


Das Paradoxon der StoxEesschen Rechnung lést sich hier auf?). 

Die Formel (4) schien zunachst den Versuchsergebnissen von ARNOLD 
und von LADENBURG nicht zu entsprechen?); FAxEN’) hat aber gezeigt, daB die 
Abweichung vom EinfluB der GefaBwande auf die in der zahen Fliissigkeit fallen- 
den Kugeln herrihrt; er berechnete im AnschluB an die OSEENschen Arbeiten 
den Widerstand von Kugeln, wenn die Flissigkeit zwischen zwei parallelen 
Wanden eingeschlossen ist, und wenn die Kugeln in der Achse eines zylindrischen 
Rohres fallen. 

Auch LADENBURG*) hat den groBen EinfluB der Wande auf die Fallbewegung 
von Kugeln erkannt und die Korrektion nach einer Methode von LoRENTz®*) 
berechnet; dabei wird von der StoxEesschen Formel ausgegangen und auf die so 
errechnete Geschwindigkeit diejenige superponiert, die durch Reflexion der 
urspriinglichen Bewegung an den Zylinderwanden und am Korper selbst entsteht. 
Als wichtigste Versuche'sind zu nennen diejenigen von LADENBURG#) an Stahl- 
kugeln in einer Lésung von Kolophonium in Terpentindl (uw = 1300 g/cms), 
von ARNOLD) an Metallkugeln in Ol, von ZELENY und Mc KEEHAN’) an Wachs- 
kugeln in Luft, von ALLEN’) an Luftblaschen in Anilin, von LreBsTER und 
SCHILLER®), sowie von SCHMIEDEL”*) an Stahl und Aluminiumkugeln in Mischungen 
von Wasser und Glyzerin. Die letztgenannten Versuche sind die neuesten und 
wohl die exaktesten; sie sind als Beispiel in folgender Tabelle wiedergegeben; 
der Zylinder, langs dessen Achse die Kugeln fielen, hatte einen Durchmesser von 
5,6 cm. 


1) H. Lams, Phil. Mag. Bd. 21,°S. 120. 1911. a 

*) J. v. WeysseNnHoFF, Ann. d. Phys. Bd. 62, S. 1. 1920. Dort ist eine kritische Uber- 
sicht tiber die Arbeiten vor Faxén gegeben. : 

3) H. Faxtn, Ann. d. Phys. Bd. 63, S. 581. 1920; Bd. 68, S. 89. 1922; Ark. f. Mat., 
Astron. och Fys. Bd. 17, Nr. 27. 1923; Bd. 18, Nr. 29. 1924; Bd.19A, Nr. 22. 1925. 

4) R. LADENBURG, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 287. 1907; Bd. 23, S. 447. 1907. 

>) H. A. Lorentz, Abh. tb. theoret. Phys. Bd. 1, S. 23. 1906. 

8) H. D. ARNOLD, Phil. Mag. Bd. 22, S. 755. 1941. 
) J. ZeEteny u. L. W. Mc Keenan, Phys. ZS. Bd. 11, S. 78. 1914. 
) H.S. Atten, Phil. Mag. Bd. 50, S. 323. 41900. 

®) H. Lizpster u. L, ScHILLER, Phys. ZS. Bd. 25, S. 670. 1924.. : 

%°) Im Leipziger Phys. Inst.; noch nicht verdffentlicht ; durch Herrn L. ScHittEer 
freundlichst zur Verfigung gestellt. > Ry 


o 
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Tabelle 3. 





































Kinem. ¥ Ab- 
der Kugel eid Zahigkeit x = Lis " F weichung : weichung 
a as v=plo|=Prelu| .@ = ps i ee st imag 
24 Fy /, 
3 11 
+ 0,5) 455,7 |459,4 +0,8 
Ae 0,9 25454" 123238 + 0,7 
= 21 | 160,6" 11163,2 + 1,5 
+ 1 4541,2 |152,6 + 0,99 
+ 2,7 | 102,98 |105,1 + 2,0 
+ 4,5 53,24} 53,33) +0,1 
Hp ea 5ASO3S F-54553) “O19 
+ 8,2} 40,35} 41,02] + 1,6 
+ 9,7 | 37,48] 38,29) +2,1 
+10 30,47 | 30,54} + 0,2 
+ 11,2 26,58 | 26,34] —0,9 
=r Py Si. 20,57 | 19532" 6,2 

















Die Tabelle enthalt in den Spalten 1 bis 5 die Versuchswerte; dabei ist W 
der gemessene Widerstand und yp der in iiblicher Weise berechnete dimensionslose 
Widerstandsbeiwert. Die y-Werte sind auf unendlich ausgedehnte Fliissigkeit 
umgerechnet in den Spalten 7 und 10 nach LADENBURG (wz) und FAXEN (wg) und 
verglichen mit den theoretischen Werten nach STOKES (wg¢) und OSEEN (wo,). 
Durch die vorziigliche Ubereinstimmung der Versuchswerte mit der Faxténschen 
Formel diirfte die Richtigkeit der OsEENschen Sg es ee fiir diesen 
R-Bereich gesichert sein. 

18. Versagen bei ganz kleinen Dimensionen. Die Gresetic er vie erweist 
sich also als eine fiir ganz kleine REyNoipssche Zahlen giiltige Grenzformel; 
sinkt aber der Durchmesser der Kugel unter die GréBe der freien Weglange in 
Gasen, so versagt sie wieder. In diesen Fallen liegt kein hydrodynamisches 
Problem mehr vor; die Wirkungen der einzelnen Molekiilst68e summieren sich 
nicht mehr in der einfachen Weise, daB man sie durch eine Zahigkeitskonstante 
ausdriicken kann. Dies zeigte sich in bedeutungsvoller Weise, alsin den Versuchen 
von EHRENHAFT, MILLIKAN u. a. die Bewegung ultramikroskopischer Teilchen 
zur Messung der Elektronenladung verwandt wurde; in den bekannten aus- 
gedehnten Diskussionen iiber dies Problem spielte die Nichtverwendbarkeit der 
StoxeEsschen Formel eine groBe Rolle. Verschiedene Forscher haben verbesserte 
Formeln auf Grund der kinetischen Gastheorie aufgestellt, die aber an dieser 
Stelle nicht weiter zu besprechen sind}). 

Auch die Formeln der Ziff. 13 versagen aus demselben Grunde bei allzu 
kleinen Abmessungen; so werden, wenn der Rohrendurchmesser kleiner ist als 
die freie Weglange des durchstrémenden Gases, die gegenseitigen Zusammen- 
st6Be der Molekiile untereinander keine Rolle spielen gegeniiber den Zusammen- 
st6Ben mit der Wand; dadurch wird der Druckverlust in einem Rohr von der 
Zahigkeit unabhangig. Diese Erscheinungen hat besonders KNUDSEN?) studiert. 

19. Schmiermittelreibung. Der hohe Druck, welcher nach den Formeln 
von Ziff. 13 entsteht, wenn eine gewisse Menge zaher Fliissigkeit durch einen 
engen Querschnitt gefordert wird, kann dazu benutzt werden, um zwei relativ 


1) S. den betreffenden Abschnitt des Handbuchs. Zusammenstellung auch bei E. MEYER 
u. W. GERLACH, Elster- und Geitel-Festschrift 1915, S. 196. 

2) Ubersicht z. B. KNupsENs Vortrag in: La théorie du rayonnement et les quanta. 
Paris: Gauthier-Villars 1912. 
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zueinander bewegte Flachen, welche von einer Kraft gegeneinander gepreBt 
werden, auseinander zu halten. Dies ist iiberall in der Technik nétig, wo feste 
Korper gegeneinander gleiten, einesteils um Abnutzung zu verhindern, andernteils 
um die durch Reibung verzehrte Energie herunterzusetzen, In der zwischen den 
— rotierenden oder gleitenden — Flachen 
befindlichen Olschicht entstehen Drucke und 
Schubspannungen, deren Resultierende der 
auBeren Kraft das Gleichgewicht halten muB 
und deren Schubkraft bzw. Reibungsmoment 
fiir die zur Bewegung nétige Kraft bzw. fir 
das nétige Drehmoment mafgebend ist. In 
den praktisch wichtigen Fallen handelt es sich 
um Olschichten von der GrdSenordnung 
10-?cm und um Fliissigkeiten von ziemlich 
hohem ym (Gré8enordnung 1 g/cms). Die 
ReEyno.pssche Zahl ist also immer sehr klein 
und die Tragheitskrafte treten gegeniiber den 
Reibungskraften zuriick, so daB die einfache 
Theorie von Ziff. 13 angewandt werden kann. 
Das besondere Problem der Schmier- 
Abb, 6. Zapfen und Lager. mittelreibung ist am leichtesten zu erfassen 
in dem praktisch wichtigsten Fall eines 

Zapfens, der sich in der umschlieBenden Lagerschale dreht, wahrend der 
Zwischenraum mit Ol ausgefiillt ist (Abb. 6). Fallen die Mittelpunkte von Lager 
und Zapfen zusammen, so haben wir genau den Fall der Kreisringstrémung 
[Ziff. 13, Gl. (43) ff.], und da immer die Differenz der Halbmesser von Zapfen 
und Lager nur klein ist im Vergleich mit diesen Halbmessern selbst, muB sich 
auch die Gleichung (16) von Ziff. 13 unmittelbar anwenden lassen. Der Zapfen 
nimmt infolge Haftens die Schmier- 
fliissigkeit mit; es ergibt sich zwi- 
schen dem Zapfen und demruhenden 
Lager eine naherungsweise lineare 
Geschwindigkeitsverteilung, und der 
Druck ist iberall in der Fliissigkeit 
konstant. So entsteht ein resultie- 
rendes Drehmoment, welches der 
Zapfen bei seiner Drehung iiber- 
winden muB, aber keine resultie- 
rende Kraft, welche dem Zapfen- 
druck das Gleichgewicht halten 
Abb. 7, Gleitlager. kénnte. Das Auftreten einer solchen 

Kraft ist aber wesentlich fiir die Vor- 

gange bei der Schmierung. Es kann also nicht anderes sein, als daB der 
Zapfen, wenn durch ihn eine Kraft iibertragen werden muB, exzentrisch im 
Lager sitzt (Abb. 6); dann ist der Druck nicht mehr iiberall konstant; denn 
um die Fliissigkeit durch den engeren Teil des Zwischenraumes hindurchzufihren, 
ist eine groBere Kraft nétig als im weiteren Teil, und es muB zu der vom drehenden 
Zapfen aus wirkenden Schubkraft noch ein — positives oder negatives — Druck- 
gefalle treten, welches die fehlende oder iiberschiissige Kraft ausgleicht. Analog 
kann bei einem Gleitlager der Druck des Gleitbocks nur.dann durch Druckkrafte 
ausgeglichen werden, wenn die Gleitflache des Bockes einen kleinen Winkel 
mit der Unterlage einschlieBt, so daB im Ol Druckkrafte entstehen. Und zwar 





Druckresulterende 
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ist leicht einzusehen, daB8 der Druck in der Abb. 7 von A nach B erst wachsen, 
dann fallen mu8; die bewegte Unterlage nimmt durch das Haften eine gewisse 
Olmenge mit sich, die etwa durch einen Mittelwert der Schubspannung gegeben 
sein mag. Dann ist sicher in B eine zusatzliche Druckdifferenz nétig, um dieselbe 
Menge durch den engeren Querschnitt zu fihren. Herrscht in A und in B 
Atmospharendruck #), so mu8 der Druck also von A bis zu einem Héchstwert, 
etwa bei C, ansteigen und dann wieder absinken; so ergibt sich eine am Gleitbock 
nach oben wirkende Druckresultierende. Ganz analog kénnen wir im Falle der 
Abb. 6 auf Uberdruck vor und Unterdruck hinter der engsten Stelle schlieBen. 
Wegen der Kleinheit der Olschicht im Vergleich zum Zapfenhalbmesser kénnen 
wir auch [wie z. B. schon in Ziff. 13, Gleichung (16)] das Element der Strémung 
als eben ansehen und die Strémung zwischen zwei benachbarten Querschnitten 
ebenso wie beim Gleitlager behandeln. 

Die Theorie ist also so durchzufithren, da8B die Strémung zwischen zwei um 
dx voneinander entfernten Querschnitten so berechnet wird, wie wenn die 
Schichtdicke # konstant ware; die eine Wand ruht, die andere bewegt sich mit 
der Geschwindigkeit U, auBerdem herrscht ein — zunachst noch unbekanntes — 
Druckgefalle —df/dx. Die Geschwindigkeitskomponente v sowie die Abhangig- 
keit des Druckes von der y-Koordinate werden vernachlassigt. Man erhalt als 
Elementargesetz durch Kombination der Falle (1) und (44) von Ziff. 13 


oy fet decry aaa e 


Unter Zugrundelegung dieser Beziehung werden nun h und d#/dx als von x 
abhangig angesehen, und zwar auch wenn « =7@ im Fall der Abb. 6 langs eines” 
Kreisumfangs gemessen wird. Die Kontinuitat verlangt dann, da8 die in der 


h 
Sekunde durch einen Querschnitt gefiihrte Flissigkeitsmenge Q = i) udy von 
0 


x unabhangig werde; durch alle Querschnitte muB die gleiche Fliissigkeitsmenge 
gefoérdert werden: 


“cS BR TS ee 

ax ax (v5 - dx 5) =9 (2) 
oder integriert: 

dp xe. h —ho 

ae TORU: (3) 





Hierbei bedeutet offenbar fi, die Schichtdicke an derjenigen Stelle (z. B. C in 
Abb. 7), wo der Druck seinen gré8ten oder kleinsten Wert erreicht. Diese Stelle 
selbst ist aber unbekannt. 

Das Problem besteht nun in der Integration der Gleichung (3) unter be- 
stimmten physikalisch gegebenen Bedingungen. Kennt man die Druckverteilung 
langs der Gleitbahn oder rund um den Zapfen, so kann man die Druckresultierende 
berechnen. Zu den Druckkraften treten die Schubspannungen 1, welche sich 
nach Ziff. 1, Gleichung (1) aus der jetzigen Gleichung (1) zu 


c= n(2),., @ 


leicht berechnen lassen. Die Resultierende aus Druck- und Reibungskraften 
ergibt der GréBe und Richtung nach die 4uBere auf den Zapfen oder den Gleit- 
bock wirkende Kraft, das Moment derselben so berechneten Krafte ergibt das 
bei der Drehung zu iiberwindende, energieverzehrende Reibungsmoment. Die 
beiden GréBen erscheinen abhingig von der relativen Lage der beiden gegen- 
einander bewegten Flaichen, insonderheit von der Exzentrizitat des Zapfens und 
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der Schale. Man kann so zu jedem Zapfendruck (P) die Exzentrizitat (e) der 
GréBe und Richtung nach, also die Lage des Zapfens in der Schale und das dazu- 
gehorige Reibungsmoment berechnen. 

20. Durchfiihrung und Folgerungen. Indes miissen noch die beiden bei 
der Integration von Ziff. 19, Gleichung (2) auftretenden Konstanten bestimmt 
werden, und dieses Problem ist noch durchaus nicht befriedigend gelést. Es 
erscheint zunachst selbstverstandlich, im Falle der Abb. 7 zu verlangen, daB 
der Druck an den beiden Enden A und B gleich dem Atmospharendruck sein 
miisse, wie REYNOLDS!) angenommen hat. Ebenso ist der Ansatz von SOMMER- 
FELD2) naheliegend, da8 im Falle der Abb. 6 der Druck eine periodische Funktion 
von @ sein miisse: 


p (2) = p(0). (1) 


Dann ware durch die Bestimmtheit des Druckes an einer Stelle (etwa am Ein- 
lauf) alles gegeben. Bei dieser Art der Berechnung ist jedoch vorausgesetzt, 
daB der ganze zwischen den relativ bewegten 
Flachen eingeschlossene Raum von der Fliissig- 
keit ausgefillt ist. Dies wird aber nicht immer 
der Fall sein und kann es nicht sein, wenn 
sich bei einer solchen Bewegung negative 
Drucke ergeben miBten. Dann zerreiBt die 
Fliissigkeitsschicht, und in einem gewissen Be- 
reiche ist unser ganzer Gedankengang nicht 
mehr giiltig. 

Die Ersetzung der Bedingung (4) durch 
eine andere fiir den Fall, daB negative Drucke 
auftreten miBten, ist noch eine offene Frage. 

0 200 400 600 800 7000 (GUMBEL*) hat gezeigt, daB man zu einer be- 

7 Umal/Mia friedigenden Ubereinstimmung mit gemessenen 

Abb. 8. Verschiebung des Zapfens | Werten gelangen kann, wenn man eine der 

im Lager nach VIEWEG. — ganz willkirlich aufgestellten — Bedin- 

gungen: ,,o =O an der engsten Stelle“ oder 

»a4p/dx = 0 an der engsten Stelle“ oder ,,p = 0 und dp/dx = 0 an der gleichen 

Stelle“ verwendet. Ebensogut kann man auch die SOMMERFELDsche Formel 

verwenden und nur die negativen Drucke durch # = 0 ersetzen. Keine dieser 
Annahmen 1a8t sich jedoch physikalisch befriedigend begriinden, 

Die Druckmessungen sind nicht leicht exakt durchzufiihren; die Schicht- 
dicke, von welcher die Krafte sehr stark abhangen, ist nur ungenau zu bestimmen; 
sie ist auch nicht von wesentlich héherer GréBenordnung als die unvermeidbaren 
UnregelmaBigkeiten der Oberflachen. Die starke Temperaturabhangigkeit der 
Zahigkeit bringt eine weitere Komplikation. Die exaktesten Messungen sind 
wohl die von VirwEG*), der mit Hilfe eines auf der rotierenden Welle befestigten 
Rasters die Verschiebung des Zapfens im Lager durch Mikroskop messen konnte. 
Abb. 8 gibt die Verschiebung (s) entgegen dem Zapfendruck P und senkrecht 
dazu (¢) in Abhangigkeit von der Umlaufgeschwindigkeit, bei konstant gehaltenem 
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1) O. Reynoxps, Phil. Trans. Bd. 1. 1886; Papers on mech. and phys. subj. Bd. II, 
Nr. 52; erscheint demnachst in Ostwalds Klassikern. 

?) A. SOMMERFELD, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 50, S. 97. 1904; ZS. f. techn. Phys. Bd. 2. 
S. 57. 1921; erscheint demnachst in Ostwalds Klassikern. 

3) L., Gime, Jahrb. d. schiffbautechn. Ges. Bd. 18, S. 236. 1917; ZS. f. tech. Phys. 
Bd. 3,'S. 94. 1922; L. GimBEt u. E, Everiine, Reibung und Schmierung im Maschinenbau. 
Berlin: Krayn 1925. 

4) V. Virwec, Arch. f. Elektrot. Bd..8, S. 364.1919. 
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Zaptendruck. Man erkennt die Unzulassigkeit der Annahme (1), denn nach 
dieser muBte, wie SOMMERFELD gezeigt hat, der Zapfen stets senkrecht zur 
Druckrichtung ausweichen, d. h. s konstant gleich dem halben Lagerspiel (hier 
etwa 0,8-10-? cm) sein und e mit der Umlaufgeschwindigkeit wachsen, 
Macht man die Gleichung (3) von Ziff. 19 zur Basis der theoretischen Be- 
handlung, nimmt man also an, daB keine andere Kraft als nur die Zahigkeit 
fir die Erscheinungsgruppe der Schmiermittelreibung maBgebend ist, so folgt 
ein wichtiges Ahnlichkeitsgesetz. Bezeichne M das Reibungsmoment, 
P den Zapfendruck, e die Exzentrizitat, sei ferner 6 die Radiendifferenz (Abb. 6) 
und « = d/e, so hangen die Zahlen M/P6 und wU02/Pr? nur von « ab. Man 
erkennt dies leicht, wenn man in Ziff. 19, Gleichung (3) « =rdg und h = 6 + ecosp 
setzt und die GréBen P und M als Integrale iiber y mit dem Parameter & aus- 
driickt. Nach Ziff. 19, Gleichung (4) wird ja auch h)/e nur von « abhangig. 
Man kann a eliminieren 


































































































und erhalt eine allgemeine Stee ae aoe eee 
Beziehung zwischen M/P6 324 pit 

und “«U6?/Pr2, Nach der PH hat i 
SOMMERFELDschen _—_ Rech- ze} +++ r 

nung ergibt sich der Zu- See L fe 
sammenhang, welcher in  { 20}- | 
Abb. 9 niedergelegt ist. Da ™ *# 

die Fliissigkeit keine nega- “ 14 ‘si 

tiven Drucke vertragt, wird be 

der wirkliche Zusammen- 08 | + 

hang ein anderer sein, der et ey Eta 

sich dem theoretischen mehr a2 | 

oder weniger nahern mag. 0 002 006 070 015 020 ens O35 O40 O48 O50 055 
Die Versuche?)  bestatigen 7 alee 

das Ahnlichkeitsgesetz gut Abb. 9. Ahnlichkeitsgesetz der Schmiermittelreibung 
in der Umgebung des Mini- nach SOMMERFELD. 


mums und lassen sich dort 
auch einigermaBen in Ubereinstimmung mit dem theoretischen Zusammen- 
hang bringen. Fir kleinere Werte mu8 die sehr groBe Abweichung auf 
trockene Reibung infolge der Unebenheiten der Oberflachen zuriickgefiihrt 
werden; auch bei groBen Werten finden sich Unstimmigkeiten; doch kann man 
vermuten, daB sich diese auf ungenaue Messungen oder lokale Unterschiede der 
Temperatur, auf elastische Deformation der Lagerschale und. ahnliche fiir das 
physikalische Problem unwesentliche Umstande zuriickfithren lassen und nicht 
auf den Einflu8 anderer molekularer. Krafte hinweisen. REYNOLDS hat eine 
altere Versuchsreihe numerisch nach diesen Gesichtspunkten diskutiert; doch 
kann hier nicht darauf eingegangen werden. Ebenso sei nur hingewiesen auf die 
Lésung eines dreidimensionalen Problems durch MicHELL?) und die Diskussion 
der Vernachlassigungen in der oben skizzierten REyNoLpsschen Theorie durch 
SOMMERFELD®) und DUFFING‘). 
Technisch wichtig ist die Verwendung der Druckkrafte in der Schmier- 
schicht und ihrer Momente bei den Spurlagern von MICHELL; dort ist die eine 


1) R, StRIBECK, Forschungsarbeiten d. Ver. d. Ing. 1903, H. 7; auch GUMBEL, s. 5. 114, 
Anm. 3. , 
2) A.G.M. Micuett, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 52, S. 123. 1905; erscheint demnachst 
in Ostwalds Klassikern. 

3) A, SOMMERFELD, s. S. 114, Anm. 2. 

4) G. Durrine, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd..4, S. 296. 1924. 
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von zwei gegeneinander gepreBten Kreisscheiben, die relativ zueinander rotieren, 
unterteilt, und die einzelnen Sektoren sind frei drehbar; diese stellen sich dann 
von selbst so ein, daB das Schmiermittel iiberall gut durch die wie Abb. 7 be- 
schaffenenen Querschnitte hindurchtreten kann und da8 die Schicht nirgends 
unterbrochen ist. 

21. Grundwasserstromung. Die Tragheitskrafte sind auch ganz belanglos, 
wenn eine Fliissigkeitsbewegung infolge groBer Reibungswiderstande sehr lang- 
sam erfolgt. Dies ist der Fall bei der Bewegung des Wassers im Erdreich. Unter 
Wirkung einer Druckdifferenz oder eines Spiegelgefalles wird das Wasser durch 
feine Poren langsam durchgepreBt; die gesamte Strémung setzt sich aus un- 
gezahlten feinen Schichtenstrémungen zwischen den mehr oder minder locker 
gehauften Erdkliimpchen zusammen. Die durch jede Pore flieBende Wassermenge 
wird abhangig sein von der GréBe der Pore und vom Zahigkeitskoeffizienten 
des Wassers; in jedem Fall wird sich eine Str6mung ausbilden, welche den in 
Ziff. 13 besprochenen analog ist, d. h. das Gefalle des Druckes und des Schwere- 
potentials zwischen Querschnitten wird proportional der DurchfluBmenge. Da 
die Poren nach allen Richtungen gleich verteilt sind, so kann die Str6mung von 
einem Punkt aus nach jeder Richtung hin erfolgen; die nach jeder Richtung 
stromende Menge ist proportional dem Druck- und Potentialgefalle in dieser 
Richtung. Bezeichne » die Filtergeschwindigkeit, d. i. die Wassermenge 
(Volumen), welche in der Zeiteinheit durch die Flacheneinheit tritt, so gilt: 

Q 
nee (t) 


v 
‘ 


b = —k grad 





Hierbei bedeutet 2, wie friiher, das Schwerepotential, y das spezifische Gewicht 
und k eine von der Art und Packungsdichte des Erdreichs abhangige Konstante, 
welche man die Durchlassigkeit nennt. 

Die GroBe (p + Q)/y, die in der Hydraulik als Standrohrspiegel bezeichnet 
wird, spielt also die Rolle eines Geschwindigkeitspotentials; da natiirlich auch 
fir die Filtergeschwindigkeit die 
Kontinuitatsgleichung (divy = 0) 
gelten muB, so wird man hier zu 
einer Theorie gefiihrt, welche der 
Theorie der Potentialstrémung in 
allen Stiicken gleich ist; sie hat vor 
dieser sogar noch den Vorzug, daB 
das Potential hier mit einer physi- 
kalisch faBbaren und unmittelbar 
meBbaren GrdBe, dem Standrohr- 
spiegel, identisch ist. Die Diffe- 
ei | rentialgleichung und die Randbe- 





gefaes dingungen sind dieselben; die Ein- 

Abb. 10. Messung der Durchlassigkeit rubrung der Stromfunktion ave cu 5 
eines Brdraice! Berechnung der Stromlinien sind 

in der gleichen Weise méglich, wie 

frither’) gezeigt worden ist. Das Grundgesetz der Filtergeschwindigkeit ist von 
Darcy zuerst erkannt und besonders von FORCHHEIMER?2) viel in der hydraulischen 
Praxis verwendet worden. Man kann die Durchlassigkeit messen, indem man die 
Wassermenge bestimmt, die unter EinfluB einer bestimmten Druckdifferenz 
durch ein von undurchlassigen Wanden begrenztes Prisma strémt; auch die 
Anordnung der Abb. 10 wurde dazu verwendet. Sei b die Breite senkrecht zur 


1) Vel. Kap. 4; Ziti, 34: *) Pu. FORCHHEIMER, Hydraulik,, S. 420ff. Teubner 1914. 
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nae ae und vernachlassigt man die Geschwindigkeitskomponente »v, 
so gilt | 


ced dz 
A ore (2) 
oder 
s k 
aia; 6) 
daraus folgt 
a0 2 


Der Wasserspiegel zeigt einen parabolischen Verlauf. Die Durchlassigkeit 
ist natiirlich keine genau bestimmte GréBe; sie stellt ja nur einen unsicheren, 
von Erddruck und lokalen Verhaltnissen stark abhangigen Mittelwert dar. Die 





























Abb. 11. Zustr6mung zu einem Abb. 12. Grundwasserstrémung mit 
Bohrloch. Abfanggraben. 


GréBenordnung fiir Sand von der mittleren KorngréBe d cm zeigt die empirische 
Formel 
k = 36 + 50d? cmisec. (5) 
Verlauft die Zustrémung zu einem bis zur undurchlassigen Sohle getriebenen 
Bohrloch radial von allen Seiten, so ergibt sich ebenso mit den Bezeichnungen 
der Abb. 14 Q A 
tae ae (6) 
welche Beziehung zur Berechnung der Wassermenge oder des Brunnendurch- 
messers oder des Spiegelverlaufs dienen kann. Bei ebenen Problemen ist die 
Methode der konformen Abbildung anwendbar; so kénnen z. B. die Versickerung 
des Wassers aus einem Kanal, die unter einem Stauwehr durchtretende Menge, 
die einem Grundwasserstrom durch einen Abfanggraben entzogene Menge und 
der Verlauf des gest6érten Grundwasserspiegels berechnet werden. Als Beispiel 
diene der letztere Fall; Abb. 12 zeigt das Ergebnis der Rechnung!). Bei kleinem 
Spiegelgefalle des ungestérten Stromes — und dabei handelt es sich immer nur 
um einige Tausendstel — wird der wasserfiithrenden Schicht eine Menge entzogen 


Of Duk 

sg Fat 7) 
Daraus wieder folgen die notwendigen Dimensionen und die Sohlenneigung des 
Grabens. Der neue Spiegel ist wesentlich fiir die Feuchtigkeitsverhaltnisse eines 
dergestalt entwdsserten Gebietes. 


1) L. Hopr u. E. TREFF1z, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 290. 1921. 
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22. Here-Suaws Versuche. Die Analogie zwischen der Potentialstrémung 
und einer solchen mit groBem Reibungswiderstand kann man sich nach HELE- 
SHAW!) zunutze machen, um die Potentialstrémung in verwickelteren Fallen zu 
veranschaulichen. Man lat eine schmale Schicht einer zahen Flissigkeit, die 
teilweise gefarbt ist, zwischen zwei Glasplatten strémen, schafft so einen starken 
Widerstand durch die Glasplatten und kann in der Ebene dieser Platten Hinder- 





Abb. 13. HerEtxr-SHawsche Strémungsbilder. 


nisse oder Berandungen aufbauen, die man zu untersuchen wiinscht. Die Strom- 
linien einer Strémung mit Geschwindigkeitspotential unter bestimmten Rand- 
bedingungen sind gut zu erkennen (Abb. 13). In unmittelbarer Nahe des ein- 
gebauten Hindernisses, d. h. wenn die Entfernung von dessen Berandung ver- 
gleichbar mit der gegenseitigen Entfernung der Glasplatten wird, versagt natiirlich 
diese Analogie wegen des — bei der Potentialstrémung der idealen Flissigkeiten 
nicht auftretenden — Haftens der Fliissigkeit. 


II. Zusammenwirken von Tragheit und 
Zahigkeit; allgemeine Ideen. 


23. Schwierigkeiten. Sowie nicht mehr nur die durch Zahigkeit hervor- 
gerufenen Spannungen den Druckkraften das Gleichgewicht halten, sondern 
auch Tragheitskrafte mit ins Spiel kommen, stellen sich der klaren Einsicht in 
die Strémungsverhaltnisse besonders groBbe Schwierigkeiten entgegen. Mathe- 
matisch liegt dies an den quadratischen Gliedern einerseits, an der hdheren 
Ordnung der mit w multiplizierten Glieder andererseits. Physikalisch liegt die 
erstgenannte Schwierigkeit in dem Auftreten oder Uberwiegen der Impuls- 
ubertragung durch Konvektion tiber diejenige durch einfache Diffusion, welche 
das Wesen der Zahigkeitswirkung ausmacht; die zweite Schwierigkeit rithrt 
von dem Haften der Fliissigkeit an festen Wanden her und wurde oben in Ziff. 12 
schon ausfihrlich gewiirdigt. 

So fehlt eine erschépfende Theorie?), und die theoretischen Ansatze, welche 
bei Versuchen als Fithrer dienen konnten, sind erst in jiingster Zeit weit genug 
gediehen. Daher ist auch experimentell erst seit kurzem ein gr6éBeres physikalisch 
gesichertes Material vorhanden und noch sehr viel zu tun ubrig. Exakte Lésungen 
der Differentialgleichungen mit den richtigen Grenzbedingungen sind auBer den 
in Ziff. 13 behandelten nur noch bekannt fiir folgende — spater besprochene — 


*) HELE-Suaw, Trans. Inst. Nav. Arch. Bd. 41. 1898. 
*) Ein Lehrbuch iiber diese in starkem Flu8 befindlichen Arbeiten gibt es nicht; am 
meisten Zusammenfassendes enthalten wohl der Abschnitt »Flissigkeitsbewegung“’ von 
L. PRANDTL im Handworterbuch der Naturwissenschaften, Jena 1913, und die Vortrage 
aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, Innsbruck 1922, herausgegeben von 
Tu.v. KARMAN und T. Levi-Civita, Berlin 1924 (kinftig zitiert als ,,Innsbr. -Vortr.“‘) 
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Probleme: Strémung zwischen konvergenten und divergenten Wanden, Strémung 
an einer rotierenden, unendlich ausgedehnten Scheibe. In allen anderen Fallen, 
in denen feste Wande eine Rolle spielen, mu8 man sich mit Naherungen behelfen, 
und die Hauptschwierigkeit liegt in der Frage, wie die Naherung anzusetzen ist. 
Physikalisch besagt das, da die Frage nach dem naherungsweise vorherrschenden, 
also qualitativen Charakter der Str6mung noch weitgehend ungeklart ist. Diese 
Bemerkung erscheint nicht iiberfliissig, um dem falschen Urteil vorzubeugen, 
als seien die Schwierigkeiten auf diesem Gebiet lediglich mathematische und nur 
von mathematischem Interesse. 

24. Wellen und Wirbel. Die Schwierigkeiten sind wesentlich kleiner bei 
solchen Fliissigkeitsbewegungen, bei denen feste Wande keine Rolle spielen. 
In diesen Fallen tritt kein Haften ein und die Reibung wird quantitativ, aber 
nicht qualitativ den Verlauf der Bewegung gegeniiber derjenigen von idealen 
Fliissigkeiten abandern. Den einfachsten solchen Fall stellen die Oberflachen- 
wellen dar. Die Oberflachenbedingung # = 0 ist bei zahen Flissigkeiten durch 
die beiden Bedingungen #,, = 0 (wenn von Kapillaritat abgesehen wird, y = 0 
ungestérte Oberflache) und ,, = 0 zu ersetzen; die Bewegung ist keine reine 
Potentialbewegung mehr, aber bei kleiner Zahigkeit doch naherungsweise eine 
Potentialbewegung. Die Zahigkeit hat nur eine Dampfung der Schwingungs- 
bewegung zur Folge, die dem Quadrat der Wellenlange umgekehrt propor- 
tional ist +). 

Interessanter und auch wesentlich schwieriger ist der EinfluB der Reibung 
auf Wirbel; diesen hat OsEEN?) theoretisch untersucht; die Lésungen der 
Differentialgleichung fiir den zweidimensionalen Fall von Zylindersymmetrie 
ergeben sich als exakte Integrale, welche den bei HELMHOLTz auftretenden sehr 
ahnlich sind und sich fiir einen punktformigen Wirbelfaden (oder in groBer Ent- 
fernung von einem ausgedehnten Wirbelfaden) mit den gewoéhnlichen Be- 
zeichnungen folgendermafen ausdriicken: 

Die azimutale Geschwindigkeit ist 
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Die Formeln zeigen, da8 der Wirbel nicht wie bei idealen Flissigkeiten an den 
Teilchen haftet, sondern sich ausbreitet, wahrend das gesamte Wirbelmoment 
fo dF iiber die unendliche Flache genommen stets denselben Wert behalt. Die 
Geschwindigkeit an jeder Stelle nimmt mit der Zeit um so schneller ab, je groBer 
die Zahigkeit ist. Anders ausgedriickt: Es breitet sich vom anfanglichen Wirbel- 
zentrum eine Bewegung aus, deren Wirbel iiberall dasselbe Vorzeichen hat wie 
der anfiangliche Wirbel, deren Geschwindigkeit aber der anfanglichen entgegen- 
gesetzt ist. OSEEN hat auch die Bewegung zweier paralleler geradliniger Wirbel- 
faden untersucht. ait 
Beobachtungen iiber Wirbelbewegung in Luft hat v. PARSEVAL®) mit Hilfe 
von Rauchfaden angestellt. Er erzeugt einen Wirbel durch einen festen, trag- 
fliigelartigen Koérper, der durch die Luft bewegt wird. Am Kérper, besonders 


1) H. Lams, Hydrodynamics 1906, S. 564ff.; ausfiihrlicher W. Wien, Lehrbuch der 
Hydrodynamik, S. 278ff. Hirzel 1900. 

2) C. W. OsEEN, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 7, Nr. 14. 1941s 
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an der Kante, entsteht der Wirbel; nach hinten breitet er sich durch die Reibungs- 
wirkung aus. Die Saugwirkung des ausgebreiteten Teils ist aber geringer als die 
des vorderen konzentrierten Teils, da die Geschwindigkeit und somit der Unter- 
druck infolge der Ausbreitung und der Energieverzehrung abnimmt. Dies hat 
zur Folge, daB Luftteilchen in der Wirbelachse von hinten nach vorne gefiihrt 
werden, und dab so die Ausbreitung des Wirbels geférdert wird. 

25. Osrens Grenziibergang von zadhen zu idealen Fltissigkeiten. Nach 
dem in Ziff. 12 Gesagten ist es das Hauptproblem der Dynamik zaher Fliissig- 
keiten, welches den Schliissel zu allen Anwendungen enthalt, diejenige Verteilung 
der Wirbel zu finden, welche unter EinfluB der Zahigkeit an festen Berandungen 
entstehen. Beim Grenziibergang zu unendlicher REyNo.pDsscher Zahl, also zu 
“= 0, erhalt man dann die Strémung einer idealen Flissigkeit, aber natiirlich 
im allgemeinen keine wirbellose Strémung. Der Grenziibergang der sog. klassischen 
Hydrodynamik — 1. Wegstreichen der Zahigkeitsglieder (udu. ..), 2. Folgerung 
der Wirbellosigkeit aus dem Satze, das ohne Zahigkeit kein Wirbel entstehen 
kann — ist jedenfalls falsch. Den richtigen Ubergang zu finden, ist daB Ziel 
der Gedankengange von OsEEN: und von PRANDTL. OsEEN!) kniipft an seine in 
Ziff. 17 besprochenen Ergebnisse an, welche eine ausgesprochene Asymmetrie 
der Strémung um einen festen Kérper zeigen, wie sie der Erfahrung allgemein 
entspricht. Die numerischen Ergebnisse der Ziff.17 gelten allerdings nur bei 
kleinen REyNoipsschen Zahlen und lassen sich also nicht auf den Grenzfall 
/ = 0 extrapolieren. OsEEN geht nun von der Wirbelgleichung (2) von Ziff. 7 
aus, zerlegt wie in Ziff.17 die Gesamtstrémung in die Stroémung mit kon- 
stantem U und die Zusatzstrémung w’, v’, w’ und streicht nun in den Differential- 
gleichungen unter Beibehaltung der Zahigkeitsglieder die den Wirbelkomponenten 
proportionalen Ausdriicke in den Tragheitsgliedern [von der Form u' (Ou'/dy 
— dv'/0x usw.] weg. Dann erhalten die Gleichungen die Form 


Ou’ 0 , 
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Dieses System wird mit den richtigen Grenzbedingungen fiir endliche lu gelést, 
und dann erst wird zu w—> 0 iibergegangen. 

Es ergibt sich eine diskontinuierliche Bewegung: Grenzt man hinter dem 
K6rper einen Raum durch einen der Bewegungsrichtung parallelen, den K6rper 
tangierenden Zylinder ab (Abb. 14), so ist innerhalb dieses Zylinders die 
Strémung auch bei «> 0 nicht wirbelfrei: auBer- 
halb dieses Raumes herrscht eine Potentialstrémung, 
die numerisch berechnet werden kann?). Der phy- 
sikalische Sinn dieser Rechnung ist der, daB bei 
kleiner Zahigkeit nirgends Wirbel auftreten als nur 
hinter dem festen Kérper, daB sie dort aber immer 
Abb. 14. Strémung um einen entstehen miissen. Man sieht an diesem Gedanken- 
Zylinder beiw>OQnachOsEEN. gang, daB ein bestimmtes Gleichungssystem (1) zu 

einer bestimmten Wirbelverteilung bei groBer Rry- 
NoLpsscher Zahl fiihrt, daB der Grenziibergang zur Wirbellosigkeit falsch ist, und 
daf der richtige Grenziibergang bei (1) zu Ergebnissen fiihrt, die qualitativ mit der 
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Erfahrung iibereinstimmen. Andererseits gibt aber die Gleichung (1) nicht die 
wirklichen Vorgange wieder; denn es zeigt sich ja, da8 im Raum hinter dem 
Kérper die Wirbelkomponenten nicht wie in (1) weggestrichen werden kénnen. 
Ferner mag das Bedenken geauBert sein, daB die beibehaltenen Zahigkeitsglieder 
auch verschwinden miissen, wenn die Wirbel exakt verschwinden, daB es darum 
fraglich erscheint, ob die zu (1) fihrende Abschatzung der GréBenordnungen 
berechtigt ist. 

26. Methode von Burcers. Unter Ankniipfung an cine von BoussINEsQ 
schon verwendete Methode vereinfacht BurGERsS#) die Gleichung (1) von Ziff. 7 
fir die Wirbelbewegung dadurch, daB er fiir die Geschwindigkeit » in die 
quadratischen, die Konvektion der Wirbel ausdriickenden Glieder, als Naherung 
die Werte der gew6éhnlichen wirbellosen Strémung einsetzt. Die Lésung ergibt, 
wie die Methode von OsEEN, Wirbellosigkeit vor und Wirbel hinter dem Ko6rper, 
aber 1m Gegensatz zur OSEENschen Methode finden sich diese Wirbel in einem 
um so engeren Raum zusammengedrangt, je gréBer die REyNoLDssche Zahl ist. 
In der Grenze «> 0 artet dieser Raum in einen Streifen aus, dessen Dicke pro- 


portional Yu oder j/1/R ist (Abb. 15). Hier, wie bei OsEEN, fallt beim Grenzitber- 
gang die Diffusion der Wirbel weg; die Konvektion 
ist aber, wie BurRGERS hervorhebt, durch die An- 
satze willkiirlich vorgegeben, bei OSEEN als reine 
konstante Translation U, bei BuRGERS als Poten- 
tialbewegung. Im ersteren Fall kénnen also die 
Wirbel nur geradlinig und daher in dem gezeich-" ,.) , S: Sh Sivonen -cinen 
neten Zylinderraum nach hinten gefiihrt werden, Zylindet bei 450 nach 
im letzteren miissen sie vollstandig herumgefithrt BURGERS. 
werden. 

27. Die Pranptische Grenzschichttheorie”). Diese geht von der Anschauung 
aus, daB eine Fliissigkeit von kleiner Zahigkeit sich iiberall naherungsweise wie 
eine ideale verhalten mu8 — und zwar mit allen Folgerungen, auch der Wirbel- 
freiheit, nur nicht in unmittelbarer Nahe des festen Kérpers. Daraus folgt sofort, 
daB die Anstrémung an feste Kérper, seien diese begrenzt wie Widerstands- 
kérper oder unbegrenzt wie die Wande von Strémungen, eine Potentialstrémung 
sein muB; aber Fliissigkeitsteilchen, die in die Nahe von festen Kérpern kommen, 
erhalten im allgemeinen eine Wirbelung, welche sie — wieder nach der Dynamik 
reibungsloser Fliissigkeiten — nicht verlieren kénnen, wenn sie einmal wieder 
vom festen Kérper weg in die freie Strémung hineingefiihrt werden. Es treten 
Wirbel hinter festen Kérpern und in Strémungen zwischen festen Wanden auf. 
Man muB also die gesamte Strémung in 3 Teile teilen: 

4. den AuBenraum, dessen Fliissigkeit von festen Kérpern unbeeinfluBt 
bleibt; wirbellose Strémung ; 

2. die unmittelbare Umgebung der festen Kérper, in welcher die Reibung 
die Fliissigkeit am festen Kérper zum Haften zwingt; Stromung unter wesent- 
lichem Einflu8 der Zahigkeit ; 

3. den durchwirbelten Raum, in welchen die vorher vom festen K6rper 
beeinfluBten Teilchen hineingefiithrt werden; reibungslose, aber nicht wirbellose 
Stré6mung. 

Durch die Grenzschichttheorie kann man somit das Problem der Stroémung 
einer zahen Fliissigkeit auf das leichtere Problem der Strémung einer idealen 





1) J. M. BurceErs, siehe S. 120, FuBnote 2. Pe 

2) L. PRANDTL, Verh. d. 3. intern. Math. Ver. Heidelberg 1905. Leipzig: B. G. Teubner; 
s. auch die S. 171 zitierten Arbeiten von BLAsIus, Boitze und H1iEMENZ sowie die Arbeiten 
von v. KArMAN und PouLHaAusEN, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1. 1921. 
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Flissigkeit zuriickfiithren, wenn man nur in einem gewissen kleinen Bereich der 
Grenzschicht am festen Korper die Zahigkeit richtig beriicksichtigt. 

28. Differentialgleichung der Grenzschicht. In der Grenzschicht lassen sich 
die Differentialgleichungen weitgehend vereinfachen durch folgende Abschatzung 
der GréBenordnungen: Die Dicke der Grenzschicht sei als klein angenommen und 
mit 6 bezeichnet; die Geschwindigkeitskomponente parallel der festen Begrenzung 
(w) und ihre Ableitungen nach der tangentiellen Richtung (x) haben normale 
Werte (~1); denn sie sind ja durch die Vorgange auBerhalb der Grenzschicht 
— etwa Erweiterung oder Verengung des Fliissigkeitsraumes — bestimmt; 
dagegen ist die Abhangigkeit des « von der Richtung senkrecht zur Begrenzung 
(y) eine sehr starke; denn auf der kleinen Strecke 6 mu ja w von seinem endlichen 
Wert am duBeren Rande der Grenzschicht auf den Wert Null an der festen 
Begrenzung fallen. Zunachst zeigt die Kontinuitatsgleichung (zur besseren 
Ubersicht auf zwei Dimensionen beschrankt) 


Ou ov 

OF éy =0, (1) 
dai v immer ~6 bleibt; denn es ist ja Ou/Ox und infolge (1) auch dv/dy~1; 
auf der kleinen Strecke 6 kann also v, das an der Begrenzung = 0 ist, nur einen 
Wert ~0 erreichen. Betrachten wir nun die erste Differentialgleichung (2) 


von Ziff. 3 
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so stehen auf der linken Seite lauter Glieder ~1; die als ~6 erkannte GréBe v 
erscheint ja hier multipliziert mit 0u/Oy, das ~1/6 sein muB. Auch die GréBe 
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In der Klammer auf der rechten Seite fallt das Glied Ow2/dx2~1 gegen 
0? u/0 y? o> 1/6 weg, und es folgt somit, daB die Reibungskrafte nur dann von 
der gleichen GréBenordnung wie die Tragheits- und die Druckkrafte werden, 
wenn y ~ 6?. Dies bedeutet physikalisch, daB auBerhalb einer Schicht 6 ~ Yy 
die Zahigkeit keine Rolle spielt, wahrend sie innerhalb dieser Schiclit den anderen 
Kraften gleichwertig bzw. iiberlegen ist. Beziehen wir alle Geschwindigkeiten 
und alle Langenabmessungen auf bestimmte konstante Werte, so daB die 
Gleichung dimensionslos wird, so tritt (s. Ziff. 10) an Stelle des Parameters 1/v 
die REyNotpssche Zahl R und wir gewinnen den wichtigen Satz: Die Grenz- 
schichtdicke ist proportional 4//R. 

Aus der Differentialgleichung fiir die v-Komponente folgt nun in derselben 
Weise, daB 6p/0y~ 6. Also ist 0f/0x% > 0p/@y, und der Druck kann inner- 
halb der Naherungsgrenzen der Grenzschichttheorie unabhangig von y gesetzt 
werden; er ist in der ganzen Grenzschicht derselbe wie am auReren Rand 
und also auch derselbe wie in der reibungslosen Strémung auBerhalb 
der Grenzschicht; er erscheint fiir die Grenzschicht nicht als Unbekannte, 
sondern als gegebene GroBe, als eine auBere, eingepragte Kraft. Aus den drei 
Gleichungen fiir «, v undp werden also durch die Grenzschichtenbetrachtung, 
da p als bekannt angesehen werden kann, die zwei einfacheren fiir « und v: 
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Die Uberlegungen bleiben bestehen, wenn die Berandung nicht geradlinig 
ist, also wenn x und y krummlinige Koordinaten sind, solange der Kritmmungs- 
radius groB gegen 6, also gegen R~}, ist. Es kommt dann namlich in die erste 
Gleichung noch die Corioliskraft, die proportional v, also von kleinerer Ordnung 
wird als die tibrigen Glieder. In die zweite Gleichung kommt die Zentrifugal- 
kraft, die von der GréBenordnung 1 ist, also gréBer als die anderen Tragheits- 
glieder dieser Gleichung wird. Es wird dann zwar 0 //0y ~ 4 und nicht wie oben 
~0; aber auch in diesem Fall ist die Anderung des Druckes in der kleinen Grenz- 
schicht zu vernachlassigen, solange nicht infolge starker Kriimmung eine Druck- 
anderung in x-Entfernungen von der GréBenordnung der Grenzschicht betrachtet 
werden mubB. 

Als Grenzbedingungen sind zu beriicksichtigen 

u“=v=0 fir y=0 
und w gleich der Geschwindigkeit in der auBeren reibungslosen Strémung fiir 
y = oo. 

Immerhin bleibt die Bestimmung des Druckes noch ein Problem. Soweit 
man die Strémung auBerhalb der Grenzschicht als Potentialstrémung ansehen 
kann, ist es in der Regel leicht, die Geschwindigkeitsverteilung und daraus nach der 
BrRNouLLischen Gleichung?) den Druck zu berechnen. Wenn aber die Strémung 
so verlauft, daB Fliissigkeitsteilchen aus der Grenzschicht wieder heraustreten, 
so daB eine Wirbelstr6mung entsteht, dann wird die Druckverteilung wenigstens 
stellenweise gegeniiber der Potentialstr6mung geandert; sie kann nicht berechnet 
werden, wenn man nicht vorher die Wirbelverteilung aus der Grenzschicht heraus 
bestimmt hat. Dies Problem ist indes ungelést; man muB daher bei derartigen 
Aufgaben so vorgehen, daB man die Druckverteilung empirisch bestimmt und 
daraus auf die Vorgange in der Grenzschicht nach Gleichung (3) schlieBt. Auch 
in diesem Fall hat die Theorie praktischen Wert, da sie von den empirischen 
Druckwerten zum Widerstand und, wenigstens teilweise, zur Beschreibung der 
Strémungsform fihrt. : 

29. Karmdns Integralbedingung?). Man kann in der Vereinfachung der — 
Gleichungen innerhalb der Grenzschicht noch einen Schritt weiter gehen, indem 
man auf die Berechnung der wirklichen Geschwindigkeitsverteilung in der Grenz- 
schicht verzichtet und einen plausiblen Naherungsansatz (uw als gegebene Funktion 
von y) einfiihrt, welcher die Grenzbedingungen an der Wand erfillt und bei 
y = 0 in die Werte der 4u8eren Strémung iibergeht. Dann kann man die erste 
Gleichung (3) von Ziff. 28 nach y zwischen 0 und 0 integrieren, wobei man v 
mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung eliminiert, und erhalt eine Differential- 
gleichung fiir 6 als Funktion von « und ¢. Wahrend in der Form der Ziff. 28 eine 
kontinuierliche Strémung betrachtet wird, die nur in der Grenzschicht und auBer- 
halb derselben in verschiedener Weise angendhert wird, so daB 6 nur der GréBen- 
ordnung nach bestimmt wird, erscheint hier die Strémung scharf in zwei Teile 
getrennt; in beiden Gebieten ist alles gegeben, und nur die Grenzlinie der beiden 
Gebiete wird bestimmt. 

Anstatt des angedeuteten rein formalen Weges schlagen wir den Weg uber 
den Impulssatz ein, um zur mathematischen Fassung dieser Theorie zu gelangen ; 
dabei treten vielleicht die physikalischen Gesichtspunkte noch deutlicher hervor: 
Aus der Grenzschicht sei das in Abb. 16 gezeichnete Fliissigkeitselement von der 
Breite dx und der Héhe 6 abgegrenzt. Der Impuls im Innern des Elements 


1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 12, ds. Bd. des Handb. 
2) Tu. v.._ KArMAN, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 233. 1921; auch Abh. Aerod. 
Inst. Aachen H.1, S.1; Innsbr. Vortr. S. 146. 
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austretenden Impulses tiber den bei x eintretenden ist dx ay ou?dy; am auBeren 
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Rande der Grenzschicht tritt der Impuls dx@vU aus, wenn U den Wert von u 

in der Potentialstrémung, also auch am Rande der Grenzschicht, bedeutet. 
5 


st Ooi. 
Dabei kénnen wir nach der Kontinuitatsgleichung v=—g, | udy setzen. 


S fo) 
An duBeren Kraften wirken auf das Element die Druckdifferenz —b Ede, 


und die Reibung an der Wand, die nach Ziff. 1, Gleichung (2) gleich 
—u(0u/O¥)y.94% zu setzen ist. Der Impulssatz fiihrt somit zu der Beziehung: 


5 8 5 
é é F Op Ou 
Sfoudy+ 2 fourdy— UZ | udy=—0% — n (2)... (4) 
6 6 0 


In diese Gleichung wird fiir w als Funktion von y eine Naherungsformel eingesetzt, 
die den Grenzbedingungen geniigt; dann ist 6 die einzige Unbekannte. 
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Abb. 16. Zur Impulsbetrachtung fiir die a b c 
Grenzschicht. Abb. 17. Zur Erklarung der 
Ablésung. 


30. Wirbelablosung. Ein wichtiger Erfolg der Grenzschichteniiberlegung 
besteht darin, daB sie auch den Punkt bestimmt, an welchem die Fliissigkeit 
vom festen Kérper weg Wirbel in den Flissigkeitsraum hinaustragt, an welchem 
also die in Ziff. 27 genannten Gebiete 2. und 3. aneinandergrenzen und der 
Giiltigkeitsbereich der in Ziff. 28 und 29 entwickelten Formeln aufhért. Dies 
wird aus Abb. 17 deutlich. In der Grenzschicht sinkt die Geschwindigkeit von 
auBen nach der Wand zu vom Werte U zu Null in verschiedener Weise ab, und 
zwar werden sich die Geschwindigkeitsprofile kontinuierlich andern, wenn U 
in bestimmter Weise von x abhangt. Entstehen nun etwa Geschwindigkeits- 
verteilungen wie c in Abb. 17, so gelangen an solche Wandstellen nicht die von 
vorne kommenden Teilchen, sondern es entsteht da eine Riickstrémung. Die 
von vorne kommenden Teilchen, welche schon in der Grenzschicht gewesen sind 
und infolgedessen Wirbel mit sich tragen, kénnen nur bis zu Stellen 6 in Abb. 17 
dringen ; von da an werden sie in die Fliissigkeit hineingefiihrt und es beginnt das 
in Ziff. 27 beschriebene Gebiet 3. 

Die GréBenabschatzung der einzelnen Krafte zeigt auch die Bedingung 
fiir das Zustandekommen solcher Ablésungen. In unmittelbarer Nahe der Wand 
wird ja w sehr klein und infolgedessen sind dort die Tragheitskrafte belanglos; 
Reibungs- und Druckkrafte stehen allein im Gleichgewicht wie bei den Fallen 
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der Ziff. 13 oder etwa bei der Schmiermittelreibung (Ziff. 19). Die Kriimmung 
des Geschwindigkeitsprofils wird also nur durch den Druckabfall bestimmt, sie 
hat das Vorzeichen wie bei a) Abb. 17, entsprechend der PotsEuILLEschen 
Strémung, wenn d#/dx negativ ist, d. h. wenn die Strémung in der Richtung fallen- 
den Druckes strémt. Das umgekehrte Vorzeichen, also ein Verlauf c), stellt sich 
ein, wenn die Str6mung gegen steigenden Druck erfolgen muB, wenn die 
Tragheitskrafte dem Druckgefalle entgegenarbeiten. Dies ist nach dem BEr- 
NouLLIschen Theorem dann der Fall, wenn der Fliissigkeitsraum sich erweitert, 
also bei divergenter Str6mung und an der Riickseite fester Kérper. Die Ab- 
losungsstelle 1aBt sich nach Ziff. 28 oder 29 berechnen. 

31. Turbulenz!). Die bisher besprochenen Versuche, das Gleichgewicht 
zwischen Reibungs- und Tragheitskraften zu verstehen, beziehen sich im groBen 
ganzen.auf stationdare Vorgange. Wir fanden Gesichtspunkte, welche fiir stationare 
Vorgange eine Extrapolation auf beliebig groBe REyNoLtpssche Zahlen zu ge- 
statten schienen; in Ziff. 13 waren wir sogar zu exakten Lésungen gelangt, deren 
volle Giltigkeit bis zu beliebig groBen REyNoLpsschen Zahlen man erwarten 
konnte. Die Erfahrung zeigt jedoch, daB das Gleichgewicht bei groBen REYNOLDs- 
schen Zahlen in einer ganz anderen Weise sich herstellt, und daB an die Stelle der 
einfachen, stationaren Strémungen verwickelte, zeitlich veranderliche Be- 
wegungen treten, die ganz anderen Gesetzen gehorchen. Man bezeichnet diese 
Erscheinung als Turbulenz und spricht von einer turbulenten Strémung 
(auch Flechtstré6mung) im Gegensatz zur laminaren (auch gleitenden 
oder Schichten-) Strémung. 

Die wichtigsten Merkmale der turbulenten Strémung sind: 

4. Der Druckabfall ist nicht der ersten Potenz der Geschwindigkeit pro- 
portional, sondern wachst schneller mit der Geschwindigkeit. 

2. Die Strémung ist nicht stationar; Geschwindigkeit und Druck an einem 
bestimmten Punkt haben keinen konstanten Wert, sondern schwanken um einen 
bestimmten Mittelwert. 

3. Die Bahnen der einzelnen Teilchen sind nicht mehr geradlinig oder ein- 
fache Kurven, sondern es findet eine staéndige Durcheinandermischung statt, : 
so daS ein an einer Stelle in die Strémung eingefiihrter Farbfaden nach einer 
kurzen Wegstrecke die ganze Flissigkeit farbt. 

Die Impulsiibertragung zwischen benachbarten Schichten einer turbulenten 
Strémung, welche fiir die dort wirkende Schubspannung verantwortlich ist, geht 
nicht molekular vor sich, wie bei der laminaren Strémung, sondern in gréBeren 
Gebilden. Bei der laminaren Strémung tragen die Molekiile, welche aus der mit 


Geschwindigkeit « str6menden Schicht in die mit # + " dy strémende Schicht 


eindringen, weniger Impuls in der x-Richtung mit sich als die umgekehrt wandern- 
den. Die Folge ist eine Schubspannung proportional du/dy. Bei der turbulenten 
Stromung traigt jedes Flissigkeitsteilchen, das mit der Momentangeschwindig- 
keit v eine Schicht verlaBt, seinen momentanen x-Impuls gu in die benachbarte 
Schicht. Auch wenn der Mittelwert % wenig oder gar nicht von Schicht zu Schicht 
verinderlich und der Mittelwert 0 = 0 ist, kann die Impulsiibertragung endlich 
sein; es wird «= oud. (1) 

Die Unterscheidung der beiden Stromungsformen geht auf REYNOLDS?) zu- 
riick. Er benutzte Farbfaden, um den glatten Verlauf bei der Laminarstromung 


1) Ubersicht iiber die experimentellen Turbulenzarbeiten -L. SCHILLER, Phys. ZS. Bd. 26, 
S. 566. 1925; L. V. Kine, Phil. Mag. Bd. 31, S. 322. 1916. 
2) O. REYNOLDS, Phil. Trans. 1883; Papers Bd. 2, S. 51. 
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und die Mischbewegung bei der turbulenten Strémung sichtbar zu machen, und 
maB den Druckabfall in Abhangigkeit von Geschwindigkeit, Réhrendurchmesser 
und kinematischer Zahigkeit. Dabei beobachtete er auch den nichtstationdren 
Charakter der turbulenten Str6mung an der Anzeige der Manometer. Den REy- 
NoLpsschen Ergebnissen sehr nahegekommen war schon vor REYNOLDS 
HaceEN?), der den Einflu8 der Temperatur auf den Druckabfall im strémenden 
Wasser untersuchte. Er beobachtete zuerst das verschiedene Aussehen des aus 
einer durchstrémten Réhre frei austretenden Strahles, das sich zur Demon- 
stration. der beiden Strémungsformen sehr gut eignet: bei laminarer Strémung 
im Rohr ist der austretende Strahl glasklar und ruhig; bei turbulenter Str6mung 
ist er hingegen undurchsichtig und von unregelmaBiger Oberflache. Kann man 
bei gleichem Uberdruck beide Strahlen beobachten, so findet man, daB der glatte 
Strahl weiter vorspringt, einer gréBeren Geschwindigkeit entsprechend. 

Noch zwei andere Méglichkeiten, den Umschlag aus der laminaren in die 
turbulente Str6mungsform zu bestimmen und deutlich zu machen, sind verwendet 
worden: La8t man Wasser durch eine Réhre mit erwarmter Wand strémen, 
so wird der Warmeitbergang infolge Leitung, der bei laminarer Strémung 
allein wesentlich ist, bedeutend erhéht, wenn durch die turbulenten Bewegungen 
eine starke Konvektion von der Wand nach dem Innern der Fliissigkeit auftritt 
(s. Ziff. 42), Ein Thermometer hinter der erwarmten Stelle steigt wesentlich, 
wenn die Turbulenz eingesetzt hat®). Man kann auch strémende Luft an einer 
Stelle ionisieren und stromabwarts die Leitfahigkeit messen; da die turbulente 
Mischbewegung die Rekombination verhindert, steigt die Leitfahigkeit bei 
turbulenter Strémung gegeniiber der laminaren stark an’). 

82, Der Einsatz der Turbulenz gehorcht natiirlich dem Ahnlichkeitsgesetz 
(Ziff. 10), das REyNoLpDs gerade an dieser Erscheinung zuerst erkannt und ent- 
wickelt hat. Man nennt diejenige REyNoLpssche Zahl Rx, bei welcher — un- 
abhangig von den besonderen Werten der Geschwindigkeit, Langenabmessung, 
Dichte und Zahigkeit — der Ubergang zwischen den beiden Strémungsformen 
stattfindet, die kritische Reynorpssche Zahl. Der Ubergang erfolgt sehr 
plotzlich, wie man aus der Abb. 18 erkennen mag. 
Hierbei dient als Ordinate diejenige GréBe, die 
bei laminarer Strémung den Zahigkeitskoeffi- 
zienten « angibt; da8 sich bei héheren Werten 
von R kein konstanter u-Wert ergibt, beweist die 
Ungiiltigkeit des PotsEumttEschen Gesetzes in 
diesem Fall. Die MeBpunkte in der Nahe der 
kritischen - Stelle sind meist nur unsicher be- 
stimmt; es handelt sich dabei wohl gar nicht um 
bestimmte Werte, sondern um zeitliche Mittel- 
werte in einem Bereich, wo bald die eine, bald die 

ERC andere Strémungsform auftritt. Dies folgt z. B. 

Abb. 4, Einsate derTurbulenss 2S der Beobachtung der Strahlzuckungen, die 
man bei freiem Austritt des Wassers bei diesen. 

ReyNo.psschen Zahlen findet. Der Strahl nimmt 

im Abstand von einigen Sekunden bald den laminaren, bald den turbulenten 
Charakter an, Auch die Messungen von FRomM‘) in rauhen Réhren zeigen, 





) G. H. L. Hacen, Abhandlgn. d. Berl, Akad. 1854, S. Ai 
as |. BARNES un E.G: CoKErR, Proc. Roy. Soc. London Bd. 74, S. 344. 1905. 

3) J. J. Dowzina, Scient. Proc. Roy. Dubl. Soc. Bd. 13, S. 375. 1912. 

4) K. Fromm, ZS. f. angew, Math. u. Mech. Bd. 3, S. 339. 1923; Abh. Aerod, Inst 
Aachen H, 3. : 
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allerdings in einem nicht quantitativ iiberblickbaren Fall, daB in einem ge- 
wissen Ubergangsgebiet zwei verschiedene Werte von m auftreten kénnen 
ohne erkennbare Anderung der Versuchsbedingungen. 


REYNOLDs selbst fand die kritische Zahl bei einem Kreisrohr vom Durch- 
messer D 


We eaP (1) 


v 


mit einer Streuung von wenigen Prozenten bei etwa 2100; dieser Wert blieb, 
solange man die Versuchsbedingungen nur durch Anderung der einzelnen 
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Abb. 19. Kritische REynotpssche Zahl bei verschiedenen Einlaufstérungen nach SCHILLER. 
O Plattenabstand 0,6 mm, @ Plattenabstand 1,2 mm, @ Plattenabstand 2,5 mm, 


+ ” 3,7 ” © ”» 5,0 55 @ ” 8,0 ” n 
© Platte weit entfernt, - scharfrandiger Einlauf ohne Platte, Rohrdurchmesser 0,7996 cm, 


GréBen v, D, y variierte. Er beobachtete aber, daB Rx sich stark beeinflussen 
lie8 durch die’ GréBe der Unruhe, welche der einstrémenden Fliissigkeit mit- 
gegeben wurde. Systematische Untersuchungen zeigten, daB man die Hohe der 
kritischen Zahl durch die Gestalt des Einlaufs in sehr weiten Grenzen andern 
kann. Um allen von dieser Quelle herriihrenden Schwierigkeiten aus dem Weg 
zu gehen, hat ReyNnotps den Einlauf méglichst scharfkantig gestaltet und so 
immer dieselben Werte von Rx erhalten. Bei storungsfreiem Einlauf, wie er fiir 
die Farbfadenversuche unbedingt notwendig war, ergaben sich Werte bis zu 
42800. REYNOLDs schloB daraus, daB man von einer oberen und einer unteren 
kritischen Zahl reden miisse. Mit der Originalanordnung von REyNotps konnte 
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aber ExkmAN!) bei sehr vorsichtigem Experimentieren diese obere Grenze bis 
40000 steigern. SCHILLER?) brachte eine Platte, die Stérungen hervorrufen 
muBte, in verschiedene Entfernungen von dem stérungsfrei gestalteten Einlauf 
und konnte so kritische Zahlen bis fast 140000, aber nicht unter 2200 erhalten. 
Man mu8 wohl annehmen, daB diese letztere Zahl eine fest bestimmte untere 
Grenze darstellt, daB dagegen die obere Grenze um so hodher gesteigert werden 
kann, je mehr man imstande ist, Stérungen auszuscheiden. Diese Verhaltnisse 
kann wohl ScHILLERS Diagramm (Abb. 19) am besten illustrieren, bei welchem als 
Ordinate die dimensionslose GréBe 4%) dient, welche dem Druckabfall dp/dx 
proportional ist. 

Der Ubergang aus der laminaren zur turbulenten Strémung bei wachsender 
Reyno.tpsscher Zahl ist an verschiedenen Arten von Str6mungen beobachtet 
worden. Von besonderer Bedeutung sind die Versuche von COUETTE*) an einer 
Strémung zwischen einem ruhenden und einem konzentrisch bewegten Zylinder 
mit der Halbmesserdifferenz 4. Das Versagen der Formel (15) von Ziff. 13 
wurde bei einer REyNoLpsschen Zahl Rg = (UA/v)g = 1900 festgestellt. Bei 
einem offenen Gerinne fand Hopr®) einen Umschlag aus dem durch Ziff. 13, 
Gleichung (5) dargestellten laminaren FlieBen in das turbulente bei 


Ry = (£),, ~ 300, 


wobei sich allerdings das REyNoLpssche Gesetz bei verschiedenen » wohl infolge 
Finflusses der Kapillaritat als nicht exakt erfiillt erwies. Die Gré8enordnung 
der verschiedenen kritischen Zahlen wird dieselbe, namlich 300 bis 500, wenn 
man konsequent immer die REyNoLpssche Zahl aus der mittleren Geschwindig- 
keit und der in der Hydraulik viel verwendeten GréBe ,,Querschnitt geteilt durch 
benetzten Umfang“, dem sog. ,,Profil- oder hydraulischen Radius‘‘ verwendet. 
Bei der Bewegung fester K6rper in einer Fliissigkeit kann man nicht mit der- 
selben Sicherheit wie bei den erwahnten Strémungen ein Umschlagen feststellen, 
da ja die Strémungen bei kleiner REyNoLpsscher Zahl Naherungslésungen dar- 
stellen und man das genaue Verhalten bei einer Strémung, die als laminar zu 
bezeichnen ware, nicht kennt; durch Messung des Widerstands in Abhangigkeit 
von der Geschwindigkeit kann man daher ein Versagen der Ans&tze laminarer 
Strémung nicht erkennen. Die ausfiihrlichen Messungen (Ziff. 57) zeigen immer- 
hin, da8 nicht ein einheitliches Gesetz die Verhdltnisse bei verschiedenen RrEy- 
NoLpsschen Zahlen bestimmt; ein stetiger Ubergang von den Naherungslésungen 
(Ziff. 16 u. 17) zu den Strémungen bei groBen REyNoLpsschen Zahlen kann also 
nicht angenommen werden. Beobachtungen eines pldtzlichen Ubergangs aus 
einer stationdren in eine nichtstationdre Bewegung liegen indessen nicht vor. 

33. Das Stabilitatsproblem *). Da die PoisrumLiEsche Formel und die ihr 
entsprechenden Formeln der Ziff. 13 fir jede REyNoLpssche Zahl eine exakte 
Lésung der hydrodynamischen Gleichungen sind, so mu8 die laminare Strémungs- 
form immer einer méglichen Strémung entsprechen, wenn man nicht etwa die 
Unrichtigkeit der Differentialgleichungen selbst annehmen will. Da aber die 
laminaren Strémungen fiir groBe REyNoLpssche Zahlen nicht beobachtet werden, 
hat schon REyNoLps selbst die Ansicht ausgesprochen, sie miBten instabil 


1)'V. W. Exman, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 6, Nr. 12. 1911. 
2) L. SCHILLER, Forschungsarbeiten H. 248, 1922. 
3) Definition s. Ziff. 43. ‘ 
) M. M. Covettre, Ann. chim. phys. (6) Bd. 21, S. 433. 1890. 
) L. Hopr, Ann. d. Phys. Bd. 32, S. Tema O10; 
*) Zusammenfassende Darstellung von F. NoETHER, ZS. f. angew. Math. u. Mech 
Bd. 4, S. 125. 1921. : 


af 
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sein. Der Nachweis dieser Instabilitat aus der Theorie ist ein grundlegendes 
Problem, das seit REYNOLDs viele Képfe beschaftigt hat, ohne da8 bis heute eine 
restlose Klarstellung gelungen wire. 

Im strengen Sinn kann der Begriff der Instabilitat nur so aufgefaBt werden, 
daB es beliebig kleine Stérungen gibt, welche das Gleichgewicht eines instabilen 
Systems dauernd verdndern. Die klassische Methode zur Untersuchung der 
Stabilitat nach diesem Prinzip ist die Methode der kleinen Schwingungen. 
Diese ist zuerst von Lorp KELVIN?) auf das Turbulenzproblem angewandt worden. 
Man denkt sich einer laminaren Strémung eine sehr kleine Stérung itberlagert 
und untersucht, ob diese St6rung im Laufe der Zeit abnimmt oder zunimmt. 
Im ersteren Fall undim Grenzfall, daB weder Abnahme noch Zunahme stattfindet, 
bleibt die Abweichung von der laminaren Strémung dauernd sehr klein; die 
laminare Strémung erweist sich als stabil. Wachst aber die Stérung mit der 
Zeit mehr und mehr an, so ist die Strémung instabil und kann nicht dauernd 
existieren. | 

Mathematisch ist der Ansatz folgendermafBen zu formulieren: Die Haupt- 
strémung habe nur die Komponente U der Geschwindigkeit, welche nur von y 
abhange. Die Stérung habe die Komponenten #, und v,, welche sich infolge der 
Kontinuitatsgleichung aus einer Stromfunktion y ableiten: 


Oo 0 
= By w= — 3. (1) 
Man setzt diese Ausdriicke in die Gleichung fiir die Stromfunktion (2) von Ziff. 8 
ein; das dortige WY wird = | Udy+y. Alle Glieder, welche w oder seine Ab- 
leitungen in hdéherer als erster Potenz enthalten, werden vernachlassigt, dagegen 
natiirlich die Produkte von U und seinen Ableitungen mit wy oder seinen Ab- 
leitungen beibehalten. Dann ergibt sich die partielle Differentialgleichung 


_[dAp dAy FUdy) _ 
ela + Ox ay® Ox TE os 





Bezieht man hier alle Langen auf eine konstante Abmessung der Strémung, alle 
Geschwindigkeiten auf eine konstante, etwa die mittlere Geschwindigkeit, so 
kann man diese Gleichung — auf deren beiden Seiten die Tragheits- bzw. die 
Reibungskrafte stehen — auf eine dimensionslose Form bringen, in welcher nur 
die RrEynotpssche Zahl R als Parameter auftritt. Setzt man nun 


wp = fly) dt- oa, (3) 


so hat man die Stérung auf Fourtersche Art in Partialschwingungen von der 
Frequenz «, die alle Werte von 0 bis oo annehmen kann, zerlegt; die Konstante f 
beschreibt den zeitlichen Verlauf in der Weise, da8 der reelle Teil te (A) die zeit- 
liche Frequenz, %e(f)/a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Storung, der 
imaginare Teil $m(f) die Dampfung angibt. Ist 4m(8) negativ, so wird der reelle 
Teil des Exponenten positiv; y wachst mit der Zeit exponentiell an; die Strémung 
Uistinstabil. Ist dagegen $m(A) positiv, so klingt die Storung ab; die Strémung U 
ist stabil. 

Einsetzen von (3) in (2) ergibt 

‘ a aU d* a* 

io|@— aw U) (Fe a?) + % i, = «(Fh 208 Te + otf es) 





1) Lord Ketvin (W. THomson), Phil. Mag. (5) Bd. 24, S. 188 u. 272. 1887. 
Handbuch der Physik. VIT. 9 
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Diese gewohnliche lineare Differentialgleichung vierter Ordnung ist zu losen mit 
den vier Grenzbedingungen, welche das Verschwinden der Stérung an den beiden 
Berandungen (y = yy und y = 4,) aussagen: 
p= Zao firs pe 7, sundays (5) 
Kennt man vier partikulare Loésungen von (4) in Gestalt einer Entwicklung, die 
fiir beide Grenzen Giiltigkeit hat, so fihrt (5) zu vier linearen homogenen 
Gleichungen, welche bekanntlich nur dann eine nicht triviale Losung haben, 
wenn ihre Hauptdeterminante verschwindet. So gelangt man zu einer trans- 
zendenten Gleichung (Sakulargleichung), deren Unbekannte f ist. Die Wurzeln 
der Sakulargleichung bestimmen also den zeitlichen Verlauf der Partial- 
schwingungen und die Stabilitat der Hauptstromung. Nur wenn keine Wurzel p 
einen negativ imaginaren Teil hat, ist die Hauptstrémung stabil, sonst instabil. 
34. Lineare Geschwindigkeitsverteilung in der Hauptstromung. Der ein- 
fachste Fall — und auch bisher der einzige, der vollstandig behandelt werden 
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Abb. 20. Schwingungen einer Strémung Abb. 21. Schwingungen einer Strémung 
mit linearer Geschwindigkeitsverteilung mit linearer Geschwindigkeitsverteilung 
bei kleinem oF. bei groBem ak. 

—-- «+R =10? a R = 10° 





konnte — ist der in Ziff. 13 behandelte Fall zweier relativ zueinander bewegter 
ebener Platten, der als Grenzfall der Anordnung von CouETTE angesehen werden 
kann. Er wurde von SOMMERFELD!), v. Mises?) und Hopr®) ausfithrlich be- 
handelt. Dieser Fall ist deshalb besonders einfach, weil d*U/dy? = 0 wird, und 
somit in Gleichung (2) von Ziff. 33 das einzige Glied, das nicht Ay enthilt, 
wegtallt. Die Differentialgleichung vierter Ordnung 148t sich in zwei Gleichungen 
zweiter Ordnung zerspalten, deren Lésungen sich durch bekannte Funktionen — 
namlich Zylinderfunktionen und harmonische Funktionen — ausdriicken lassen. 
Man kann im ganzen Bereich von y, bis y, asymptotische Naherungen angeben 
und die Sakulargleichung numerisch diskutieren. Es findet sich bei keinem Wert 
von & ein # mit positivem imagindrem Teil; damit ist die Stabilitat dieser 
linearen Hauptstrémung erwiesen. 

Den ganzen Verlauf der Stérungen hat Horr diskutiert. Zu jedem « gehért 
ein aus unendlich vielen Partialschwingungen mit verschiedenen f-Werten 
bestehendes System von Schwingungen; die Partialschwingungen entsprechen 
bei kleinen Reynotpsschen Zahlen Schwingungen der ganzen Fliissigkeitsschicht 
mit verschiedenen Unterteilungen, ganz analog den Schwingungen einer Saite. 
Die Grundschwingung erfiillt die ganze Strémung, die erste Oberschwingung hat 
einen Knoten usw. (Abb. 20). Die Grundschwingung ist am schwachsten ge- 


1) A. SoMMERFELD, Atti del IV congr. int. dei Matem. 1908. 
*) R. v. Mises, Heinrich-Weber-Festschr. 1912, S. 112. ‘ 
*) L. Hopr, Ann. d. Phys. Bd. 43, S. 4. 1914. 
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dampft. Bei wachsender Reynotpsscher Zahl wird das ganze Strémungsbild 
kontinuierlich im Sinne des Geschwindigkeitsabfalls in der Hauptstrémung ver- 
zerrt. Bei einer bestimmten REyNoLpsschen Zahl aR = aUh/y, welche bei 
kleinem « etwa bei 230 liegt, bei wachsendem a auf etwa 100 herabsinkt, andert 
sich der Charakter der Grundschwingung vdllig. Bei wachsendem aR drangt 
sich die ganze Stérung auf einen immer enger werdenden Bereich zusammen, 
der mehr und mehr gegen die Wand zu riickt (Abb. 21). Die Grundschwingung 
und die erste Oberschwingung werden zu zwei symmetrischen Grundschwingun- 
gen, welche sich den beiden Wanden annahern; die Vorgange an den beiden 
Wanden werden mehr und mehr voneinander unabhangig. Bei hdheren 
o«R-Werten nehmen immer mehr Oberschwingungen diesen Charakter an; in 
der Grenze groBer aR entsprechen die verschiedenen Partialschwingungen 
Stérungen in verschiedenen Schichten der Fliissigkeit, die unabhangig voneinander 
verlaufen; sie entsprechen um so niedrigeren Oberschwingungen, und sind daher 
um so schwacher gedampft, je naher sie an der Wand liegen. Ihre Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ist gleich der Hauptstrémungsgeschwindigkeit derjenigen Schicht, 
in welcher sie am starksten sind, wahrend die vorher beschriebenen Schwingungen 
bei kleinerem aR mit der mittleren Geschwindigkeit der Hauptstrémung mit- 
genommen werden. 

Beim Ubergang zu unendlicher REyNotpsscher Zahl findet man also 
Schwingungen, welche auf eine Schicht y=konst. konzentriert sind und mit 
der Geschwindigkeit der Hauptstrémung vorwarts schreiten. Dasselbe Bild 
ergibt sich beim Grenziibergang zu « = 0 in Gleichung (4), also bei einer reibungs- 
losen Fliissigkeit. Es gibt also zwei Arten von kleinen Schwingungen einer reiben- 
den Fliissigkeit, die diskontinuierlich ineinander ttbergehen; die eine Art verlauft 
analog den Schwingungen einer sehr zahen (R = 0), die andere einer reibungslosen 
(R=oco, uw = 0) Fiissigkeit. 

Auf die Entstehung und den Verlauf der turbulenten Bewegungen werfen 
diese Untersuchungen zunachst kein Licht; um weiter vorzudringen, sind ver- 
schiedene Wege vorgeschlagen worden. 

35. Schwingungsfahige Stromungen. Die Allgemeingiiltigkeit der Rechnung 
mit linearem Ansatz kann in Frage gestellt werden, weil nur in diesem speziellen 
Fall das Glied mit d?U/dy?, welches von der 
Kriimmung des Hauptgeschwindigkeitsprofiles 
herriihrt, von selbst verschwindet. Auch ist 
bemerkenswert, daB der behandelte Fall in der 
Grenze «=O keine Potentialstrémung als 
Lésung hat, sondern nur die singularen L6- 
sungen B=aU. PRANDTL?) unterscheidet im 
Anschlu8 an Untersuchungen von RAYLEIGH 
zwei Arten von reibungslosen Strémungen, 
die er als ,,schwingungsfahige‘‘ und_,,nicht- 





schwingungsfahige“ bezeichnet. Der Unterschied a b c 
ist klar, wenn U als Funktion von y aus ge- ppb, 22. Zur Definition schwin- 
raden Stiicken besteht, wie in Abb. 22. Dann gungsfahiger Strémungen. 


gibt es Schwingungen im Sinn von PRANDTL, 
wenn die aus Ziff. 33, Gleichung (4) mit “=O hervorgehende Differential- 
gleichung : 

Ta a hee (1) 


1) L. PRANDTL, Phys. ZS. Bd. 23, S. 19. 1922; O. TretjENS, ZS. f. angew. Math. u. 
Mech. Bd. 5, S. 200. 1925. 
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eine an den Wanden y = +41 verschwindende Lésung hat (f am (5 die Kompo- 
nente d//dy ~w verschwindet natiirlich bei Ansatz ohne Reibungsglieder nicht). 
Die singularen Lésungen 6 = « U werden nicht als Schwingungen angesehen. 

Nun zeigt sich, daB es von diesen Schwingungen wieder zwei Arten gibt: 
der stetige Ubergang des Druckes und der Stérungskomponente v an den Knick- 
stellen erfordert die Erfiillung von Grenzbedingungen, welche p bestimmen. Bei 
jeder Art Einbuchtung (wie bei c in Abb. 22) ergeben sich konjugiert komplexe 
p-Werte, und dies zeigt Labilitat der Hauptstro6mung an; eine solche Haupt- 
strémung muB auch bei Beriicksichtigung der Reibung labil sein, wenn nur die 
Reibungskrafte klein gegen die Tragheitskrafte sind, also bei groBer REYNOLDS- 
scher Zahl. Man kann aber von hier aus nicht zu einer kritischen Zahl vordringen ; 
denn diese Hauptstrémung entspricht keinem stationaéren Gleichgewicht bei 
zaher Fliissigkeit. 

Verlauft der Knick aber in Art einer Ausbuchtung (a und 0 in Abb. 22), 
so wird f reell; eine solche Hauptstrémung ist ohne Reibung ungedampfter 
Schwingungen fahig. PRANDTL sieht nun diese Schwingungen als erste Naherungen 
von Schwingungen der zahen Fliissigkeit bei groBer REyNoLpsscher Zahl an 
und berechnet weitere Naherungen durch Abschatzung der GréBenordnung, 
mit welcher die Zahigkeit (und mit ihr die REyNoLDssche Zahl) von EinfluB sein 
mu. Dreierlei EinfluB ist vorhanden: 

4. Die Hauptstrémung: ist nicht stationér; das Geschwindigkeitsprofil 
andert sich mit der Zeit; der Knick rundet sich ab. Diese Wirkung geht pro- 
portional vy, also ~1/R. 

2. Die Dissipation in der Schwingung wird in der Umgebung der Knick- 
stelle von héherer GréSenordnung als sonst in der Strémung; sie geht pro- 
portional v3. 

3. In einer Grenzschicht an der Wand darf die Reibung nicht vernachlassigt 
werden ; es muf vielmehr eine Zusatzschwingung in der Grenzschicht angenommen 
werden, welche auch die Stérungskomponente # an der Wand zu Null macht. 
Die Grenzschicht wird, wie stets (s. Ziff. 27), proportional »t, und mit diesem 
Faktor geht auch die Wirkung proportional. Die Durchrechnung fiihrt nun zu 
dem erstaunlichen Ergebnis, daB diese Wirkung der Grenzschicht eine instabili- 
sierende ist; die Schwingungen werden durch die Vorgange in det Grenzschicht 
angefacht, und zwar ist das logarithmische Inkrement proportional »?. Der 
physikalische Grund dieser Anfachung ist der, daB die von der Wand auf 
die Grenzschicht tibertragene Schubspannung von der Grenzschicht an die ubrige 
Str6mung nur durch Vermittlung von Schwankungen iibertragen wird, in welchen 
die (ohne Reibung dort sehr kleine) v-Komponente eine ausschlaggebende Rolle 
spielt. Wahrend die w-Komponente der reibungslosen Schwingung durch die 
Grenzschichtvorgange herabgedriickt wird, wird die v-Komponente verstarkt, 
und diese senkrecht zur Hauptstrémung verlaufenden, gewissermaBen von auBen 
kommenden Stérungen fiihren zur Instabilitat. Die drittgenannte Wirkung ist 
offenbar bei groBem R die entscheidende. Solche schwingungsfahigen Stromungen 
die sich ohne Reibung (R = oo) indifferent verhalten, miissen daher bei groBem, 
endlichem R instabil sein. Diese Instabilitat wird bei kleinerem R aufgehoben, 
da dann die mit R~! proportionalen Wirkungen die mit R=} proportionalen 
uberwiegen; und es wird sich eine kritische Zahl ergeben. Ausgerechnet ist 
jedoch eine kritische Zahl noch nicht. : 

HEISENBERG?) hat versucht, diese PRANDTIschen Gedankengange zu be- 
weisen, indem er die Gleichung (4) von Ziff. 33 allgemein in Angriff nahm, Er 








1) W. HEISENBERG, Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 577. 1924. 
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unterscheidet allgemein ,,schwingungsfahige“ -von , nichtschwingungsfahigen‘ 
Strémungen dadurch, daB er fiir erstere reelles / fordert, aber dabei die singularen 
Lésungen no a U im Covetrtsschen Fall ausschlieBt. Er vermeidet dabei die 
Profile mit Knicken, durch welche in die PRANptischen Untersuchungen ein 
problematisches Element hineingetragen wird. Das Ergebnis ist wie bei PRANDTL 
die Instabilitat der ,,schwingungsfahigen“ Strémungen bei groBem aber endlichem 
R. Die Rechnungen ruhen indes mathematisch auf einem so unsicheren Funda- 
ment, daB Referent sie nicht fiir beweiskraftig halten kann. 

Der Haupteinwand gegen die bestechenden Gedankengange von PRANDTI 
und HEISENBERG liegt darin, da8 sie ein verschiedenes Verhalten fiir zwei Arten 
von Strémungen erhalten, namlich fiir die »nichtschwingungsfahige‘! COUETTE- 
sche und die ,,schwingungsfahige PorsruitiEsche, die sich experimentell im 
Hinblick auf die Instabilitat der laminaren Strémung gleich verhalten. Auch 
scheint der Begriff der Schwingungsfahigkeit nicht ganz eindeutig klar. 

Neuere Beobachtungen von PRANDTL (von denen er dem Referenten liebens- 
wirdigerweise Kenntnis gegeben) scheinen die Bedeutung der geknickten Ge- 
schwindigkeitsprofile fiir die Instabilitaét hervorzuheben. Der Einsatz der 
Turbulenz erfolgte bei jeder REYNoLDsschen Zahl in einem soweit stromaufwarts 
gelegenen Querschnitt des Rohres, da8 dort ein voll entwickeltes Parabelprofil 
nicht angenommen werden konnte. Die Instabilitat setzt also in der Anlauf- 
strecke ein, wo das Geschwindigkeitsprofil sehr ahnlich einem geknickten ver- 
lauft (s. Ziff. 44). 

36. Wanderschiitterungen. An Untersuchungen iiber reibungslose Schwin- 
gungen knipft auch der Gedankengang an, der Wanderschiitterungen fiir die 
Entstehung der Turbulenz verantwortlich macht). Eine Hauptstromung mit 
linearer Geschwindigkeitsverteilung kann nadmlich ohne Reibung instabil sein, 
wenn die Grenzbedingungen nicht die in Gleichung (5) von Ziff. 33 gegebenen 
sind. Nun muB freilich die Hauptstrémungsgeschwindigkeit an der Wand mit 
der Wandgeschwindigkeit iibereinstimmen; aber die als unendlich klein voraus- 
gesetzte Stérung kénnte durch eine unendlich kleine, darum nicht unbedingt 
auszuschlieBende Bewegung der Wand selbst erzeugt, und so die turbulente 
Bewegung im Innern der Fliissigkeit durch eine Anfangsstérung an der Wand 
ausgelést sein. Der Ansatz ist fiir den extremen Fall von freien Oberflachen an 
Stelle der Wande durchgerechnet; es ergibt sich Instabilitat gegen einen be- 
stimmten Wellenlangenbereich (# < 2,4) und eine zu kleine kritische Zahl 
Rg = 11. Die instabilisierenden Schwingungen sind im ganzen Innern Potential- 
schwingungen (d. h. sie gehorchen der Differentialgleichung d?//dy? — a?/ = 0); 
nur in einer kleinen Grenzschicht kommen die Reibungsglieder so zur Geltung, 
daB auch die Grenzbedingungen fiir zahe Fliissigkeiten erfillt sind. Auch bei 
dieser Problemstellung wurde schon aus der numerischen Durchrechnung erkannt, 
da8 die Hauptwirkung der Zahigkeit bei groBem R eine instabilisierende ist. 

Eine verwandte Anschauung, die zuerst v. Mises?) aussprach, macht eine 
andauernd wirkende auBere Kraft, wie sie etwa von einer Unebenheit der Wand 
ausgehen kénnte, fiir den Umschlag in die turbulente Strémung verantwortlich. 
OsEEN?’) hat diesen Gedankengang so durchgefiihrt, daB er die oben benutzten 
Gleichungen um ein Glied der auBeren Kraft erweitert, aber diese Kraft nicht 
(wie hier schon in Ziff. 3 geschehen) von einem Potential ableitet (also 
rot® + 0). Er beschrankt sich auf den Fall linearer Geschwindigkeitsverteilung 
und 14Bt die beiden Wande ins Unendliche riicken. Beim Ubergang zu u = 0 

1) L. Horr, Ann. d. Phys. Bd. 59, S. 538. 1919. 


2) R.v. Mises, Jahresber. d. dtsch. mathem. Ver. Bd. 33, S. 138. 1914. 
3) C. W. OseEn, Ark. f. Mat., Astron. och Fys. Bd. 14, Nr. 16. 1919. 
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ergibt sich Labilitat; eine kritische Zahl wird nicht berechnet. OSEEN sieht 
allgemein den Unterschied der turbulenten Strémung von der laminaren im Auf- 
treten von Singularitéten in der Strémung; er hat bewiesen, daS immer, wenn 
die Bewegung einer unendlich ausgedehnten Fliissigkeit aufhdért, regular zu sein, 
der Wirbelvektor irgendwo in der Fliissigkeit unendlich werden muB. 

Erwahnenswert ist auch der Gedankengang von LORENZ?), der die kritische 
Zahl durch Vergleich der Energie der Laminarbewegung und der turbulenten 
Bewegung, deren Gesetze aus der Erfahrung entnommen werden, berechnet. 
Trotz der guten Ubereinstimmung mit der Erfahrung scheint die Untersuchung 
nicht recht befriedigend, da zuviel willkiirliche Ansatze eingefiihrt werden. 
Immerhin kann der Gesichtspunkt, daB der Ubergang nicht aus den Gesetzen 
des laminaren Zustands allein zu verstehen ist, fruchtbar sein. 

37. Endliche Schwingungen. Die negativen Erfolge der Rechnungen mit 
kleinen Schwingungen, sowie die Versuche von EKMAN und SCHILLER, bei welchen 
die kritische Zahl beliebig gesteigert werden konnte, legten die Ansicht nahe, 
daB es sich bei der Entstehung der Turbulenz nicht um eine gewdhnliche In- 
stabilitat gegen unendlich kleine, sondern gegen endliche Stérungen handle 
(Bergkuppenstabilitat). Dieser Gedankengang wurde von NOETHER?2) auf dieselbe 
Differentialgleichung (4) von Ziff. 33 mit den Grenzbedingungen (5) von Ziff. 33 
zuriickgefiihrt. Nur bedeutet dann U nicht die Strémung, deren Stabilitat unter- 
sucht werden soll, sondern eine davon in endlicher Weise verschiedene, z. B. 
U=cy® im Falle der linearen Geschwindigkeitsverteilung in der laminaren 
Strémung. Bei diesem Ansatz ist die Hauptstrémung nicht stationar, sondern 
unter Einflu8 der Zahigkeit veradnderlich, zum Gleichgewicht hinstrebend. 
Diese Ausgleichsbewegung geht aber so langsam vor sich, daB die Hauptstromung 
fir die Stabilitatsrechnung als stationar angesehen werden kann. Klingt die 
Storung ab, so vollzieht sich die Ausgleichsbewegung ungestért; wachst sie an, 
so kann sich keine laminare Geschwindigkeitsverteilung ausbilden. Ausfithrlich 
untersucht ist die Ausgangsverteilung U = cy? mit der beschrankenden An- 
nahme « = 0%); es wurde aber nicht # berechnet, sondern nur nach einem Werte 
von & gesucht, bei welchem auch # = 0 wird, bei welchem also Ubergang von 
Stabilitat zu Instabilitat bei Fortpflanzungsgeschwindigkeit Null eintritt. Es 
zeigt sich, daB ein solcher Wert nicht existiert. Nur bei einer diskontinuierlichen 
Anfangsverteilung konnte NOETHER einen kritischen Wert von aR finden, aber 
noch keinen kritischen Wert von R, da auch ‘diese Rechnung auf « = 0 be- 
schrankt war. In einer ganz neuen Arbeit zeigt NoETHER*), daB allgemein keine 
Lésungen von [Ziff. 33, Gleichung (4) und (5)] in dem Bereiche asymptotischer 
‘Entwicklung der Partikularlésungen existieren. 

38. Energetische Ansatze: REYNOLDs5) selbst ist an das Stabilitatsproblem 
in der Weise herangegangen, daB er (wie in Ziff, 33) die gesamte Strémung in 
cine bekannte Hauptstromung und eine Stérung teilte, deren quadratische 
Glieder vernachlassigt werden. Er bestimmte aber nicht den zeitlichen Verlauf 
dieser Stérung, sondern stellte nur eine Energiebilanz fiir die Stérung (in der 
“Art der Ziff..9) auf. Auch Lorentz®), Orr’), HAMEL®) haben solche Unter- 


1) H. Lorenz, Phys.¢ ZS. Bd 26. 4S: ss5y. 102 sh BC ree Se : i 
A. Prétt, ZS. fiir techn. Phys., Bd. 7, S. Be Pee : Se tee 
2) F. NoETHER, Miinchener Ber. 1913, S. 309; G6ttinger Nachr. 1917. 
3) O. BLUMENTHAL, Miinchener Ber. 1913, S. 563. 
4) F. NoETHER, ZS. f, angew. Math. u. Mech. Bd. 6, S. 232. 1926. 
O. REYNOLDS, Phil. Trans. A. Bd. 186, S. 123. 1894; Scient. Paps Bd 525 Sa535. 
H. A. Lorentz, Abh. ib. theoret. Phys., S. 43. Leipzig 1907. 
*) W. McFappEen Orr, Proc. Roy. Irish Acad. Bd. 27; S. 124. 1907. 
G. Hamet, G6ttinger Nachr. 1911. 
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suchungen angestellt. Man findet die zeitliche Anderung der Stérungsenergie 
in der Volumeinheit eee: 

ad [uj + v? 
mie » 


im Mittel (was durch die wagerechten Striche bezeichnet werde) aus zwei Teilen 
zusammengesetzt : 

1. Der Impulstransport, durch welchen die Schubkrafte zwischen den ein- 
zelnen Schichten iibertragen werden, verstarkt die Stérungsbewegung bei positivem 
dU/dy, wie aus den allgemeinen Uberlegungen (Ziff. 31) folgt; die so der Stérung 
in der Volumeinheit zuflieBende Energie ist 


—e—=—4%,2,. 
Oa Mi": (2) 
2. Die innere Reibung verzehrt in der Volumeinheit Stérungsenergie im 


Betrage Cc aa 
Uy 0, \? 
M Ge =e) (3) 


Der erste Ausdruck ist der Dichte, also der Tragheit, der zweite der Zahigkeit 
‘proportional; ihr Verhaltnis hangt bei Benutzung dimensionsloser Variablen 
nur von der Reynorpsschen Zahl ab. Natiirlich ist (3) bei kleinen REYNOLDs- 
schen Zahlen gréBer als (2), bei gréBeren. REyNoLDsschen Zahlen kleiner. Bei 
einer bestimmten Annahme fiir w,, v, ergibt sich eine kritische REYNOLDSsche 
Zahl, bei welcher der Ausdruck (2) gleich (3) wird, oberhalb dessen er gréBer 
wird. Unter allen diesen Annahmen ist diejenige zu suchen, bei welcher der 
kritische Wert am kleinsten wird. Lorentz hat bestimmte Einschrankungen 
fiir “,, v, gemacht, indem er einen elliptischen Wirbel als Stérung annahm, 


und fand schon eine sehr niedrige kritische Zahl, namlich hes 288, im Falle 


der linearen Geschwindigkeitsverteilung in der Hauptstrémung mit Héchst- 
geschwindigkeit U und Schichtdicke #. Bei der scharferen Fassung des Problems 
als Variationsaufgabe wird die Zahl noch kleiner. Dieses Ergebnis steht im Wider- 
spruch mit der Erfahrung, sowie mit der exakten Untersuchung nach der Methode 
der kleinen Schwingungen. Die Folgerung, daB unterhalb der so gefundenen 
kritischen Zahl jede Stérung durch die innere Reibung aufgezehrt wird, kann als 
richtig gelten. Aber fiir gré6Bere REyNoLDssche Zahlen folgt aus dem Anwachsen 
der Stérungsenergie in einem .bestimmten Augenblick noch keine Instabilitat 
der Hauptstrémung, da der weitere Verlauf der St6érung im Dunkel bleibt. Das 
entgegengesetzte Ergebnis der Methode der kleinen Schwingungen beweist gerade 
die Unbrauchbarkeit dieser Betrachtungsweise fiir das Stabilitatsproblem. 

39. Verlauf der turbulenten Bewegung. Die Schwierigkeiten, welche sich 
einer allgemeingiiltigen Einsicht in die Vorgange bei turbulenten Strémungen 
entgegenstellen, sind noch gréBer als beim Stabilitatsproblem ; infolgedessen 
ist man iiber Vermutungen noch nicht hinausgekommen und hat sich bei den 
einzelnen Problemen, die unten besprochen werden, mit: mehr oder weniger 
sinnvoll geordneten und auf andere Falle iibertragenen empirischen Gesetz- 
maBigkeiten begnigt. 

Es gibt zwei Méglichkeiten zur Auffassung der turbulenten Strémung: 

4. Die Differentialgleichungen fiir reibende Fliissigkeiten kénnten aufer 
der laminaren und verwandten Lésungen noch Lésungen mit denselben Grenz- 
bedingungen haben, welche zu turbulenten Strémungen gehoren. Nur nicht- 
stationare Lésungen kommen hierfiir in Betracht; die in Ziff. 25 und 26 diskutier- 
ten Strémungen kann man wohl als den laminaren verwandt ansprechen; sie 
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treten in Versuchen mit groBen REyNoLpsschen Zahlen nicht in die Wirklichkeit. 
Es sei bemerkt, daB das rein mathematische Problem, wie viele Lésungen bei 
bestimmten Grenzbedingungen die Gleichungen (2) von Ziff. 3 haben, ungelést ist. 

Einen Versuch, solche Lésungen zu finden, hat HEISENBERG!) unternommen, 
indem er die Unbekannte WY der Gleichung (2) von Ziff. 8 nach Potenzen von 
e'(bt- %*) entwickelt und die Abhangigkeit der einzelnen Entwicklungskoeffizien- 
ten von y aus dieser Gleichung bestimmt hat. Es ergibt sich eine mittlere Strémung, 
deren Geschwindigkeitsverteilung linear oder unabhangig von y ist und an den 
Wanden mit y? geht (s. Ziff. 46). Daritber lagern sich Schwingungen von be- 
stimmtem Frequenzbereich, die gegen die Wande zu anwachsen und erst in 
unmittelbarer Nahe der Wande zu Null gehen; die Vorgange in der Umgebung 
der einen Wand sind von denen an der anderen unabhangig. So bestechend diese 
Ergebnisse scheinen, so wenig kénnen sie angesichts der unsicheren mathematischen 
Grundlage als zuverlassig angesehen werden. : 

40. Die turbulente Stromung als statistisches Gleichgewicht. 2. Mehr und 
mehr Boden hat in den letzten Jahren die Auffassung gewonnen, daB die turbulente 
Strémung tiberhaupt nicht eindeutig bestimmt ist, im Sinne einer im einzelnen 
numerisch verfolgbaren Lésung der Differentialgleichungen, sondern daB sich 
nur ein statistisches Gleichgewicht von regellosen Schwingungen oder Wirbeln ein- 
stellt, das durch eine bestimmte Verteilung der mittleren Geschwindigkeiten und 
der Schubkrafte charakterisiert ist). Als erster hat BurGcErs®) versucht, auf 
Grund dieser Vorstellungen im Falle zweier relativ zueinander bewegter Wande die 
(in diesem Falle von y unabhangige) Schubkraft zwischen zwei benachbarten 
Schichten in Abhangigkeit von der Wandgeschwindigkeit zu berechnen. Nach 
den Uberlegungen der Ziff. 31 gilt 
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ferner nach Ziff. 38 im Gleichgewichtsfall, wenn die Energie der Stérung im 
Mittel konstant bleiben soll 


+h +h 
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Hierbei ist jetzt natiirlich nicht dU/dy konstant wie bei laminarer Haupt- 
strémung. Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen dU/dy, so ergibt sich t 
in Abhangigkeit von den verschiedenen Schwankungsmittelwerten. Um diese zu 
berechnen, nimmt BuRGERs, wie LorENTz, als Zusatzstr6mung einen elliptischen 
Wirbel an, dessen Dimensionen so bestimmt werden, daB der Widerstand bei 
den gegebenen auBeren Bedingungen am gréBten wird. Das Ergebnis ist aber 
von speziellen Annahmen iiber die GréBe der Wirbel stark abhangig, darum 
unbestimmt und mit der Erfahrung nicht vergleichbar. 

Weiter dringt die Untersuchung v. KArmAns4), bei welcher gleichfalls die 
Hauptstromung zwischen zwei relativ zueinander mit den Geschwindigkeiten 
+U bewegten Wanden (y= +h) zugrunde gelegt und — auBerhalb einer 


1) W. HEISENBERG, Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 577, 1924 (25 Hele 
2) R.v. Miszs, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 425. 1921. 
: 3) J. M. Burcers, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 32, S. 574. 1923; auch Innsbr. Vortr. 
- 143. 
*) Tu. v. KARMAN, Abh. Aerod. Inst. Aachen H. 4, S. 27; auch Proc. of the 1. int. 
congr. f. appl. mechanics, S.97. Delft 1924. 
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kleinen Grenzschicht — die Hauptgeschwindigkeit Null und eine Schwankung 
von der Form 


w = Acos(ax+ By) ; (3) 


angenommen wird. Die in der Grenzschicht, also durch Zahigkeit bei der 
Schichtenstrémung verzehrte Energie wird vernachlassigt gegeniiber der Energie 
der Nebenbewegung; d. h. in Gleichung (6) wird der erste Summand auf der 
rechten Seite im Mittel weggelassen, und die Arbeit an der Langeneinheit einer 
bewegten Wand wird 
“— ‘Ou Ov,\2 
TU = eel) Oe Oa uw & = oe] ji 


(4) 


Mit dieser Beziehung als Nebenbedingung wird nun die wahrscheinlichste Ver- 
teilung /(«, 6) der Frequenzen « und f nach demselben Prinzip gesucht wie die 
wahrscheinlichste Geschwindigkeitsverteilung in der kinetischen Gastheorie; sie 
ist gegeben durch das Minimum des Ausdruckes 


& =| [jinfaaap. (5) 
0 


0 


Das bedeutet physikalisch, da8 ein standiger regelloser Ubergang von Energie 
von einer Schwingung in die andere stattfindet, daB die Wirbel von allen méglichen 
Ausdehnungen und Lagen in standigem regellosen Energieaustausch stehen. 
KARMAN findet als quadratischen Mittelwert der Frequenz 


~ U R ; 
af — 0,155 = 0,155 Fe (6) 


Bei dieser Rechnung fallt die mittlere Energie der Zusatzbewegung heraus; um 
eine Beziehung fiir die Schubkraft t in Abhangigkeit von der REyNoLDsschen 
Zahl R zu erhalten, miissen die Vorgange in der Grenzschicht, welche fiir die 
Energiebeziehung vernachlassigt wurden, herangezogen werden. Nimmt man 
lineare Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht (von der Dicke 6) an, 
so wird 


U 
Lis aa? (7) 


und die gesuchte Beziehung hangt an der Verbindung von Grenzschichtdicke 6 
und Frequenz «. Eine solche gibt aber die in Ziff. 35 auseinandergesetzte Theorie 
von PRANDTL und TiETJENS; denn die Annahmen geben eine Verteilung der 
Hauptgeschwindigkeit wie in Abb. 22b, und fiir diese ergibt sich bei jeder REy- 
NnoLpsschen Zahl der Grenzschicht Udo/u ein bestimmtes Verhaltnis der Wellen- 
lange 2, welche zu einer ungedampften und nicht angefachten Storung gehért, 


zu 6. Setzt man dieses 4 identisch mit der mittleren Wellenlange 2n/ Vo? der 
oben betrachteten Zusatzbewegung, so hat man eine bestimmte Beziehung 
zwischen t und R. Die numerische Durchfihrung fithrt zu Werten, die zwar 
nicht exakt mit der Erfahrung iibereinstimmen, aber doch die GréBenordnung 
richtig wiedergeben. 

Dieses statistische Gleichgewicht ist auch stabil, denn wenn etwa die 
Schwankungen zunehmen, so wird nach (4) auch + gréBer, dadurch nach (6) 6 
kleiner und nach PRANDTL und TIETJENS A ebenfalls kleiner. Eine héhere 
Frequenz der Schwankungen hat aber nach (3) und (4) auch eine gréBere Energie- 
verzehrung zur Folge; durch diese wird das urspriingliche statistische Gleich- 
gewicht wiederhergestellt. 
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Interessant ist, daB in dieser Theorie als charakteristisch fiir die turbulente 
Bewegung Wirbel auftreten, deren Schieflage dem Geschwindigkeitsabfall in 
der Hauptstrémung entgegengesetzt ist (Abb. 23), gerade wie in den Theorien 
der Instabilitat von Lorentz (Ziff. 38) und von Hopr (Ziff. 36). 

41. Turbulente Grenzschicht. Die 
SSS go Qs SSHMASS Erfahrungen iiber Turbulenz lassen 
sich auch auf die PRANDTLsche Grenz- 
schicht iibertragen. In den Uber- 
legungen der Ziff. 27 bis 30 war diese 
als laminar angesehen worden. Es zeigt 
sich nun, daB oberhalb gewisser Rry- 
NoLpsscher Zahlen Folgerungen der 
Grenzschichtentneorie nicht mehr mit 
der Erfahrung in Ubereinstimmung 
sind, daB vielmehr auch in der Grenz- 
schicht eine nichtstationare, turbulente 
Strémung sich ausbildet. Man kann aber die Uberlegungen der Ziff. 29 trotz- 
dem aufrechterhalten, wenn man nur unter ~ nicht die momentane Geschwin- 
digkeit, sondern einen zeitlichen Mittelwert versteht; dann ist die Anwendung 
des Impulssatzes voll berechtigt, und die Schwierigkeit besteht nur in der 
Auswahl einer brauchbaren Form fiir die Abhangigkeit des w von y. Man muB 
sich darin auf Erfahrungen stiitzen und eine ganz schmale Randschicht (ge- 
wissermaBen die Grenzschicht der Grenzschicht), in welcher die Tragheits- 
krafte belanglos_ werden und daher immer noch eine laminare Strémung 
herrschen mu, ausschlieBen. 


42. Warmeiibergang. Es muB8 hier erwahnt werden, daB von unseren 
allgemeinen Gesichtspunkten aus auch Licht auf den Ubergang. von Warme 
zwischen Fliissigkeitsschichten und zwischen Wand und strémender Fliissigkeit 
fallt. In den meisten praktisch wichtigen Fallen, besonders bei turbulenter 
Strémung, rihrt der Warmeiibergang im wesentlichen von der Konvektion her, 
also vom Strémungsmechanismus. Derselbe Mechanismus regelt aber auch 
die Impulsiibertragung; daher ist durch ihn der hydrodynamische Widerstand 
bestimmt. Infolge davon ist eine Beziehung zwischen der Warmeiibertragung 
und dem Widerstand zu erwarten. Setzt man die volle Identitat der Mechanismen 
voraus, so kann man eine Dimensionsbetrachtung anwenden. Bedeutet Q die 
Warmemenge, welche von der Flacheneinheit der Wand in der Sekunde an die 
Fliissigkeit abgegeben wird, W den Widerstand dieser Flacheneinheit, C die 
spezifische Warme und v die Geschwindigkeit der Fliissigkeit, so muB gelten 





WY LEE LEE LILLE 


Abb. 23. Wirbel in der turbulenten Stré- 
mung nach v. KARMAN. 


Q = konst. - ek ' (1) 
Die Voraussetzung ist richtig fiir die molekulare Impuls- und Warmeibertragung 
in Gasen, wobei sie die aus der kinetischen Theorie bekannte Form 


Cie Vis 
pera konst. (2) 


erhalt (4 Warmeleitzahl); sie gilt nicht fiir Warmeleitung und Reibung der 
tropfbaren Fliissigkeiten. Dagegen ist sie vollberechtigt fiir die Ubertragung des 
Impulses und der Warme bei turbulenter Stré6mung, wo dieselben ungeordneten Be- 
wegungen (Wirbel) beide Ubertragungen besorgen, wo der Widerstand durch die 
Konvektion derselben Materialteilchen hervorgerufen wird, welche die Warme 
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mit sich fithren. Dieser Gedanke ist von REYNOLDS!) zuerst ausgesprochen, 
von PRANDTL?) eingehender begriindet worden. Jeder Fortschritt der Erkenntnis 
uber den Mechanismus, die Geschwindigkeitsverteilung, den Widerstand in der 
turbulenten Strémung kann danach fiir die Durchdringung der Vorgainge beim 
Warmeiibergang zwischen Wand und strémender Flissigkeit nutzbar gemacht 
werden*) (s. Kapitel ,,Warmeleitung‘ in Bd. XI dies. Handb.). 


IV. Str6mung in Rohren und Gerinnen. 


43. Glatte Kreisrohre. Der Druckabfall in Kreisrohren gehorcht bei kleinen 
Reyno.psschen Zahlen dem PorsEvittEschen Gesetz Ziff, 13, Gleichung (7) 
und (8). Bei der kritischen REynotpsschen Zahl schlagt die laminare Strémung 
in die turbulente um. Im turbulenten Gebiet treten nur dann einfache Verhaltnisse 
ein, welche mit dem ReyNno.psschen Ahnlichkeitsgesetz (Ziff. 10) iitbereinstimmen, 
wenn die Wande ganz glatt sind. Solche glatten Wande sind poliertes Glas oder 
Metall sowie gezogenes Messing. 

Die REynotpssche Zahl bei Kreisrohren sei aus dem Durchmesser D und 
der mittleren Geschwindigkeit U definiert: ) 

Rake 22 (1) 
Der Zeiger D wird hier dazu gesetzt, um diese bei Kreisrohren meist verwendete 
Zahl von der bei anderen Formen zu verwendenden R, (Ziff. 45) zu unterscheiden. 

Die kritische REyNotpssche Zahl im Sinne der Ziff. 32, unterhalb deren nie 
turbulente Str6mung vorkommt, ist nach den gesichertsten Messungen zu 2320 
anzusetzen. Dabei ist zu beachten, daB8 nach den in Ziff. 32 beschriebenen Er- 
fahrungen leicht héhere Werte auftreten kénnen, aber nicht viel tiefere ; immerhin 
muB eine Streuung bis zu etwa 2000 zugelassen werden. Die wichtigsten Er- 
gebnisse der einzelnen Untersuchungen sind*): 





Autor Material Methode Kritisches R 

REYNOLDS Wasser in Bleirohren Druckabfall, Farbfaden 2000 — 2100 

BARNES u. COKER ‘Wasser Warmeutbergang | 1900—2040 

RUCKES PreBluft in Glasrohren Druckabfall 2000—2400 

STANTON u. PANNELL Luft und Wasser Druckabfall 2140—2250 
KOHLRAUSCH Luft in Messingrohren Druckabfall | 2080 

WILDHAGEN Hochverdichtete Luft in Druckabfall 1900—2700 

Glasrohren 

KOHLRAUSCH Luft Geschwindigkeitsverteilung | 1900—2600 
STANTON u.PANNELL Luft und Wasser Geschwindigkeitsverteilung 4000 
COEHN u. REICHARDT ‘Wasser Stré6mungsstrome 1500 
SCHILLER Wasser Druckabfall bei verschie- 2360 

dener Storung 








Kleinere kritische Zahlen wurden nur von RucxKeEs mit Pref®luft in Eisen- 
kapillaren und von WILDHAGEN bei Luft in ganz engen Glaskapillaren gefunden. 


1) O, Reynotps, Phil. Trans. Bd. 174; Scient.. Pap. Bd. II, S. 51. 

2) 1, PRANDTL, Phys. ZS. Bd. 11, S. 1072. 1910. 

8) Tu. v. KArmMAN, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 241. 1921; H. Latzxo, 
ebenda S. 268; Abh. Aerod. Inst. Aachen H. 1. 

4) L. ScniLrer, Phys. ZS. Bd. 26, S. 566—595. 1925. S. dort auch die einzelnen Literatur- 
nachweise fiir das Folgende, sowie Kritik einiger hier nicht erwahnter Arbeiten. 
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Es kann vielleicht angenommen werden, dai hier ein schwer zu fassender EinfluB 
der Rauhigkeit (s. Ziff. 47) vorgelegen hat. 

Um den Druckabfall in glatten Kreisrohren darzustellen, bedienen wir uns 
der dimensionslosen Auftragung in logarithmischem MaBstab. Der Druckabfall 4p 
sei auf den Staudruck}@U? bezogen durch den Ansatz (J Rohrlange, D Rohr- 
durchmesser, @ Dichte, U mittlere Geschwindigkeit) 





Ap» BUF 
Rec phi ee (2) 
Dann ist 4 nur Funktion von Rp, und zwar ist im laminaren Gebiet 
64 ; 
i= =. G3) 


Auch im turbulenten Gebiet liegen die MeBpunkte in weitem Bereich auf 
einer Geraden im logarithmischen Diagramm, einem Potenzgesetz entsprechend, 
das Biasius in der Form 

A = 0,3164 Rp” (4) 


geschrieben hat, andere Autoren, entsprechend den aus Abb. 24 ersichtlichen 
Abweichungen ihrer Versuchsergebnisse in ahnlicher Form. Man hat vielfach 
vermutet, da Gleichung (4) wegen ihrer einfachen Form und ihrer Giiltigkeit 
in weiten Bereichen nicht nur als praktisch brauchbare Formel, sondern als 
exaktes Gesetz anzusehen sei. Die Messungen von STANTON und PANNELL einer- 
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7) 
Abb. 24. Druckabfall in glatten Kreisrohren. 


Tabelle zu Abb. 24. 




















Versuche von Versuchsfliissigkeit Rohrmaterial Rohrdurchmesser 
SAPH u. SCHODER!) ‘Wasser Gezogenes Messing 0,889 — 2,16 cm 
OMBECK 2) Luft Gezogenes Messing 2,00 + 4,002 cm 
JAKOB 8) Wasser u. Luft Gezogenes. Messing 1,0 cm 

Bvastus‘) Wasser Glas/Blei 0,987 cm u. 0,483 cm 

SCHILLER °) Wasser Gezogenes Messing 0,80 ~ 2,40 cm 

STANTON u. PANNELL®) | Wasser u. Luft Gezogenes Messing 1,26 140 10 cm 

JAKOB u. ErxK’”) Wasser Gezogenes Messing 7,02 ‘u. 9,98 cm 


1) A.V. Sap u. E. W. SCHODER, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. ; 3 
H. Brastus, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. Bd. 131. 1913. sie ie ie 
*) H. OmBeEck, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. Bd. 158/159. 1914. 
3) M. Jaxon, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 66, S. 178. 1922. 
H. Brastus, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. Bd. 131. 1913. 
) 
) 


ao fF 


L. ScHILLER, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 2. 1923. 
T. E. Stanton u. I. R. PANNELL, Phil. Trans. Bd. 214, S. 199. 1914. 
M. Jakos u. S. Erk, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. Bd. 267. 1914. 
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seits, von JAKOB und ERK andererseits zeigen aber in guter Ubereinstimmung 


miteinander starke Abweichungen von (4) und erfiillen mit nur +1°% mittlerer 
Abweichung das empirische Gesetz 


A = 0,00714 + 0,6104R5"*. (5) 


44. EinfluB der Anlaufstrecke. Die in Ziff. 38 geschilderten Verhaltnisse 
treten nur dann ein, wenn die Strémung auf der ganzen betrachteten Rohrstrecke 
ganz gleichmafig ist; sie erscheinen stark modifiziert vor allem am Einlauf, wo 
die richtige Geschwindigkeitsverteilung sich erst nach und nach herstellen muB. 
Man kann erst dann mit Sicherheit auf ganz gleichmaBige Str6mung rechnen, 
wenn man sich um eine Strecke von etwa 50fachem Rohrdurchmesser unterhalb 
des Einlaufes befindet. Darauf ist bei allen Versuchen, die sich auf gleichmabige 
Strémung beziehen, peinlich zu achten, da die Nichtbeachtung schon mehrfach 
zu Verwirrungen AnlaB gegeben hat. Bei der turbulenten Strémung, besonders 
in rauhen Rohren (s. Ziff. 47) geht die Entwicklung auf kiirzerer Strecke vor sich. 

Eine erste, aber unzureichende Naherung gibt die in Ziff. 14 auseinander- 

gesetzte HAGENBACHsche Korrektion; einen einwandfreieren und bei laminarer 
Strémung gut bewdahrten ; 
Weg bietet die Grenz- 
schichtentheorie in der Ge- 
stalt der Ziff. 29 dar4). Die —~> roars 
Strémung wird in 2 Teile 
geteilt (Abb. 25), die Grenz- 
schichten mit parabolischer 
Geschwindigkeitsverteilung 
und eine Strémung mit konstanter Geschwindigkeit, auf welche die Zahigkeit 
keinen Einflu8 hat, deren Geschwindigkeit aber stromabwarts zunimmt, da 
infolge der Zahigkeit die in den Grenzschichten 
stroémende Menge kleiner und infolgedessen die 
in der Mitte stromende Menge gréBer werden 
mu. Der Druckabfall in der Mittelstromung 
ist nach der BERNoULLIschen Gleichung ge- 
geben durch qyp oU dU 


eee eae (1) 


und nach der Grenzschichtentheorie ist diese 
Beziehung auch fiir die Grenzschichten giiltig. 
Der Impulssatz liefert dann die Entwicklung 
der Grenzschichtdicke 6 als Funktion von x; wo 
5 = D/2 wird, ist die Po1sEuILLEsche Strémung 
voll ausgebildet und das Gesetz des Druckabfalls 
nach Ziff. 13, Gleichung (7) tritt in Giltigkeit. 

Mit 6 ist auch U als Funktion von x gewon- 
nen, und (4) fiihrt zu den Werten des Druckab- 
falls zwischen zwei beliebigen durch die Zeiger, Abb. 26. Diagramm zur Berech- 
und , bezeichneten Querschnitten (Ug mittlere nung des Druckabfalls in der 





































































































Abb. 25. Anlaufstrecke. 

















Geschwindigkeit = GeschwindigkeitamEinlauf): . Anlauistrecke (nach Schmrsn). 
Us 
pi — br = "5 (Mz — My) , (2) 


wobei die Werte von m der von SCHILLER herrithrenden Abb. 26 entnommen 
werden kénnen. Dabei gilt als Abszisse die dimensionslose GréBe x/DRp. Bei 


1) L. ScHILLER, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 2, S. 96. 1922. 
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m—=3, d.h. x/DRp = 0,0288 ist nach dieser Rechnung die PoIsEUILLEsche 
Strémung ausgebildet; die Kurve wird von da an mit leichtem Knick durch die 
Gerade des Gesetzes (3) von Ziff. 43 mit dem Anstieg tga = 64 fortgesetzt. Nach 
(2) wachst die Anlauflange mit wachsendem Rp; die Abweichung vom Pot- 
SEUILLEschen Gesetz macht sich daher bei kurzen Rohren um so starker bemerk- 
bar, je gréBer Rp wird. 

SCHILLER hat Versuche an 3 Messingrohren von 2,399, 1,5924 und 0,7996 cm 
lichter Weite angestellt, wobei die beiden Stellen, deren Druckdifferenz gemessen 
wurde, 104,15 cm bzw. 196,77cm unterhalb des Einlaufs lagen. Wie gut die 
Versuche durch obige Rechnung wiedergegeben werden, zeigt Abb. 27. Auch 
fir Versuche, bei welchen vom Einlauf bis an das Gebiet der ausgebildeten 
Laminarstrémung gemessen wurde, gilt das. Sieht man die Fliissigkeit im Ein- 
lauftrog als vollkommen ruhend an, so kommt zu dem Druckabfall nach dem 
POISEUILLEschen Gesetz noch der 
Druckabfall 1,16 @ Uj/2 entsprechend 
































0,070 
Abb. 27 und der Druckabfall o U}/2 
g040 zur Erzeugung der Geschwindigkeit am 
‘ « beobachrer Einlauf. Die in Ziff. 14 eingefiihrte 

( - ah © berechirer HaGENBACcuHsche Korrektur ergibt 

| ; 29 U%/2, 

010 trifft also beinahe den exakten Wert. 
Kane SCHILLER?) hat dieselbe Rechenmethode 
auch sinngemaB auf die Verhaltnisse 
ee beim ENGLERschen Zahigkeitsmesser 


1000 2000 OU 7000 10000 20000 30000 ‘{bertragen und hat es so erreicht, aus 
den Ablesungen trotz des kurzen Rohr- 

Abb. 27. Anlauistreckenversuch stiickes den Zahigkeitskoeffizienten ab- 

MRO MRS SEIS solut mit einer Genauigkeit von 2% 
messen zu kénnen. 

Die kritische Zahl bei Rohren von begrenzter Lange muB infolge der lang- 
samen Entwicklung der Strémung noch vom Verhiltnis %/D abhangen. Es 
treten komplizierte Erscheinungen auf, die vielfach zu falschen Deutungen gefiihrt 
haben?). Eine Klarung brachte die genaue Messung des Druckabfalls von Punkt 
zu Punkt durch SCHILLER und KirsTEN 8). Sie fanden die kritische Zahl bedeutend 
erhéht, wenn die Rohrlange verkleinert wurde, und erst bei sehr langen Rohren 
die normale kritische Zahl von der GréBenordnung 2400. Vor der vollen Aus- 
bildung ist ja die eigentliche Strémung einer zahen Fliissigkeit auf einen schma- 
leren Bereich beschrankt (s. Abb. 25), hat also eine kleinere REYNoLpssche Zahl: 
man muB als REyNoLpssche Zahl hier Ud/y ansehen und findet aus den Messungen 
unter Heranziehung obiger Rechnungen einen kritischen Wert von 2000 bis 
4000 als kritischen Wert fiir diese GréBe (s. Ziff. 51, Platte). 

Aber noch ein weiterer Umstand falscht die Ergebnisse bei kurzen Rohren 
Auch Anfangsstérungen miissen erst nach und nach abklingen und wirken wider- 
standerhéhend, wenn sie an der MeBstelle noch nicht abgeklungen sind. Man 
findet also unter Umstanden erhéhten Widerstand an der MeBstelle und schlieBt 
auf Turbulenz, wenn weiter unterhalb doch die Laminarstrémung eintritt. Uber- 
haupt entwickeln sich die Gleichgewichte der Strémungen langsam, auch die 


1) L. Scuitrer, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 2, S. 1 
pases aus 3 18icl, Oe Sew, ieee 
*) W. SorKau, Phys. ZS. Bd. 12, S. 582. 1941; Bd. 13, S. 805. 1912; Bd. 14, S. 147 
709, 828. 1913; Bd. 15, S. 582, 768. 1914; Bd. 16, S. 97, 101. 1918, parse. 
SE. SCHILLER aun Ey KirsTEN, Phys. ZS. Bd. 22, S. 523. 1924. 
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turbulenten Bewegungen. SCHILLER spricht die Vermutung aus, daB die Laminar- 
str6mungen bei groBen REyNoLpsschen Zahlen auch nur der langsamen Ent- 
wicklung der Turbulenz ihre Existenz danken, und da man wohl bei allen Stré- 
mungen mit Rp > 2500 Turbulenz finden wiirde, wenn man nur weit genug 
stromabwarts vom Einlauf messen kénnte. 

45. Einflu® der Querschnittsform. Um verschiedene Querschnittsformen 
miteinander vergleichen zu kénnen, benutzen wir als allgemein definierte Langen- 
abmessung den in der praktischen Hydraulik verwendeten Begriff des Profil- 
radius oder hydraulischen Radius: 


ak Querschnitt _ may i (1) 
benetzten Umfang ce 

Diesem Begriff liegt die Vorstellung zugrunde, daB den am ganzen Querschnitt 
angreifenden Druck- und Volumkraften durch die Spannungen am benetzten 
Umfang das Gleichgewicht gehalten wird. Bei offenen 
on Gerinnen tragt nur die feste Berandung zur GréBe s bei. 

ie Wir definieren dazu die REyNnoLpssche Zahl 

| 





Ur 
ik, = yy (2) 








a __—- ; 7 T ie = 7 ~ 
10 = Ba teenes Siaee SS 
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2 S52. atc ae 
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Abb. 28. Einflu8 der Querschnittsform auf den Druckabfall. 


und den Druckabfallkoeffizienten y durch die Gleichung 
Ap o U? 
| aus (3) 

Fir den Kreisquerschnitt ist ry =1D, R,=4Rp, y =A/4. Benutzt man die 
hier definierten Begriffe, so erweisen sich sowohl die kritische Zahl wie die 
Koeffizienten der turbulenten Strémung als in erster Naherung unabhangig von 
der Querschnittsform. Die laminaren Strémungen sind dabei ganz verschieden. 
Dies zeigt Abb. 28, in welcher die wichtigsten Messungen zusammengefaBt 
sind. Die Versuche an einem gleichseitigen Dreieck, einem Quadrat, einem Recht- 
eck (7,9:27,8) und einer sternférmigen Berandung stammen von SCHILLER}), 
die mit F bezeichneten an einem sehr breiten Rechteck von FRoMM?). 

Auch Messungen an offenen Gerinnen fiigen sich denselben Gesetzen; als 
kritische Zahl findet man*) Rx = 250 bis 350. 

46. Die Geschwindigkeitsverteilung bei turbulenten Str6mungen ist zuerst 
von STANTON?) im Kreisrohr mit Hilfe ganz feiner Pitotrohre von 0,33 mm 

1) L. ScuHitter, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 10. 1923. 

2) K. Fromm, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 339. 1923; Abh. Aerod. Inst. 
Aachen H. 3. 

3) L. Horr, Ann. d, Phys. Bd. 32, S. 777. 1910. 

4) T. E. Stanton, Proc. Roy. Soc. London Bd. 85, S. 369. 1911; T. E. STANTON, 
D. MarsHALL u. C. N. Bryant, ebenda Bd. 97, S. 413. 1920; dazu auch M. BaRKER, ebenda 
Bd. 101, S. 435. 1922; altere Arbeiten, hauptsachlich aus der hydraulischen Praxis, s. 
Pu. FoRCHHEIMER, Hydraulik, S. 93. Teubner 1914; auch L. GUMBEL, Jahrb. d. schiffbau- 
techn. Ges. Bd. 14, S. 393. 1913; vgl. ferner Kap. 3, Ziff.3 dies. Bd. des Handb. 
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Durchmesser bis in unmittelbare Wandnahe gemessen worden 52 durch den 
Kunstgriff, die Wand der Strémung selbst anzubohren, und die Pitotrohre in 
die Wand hinein zu verlegen, konnte die Geschwindigkeit noch in 1/99 TM 
Entfernung von der Wand gemessen werden. Messungen in einem recht- 
eckigen Rohr fithrte SasvArt?) aus. 
Messungen in einem Kreisrohr, einem 
Rohr von gleichseitig dreieckigem und 
einem Rohr von rechteckigem Quer- 
schnitt stellte NIKURADSE?) (Géttingen) 
= an; sein Pitotrohr hatte nur 0,233 mm 
Abb. 29. Linien gleicher Geschwindigkeit _ Durchmesser. Letzterer maf auch die 
im rechteckigen Rohr (nach Nikurapse). Geschwindigkeitsverteilung in einem 
offenem Gerinne von rechteckigem Quer- 
schnitt, und zwar im Innern gleichfalls mit Pitotrohren. Die Geschwindigkeits- 
verteilung an der freien Oberflache wurde in der Weise gemessen, daB ein 
Wagen mit Kamera mit verschiedenen Geschwindigkeiten in der Stromrichtung 
“fuhr, wobei die mit Aluminiumfeilspanen bedeckte Oberflache photographiert 
wurde. Dabei miissen sich diejenigen Aluminiumteilchen, welche mit der- 
selben Geschwindigkeit wie der Wagen bewegt werden, als Punkte, alle anderen 
als mehr oder weniger groBe Striche abbilden. Als Beispiel sind in Abb. 29 
die Linien gleicher Geschwin- 
digkeit in einem rechteckigen 
Rohr gezeichnet. Ein recht- 
eckiger Kanal mit freier Ober- 
flache zeigte bei den Versuchen 
NIKURADSES eine entsprechende 
Verteilung; jedoch liegt die 
Schicht gréBter Geschwindig- 
keiten nicht an der Oberflache, 
sondern um etwa ein Sechstel 
der Tiefe darunter; die Ge- 
schwindigkeitsverteilung in die- 
ser Schicht zwischen den beiden 
Seitenwanden stimmte  voll- 
kommen mit der Verteilung im 
Mittelschnitt des Rohres iiber- 
ein; an der freien Oberflache 
selbst war das Maximum in der 
Wand y— Wong Mitte weniger flach. Abb. 30 
stellt die turbulente und die 
laminare Geschwindigkeitsver- 
teilung (bei gleicher Durch- 
fluBmenge) nebeneinander. 
Von besonderer Bedeutung ist die experimentelle Feststellung, daB von 
der Wand aus die Geschwindigkeit « mit der 1/,ten Potenz der Entfernung y 
von der Wand wachst; die Genauigkeit dieser Beziehung geht aus Abb. 30 hervor. 
Hierbei handelt es sich natiirlich um den Mittelwert der Geschwindigkeit an einem 
bestimmten Punkte; die turbulente Strémung ist ja nicht stationdr. Man kann 
dieses Gesetz nicht als bis zur Wand y = 0 gultig ansehen; denn dort ver- 
schwinden die Schwankungen, und die Schubspannung t mii®te nach Ziff. 4, 


1) G. SasvArt, ZS. f. d. ges. Turbinenw. Bd. 14, S. 2a mOncrE 
*) J. NIkURADSE, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. H. 281. 




























































































Abb. 30. Geschwindigkeitsverteilung und Gesetz der 
7. Potenz der Geschwindigkeit. 
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Gleichung (1) gleich w(du/dy),_9, also unendlich werden. Es muB also eine 
schmale, in den Messungen nicht merkliche Grenzschicht existieren, in welcher 
Laminarstrémung herrscht und ein ganz bestimmter, fiir das Druckgefalle im 
Rohr maBgebender Geschwindigkeitsabfall eintritt. Die ganz feinen Messungen 
von STANTON dringen in diese Schicht ein. 

Von der Beziehung 


u=ayt, (1) 


in welcher a eine Proportionalitatskonstante bedeutet, fiihrt eine einfache 
Dimensionsbetrachtung von PRANDTL und v. KArMAN?) zu der Beziehung (4) 
von Ziff. 43 fiir den Druckabfall. Nimmt man namlich an, da8 die Strémung 
in der Nahe einer Wand nicht von den Vorgangen an der anderen Wand be- 
einfluBt wird, daB also auch die Schubkraft an einer Wand nur von den Vorgangen 
in der unmittelbaren Umgebung dieser Wand bestimmt wird, so kann die Schub- 
kraft t nur von den drei GréBen «, @ und a abhangen. Dies ist aber nur in einer 
Weise méglich, wenn namlich 


t=C-ortal, (2) 
und da ja 
o U2 
ok cae G3) 
ist, so wird rae 
2¢ far'\* 
ak () os 


Dabei ist ¢ eine reine Zahl, die an jeder glatten Wand denselben Wert haben 
mu; eine kleine Abhangigkeit von der Querschnittsform ist allerdings zu er- 
warten. Man kann als die Grundlage unserer Dimensionsbetrachtung die An- 
nahme ansehen, daB ¢ von R unabhangig ist. Die reine Zahl ar'/U gibt das Ver- 
haltnis der Geschwindigkeit in Entfernung 7 von der Wand zur mittleren Ge- 
schwindigkeit an, wobei die Giiltigkeit des Ansatzes (1) bis zu dieser Entfer- 
nung angenommen wird. Gleichung (4) ist offenbar identisch mit dem BLastus- 
schen Gesetz (4) von Ziff. 43, das man bei Beziehung auf den Profilradius 7 


schreiben muB: 2 
wy = 0,0559R, °. (5) 


NIKURADSE hat in den von ihm durchgemessenen Fallen y aus dem gemessenen 
Druckgefalle und a aus der Geschwindigkeitsverteilung in Wandnahe bestimmt 
und daraus den Wert ¢ fiir das rechteckige, dreieckige und kreisf6rmige Rohr zu 
0,0249 bzw. 0,0241 bzw. 0,0232 berechnet. KARMAN hat das Verhiltnis a7?/U fiir 
das Kreisrohr in verschiedener Weise berechnet, indem er verschiedene An- 
nahmen iiber die Geschwindigkeitsverteilung in der Rohrmitte, wo alle Wand- 
elemente in gleicher Weise einwirken, einfiihrte. In Verbindung mit Gleichung (5) 
erhalt er €-Werte, die in geringen Grenzen schwanken. 
Setzt man die Geschwindigkeitsverteilung an 


ae as 6 


so bedeutet m = 1 Extrapolation des Ansatzes (1) bis zur Rohrmitte (wo sich 
dann eine Unstetigkeit findet); bei dieser Annahme wird ¢ = 0,0233. Setzt 
man = 1,25, so wird € = 0,0231; » = 2 fiirt zu € = 0,0221. Ein Mittelwert 
n= 1,7, € =0,0225, diirfte die Erfahrungen vollauf befriedigend darstellen. 





1) Tu. v. KArmAN, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 238. 1921; auch Abh. Aerod. 
Inst. Aachen, 1. Lief.; und Innsbr. Vortr.; S. 146. 
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Will man a durch U wd 7 bezw. D ausdriicken, so ergibt die letztgenannte 
Annahme U 7) 
Di 


Im Bereich sehr groBer REyNoLDsscher Zahlen, wo das einfache Gesetz (5) 
nicht mehr gilt (s. Ziff. 43), mu8 unsere Dimensionsbetrachtung auch zu einem 
anderen Gesetz fiir die Geschwindigkeitsverteilung fithren. In der Tat entsprechen 
neue Versuche von DoncH!) an Luftstrémungen im rechteckigen Kanal in diesem 
Gebiet der Rreynotpsschen Zahlen einem Gesetz uy, das auch friher 
CHRISTEN?) an Fliissen gefunden hat. Die Abweichung von (4) liegt in der 
Richtung, welche die von DéncH gemessenen (mit Abb. 24 gut stimmenden) 
Druckabfallwerte erwarten lassen. 

Historisch ist zu bemerken, daB® die Entwicklung nicht den Weg der hier 
gegebenen Darstellung eingeschlagen hat; vielmehr hat PRANDTL nur aus dem 
Brasiusschen Gesetz auf das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz geschlossen und 
v. KArMAN die meisten der im folgenden besprochenen Konsequenzen gezogen, 
ehe sie experimentell bewiesen wurden. . 

47. Rauhe Rohre und Gerinne. Das bisher verwendete Ahnlichkeitsgesetz 
reicht nicht aus fiir Stromungen mit rauher Berandung; zwei geometrisch gleiche 
Strémungen mit gleicher REyNotpsscher Zahl kénnen sehr verschiedene Werte 
fiir den Druckabfall (yw) haben, wenn die Wandbeschaffenheit verschieden ist. 
Dieser EinfluB der sog. Wandrauhigkeit wird unter Umstanden so bedeutend, 
da8 er den EinfluB der REyNoLpsschen Zahl ganz iiberdeckt und in der praktischen 
Hydraulik lange allein als maBgebend hervortrat. Da ganz kleine Verschieden- 
heiten in der Wandbeschaffenheit groBe Wirkungen hervorbringen kénnen, ist 
aus der Grenzschichtentheorie zu verstehen. Die Schicht, welche fiir den Ge- 
schwindigkeitsabfall an der Wand und fiir das gesamte Strombild entscheidend 
ist, wird mit R-? klein, und eine Uberschlagsrechnung zeigt, daB sie bei recht 
gewohnlichen Verhaltnissen von der GréBenordnung der Einzelerhebungen einer 
rauhen Berandung, etwa des Rostes an einem Eisenrohr, werden kann. Es ge- 
lingt indes nicht, durch die GréBe dieser Erhebungen allein die Verhaltnisse bei 
rauhen Rohren darzustellen; die Gestalt und gegenseitige Entfernung der Er- 
hebungen spielt eine bestimmte Rolle dabei, und das Versuchsmaterial reicht 
nicht aus, um iiber diese einzelnen Einfliisse etwas auszusagen. Man mu zunachst 
die ,,Rauhigkeit‘’ durch den Druckabfall selbst definieren und messen. Ware 
nur die GréBe der Erhebungen maBgebend, so ware die hydraulische Rauhigkeit 
einer bestimmten Berandung durch eine LangengréBe k’ gegeben, und das ver- 
allgemeinerte Ahnlichkeitsgesetz’) fiir rauhe Rohre wiirde lauten: yw hangt 
auBer von der geometrischen Form nur von R und von k’/r ab. Systematische 
Versuche sind in dieser Hinsicht von SCHILLER‘), von Hopr>) und von Fromm ®) 
angestellt worden; SCHILLER schnitt in Rohre von verschiedenem Durchmesser 
das gleiche Gewinde ein, Hopr und Fromm benutzten Platten, die von ver- 
schieden dicken, genau bearbeiteten Staben auseinandergehalten waren, also 
rechteckige Rohre von verschiedener Hohe bildeten. Es erwies sich aus diesen 
Versuchen und der Zusammenstellung®) eines reichhaltigen Versuchsmaterials 





a= 1,13 = = 4,58 
Vv? 


1) F. Doncu, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. 1926, H. 282. 

2) T. CHristen, ZS. f. Gewdsserkde. Bd. 6, S. 175. 1904. 

8) H. Brasius, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. H. 131; R.v. Mises, Elemente der 
technischen Hydromechanik. Teubner 1924. 

4) L. ScuHitter, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 2. 1923. 

5) L. Horr, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 329. 1923; Abh. Aerod. Inst. 
Aachen H. 3. 

8) K. Fromm, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 339. 1923; Abh. Aerod. Inst. 
Aachen H. 3. 
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aus der hydraulischen Literatur, daB eine Einordnung aller Ergebnisse in eine 
einparametrische Schar nicht méglich ist. Es gibt vielmehr allem Anschein 
nach zwei Arten von turbulenter Strémung in rauhen Rohren und Gerinnen, 
deren Verhalten aus den Abbildungen deutlich wird, aus welchen auch ein Uber- 
blick tiber die ausgefiihrten Messungen zu gewinnen ist?). 


Tabelle zu Abb. 31. 










Nr. Versuche yon Art des Gerinnes Wandmaterial bike int) ’ | Bemerkungen 
| (in cm) 
] 
1 Brastus ”) | Kreisrohr | Glatt — | Potenzgesetz 
2 Darcy °) | ir GuBeisen 0,898 | 
3 * . - e 0,910 
4 ”? | ” ” 7,42 
5 » ~ 5 12,5 Temperaturang.fehlt 
6 BAZIN *) | Rechteck. offen. Holz 12 6 + 9: Rauhigkeit 
Gerinne | durch Benageln des 
7 2 . Desgl. | Re 47 Grundes m. Brettern 
8 o a a 24,3 erzeugt 
9 ” ” ” 29 
10 ” » » 13 10 + 12: Bretter 
11 » ” ” 19,5 enger aneinander 
12 » D 24 
13 Marx, WING, Kreisrohr 40 46,0 Nach zweijahrigem 
Horgins®) | Gebrauch, vgl. Tab. 
| zu Abb, 32,, Nr. 7 
14 Petit °) Pe Eisenblech A 
15 ” ” ” 15,0 
16 ScoBEY “) 5 Zement 10,2 ‘116 + 20: Tempera- 
a7 ” ” 32 19,0 turangaben fehlen 
18 Bazin *) A, a 20,0 Besonders glatt 
19 Moore’) ¥ Ae 110 
20 JOHNSTON *) at 5 137, 
21 ScHILLER®) | Kreisrohr. Ein- Messing 20 Messungen an weite- 
geschn. Gewinde ren Rohren zeigen 
22 ee | Kreisrohr. Ande- - 20 bisher unerklarte Ab- 
| res Gewinde weichungen 
| 
23-30 FRomM °) ) Rechteck. Rohr | Drabtnetz |0,425 + 1,57| Gl. (1) bestatigt 
31— 34 a | if “ Waffelblech | 0,42 -+ 1,46 roe CY) ap 








Abb. 31 (,, Wandrauhigkeit‘) zeigt den Druckabfall in rauhen EFisenrohren, 
bei Zement, Waffelblech und Drahtnetz als Wandungen. Die Kurve fiir den 
Widerstand des glatten Rohres stellt eine Grenze dar, unter welche der Wider- 
stand nie heruntersinkt. Sieht man von den niedrigsten R,-Werten der einzelnen 


1) Die Abbildungen sind mit einigen Auslassungen der unter FuBnote 5, S. 146, 
zitierten Arbeit von Hopr entnommen. Andere Zusammenstellungen zum Teil desselben, 
zum Teil auch anderen Materials in den S. 125, Anm. 1, zitierten Arbeiten, ferner R. BIEL, 
Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. H. 44. 

2) H. Brastus, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. 1914, H. 131. 

3) H. Darcy, Recherches exp. Paris 1857. 

) H. Bazin, Mém. prés. a l’ac. des sciences Bd. 19. 1865. 

) C.D. Marx, C. B. Wine u. L. M. Horxtins, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 44. 1900. 
) H. OMBECK, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. 1914, H. 158/159. 

?) F. Scopey, U.S. Dep. of Agricult., Bull. 852. 1920. 

) L. Scu1tter, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 8. 1923. 

) K. Fromm, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 339. 1923. Abh. Aerod. Inst. 
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Tabelle zu Abb. 32. 














Nr. Versuche von | Art des Gerinnes . Wandmaterial ist aed Bemerkungen 
| (in cm) 
1 Brastus !) | Kreisrohr | Glatt —~ Potenzgesetz 
2 Darcy?) | ‘A | Asphalt. | 0,67 
| | Eisenblech 
a » | . Desgl. 2,06 
4 id | a | 2s 4,90 
5 , af s . The 
6 Bazin *) Offenes, recht- | Holz | 7 — 30 Sehr zuverlassige 
\eckiges Gerinne | | Messungen, Unab- 
) hangigkeit von 7 
| | nachgewiesen 
7] Marx, Wine, Kreisrohr 5 | 46,0 Temperaturang. un- 
Hopkins *) sicher. Neues Rohr, 
. vel. Tab. zu Abb. 31, 
Nt 13. 
8 SCOBEY °) is | 91,7 8 + 16: Temperatur- 
9 ria 5 . 103 angaben fehlen 
10 | Hami_ton SmitTH®) + . 0,8 
a Morttz°) Fr i | 5,08 
12 rs “ AS | 5,08 
43 : ; 5 8,9 
14 AA , Ff 11,4 
15 , 0 oF 35.4 
16 a “ e 35,4 Dasselbe, 1 Jahr 
| |spater. Vielleicht 
| Temp. versch. 7° 
17 Fromm °) . Rechteck. Rohr} Gewalztes | 0,633 + 1,634] Geringe Abhangig- 
oF Waffelblech keit von 7 
18 - Desgl. Stark gew. | 0,658 + 1,531] Unabhangig von 7 
Waffelblech 
19 ae Starker gew. | 0,651 + 1,52 | Unabhangig von 7 
Waffelblech | 








MeBreihen ab, so ergibt sich ein konstanter Wert von y, d. h. ein Druckabfall 
proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit. Dagegen hangt y von 7 ab, 
und zwar kann man nach den Messungen von Fromm, mit welchen die Bazin- 
schen wenigstens nicht in Widerspruch stehen (wahrend die tibrigen dariiber nichts 


aussagen), setzen: 
9 [ R/ \ 0314 og { Ri \ 2217 
Rea at co a i 
Dabei ist der Wert &’ fiir eine gegebene Berandung durch Versuch, auch durch 
Modellversuch zu bestimmen; er hangt sehr empfindlich von der Wandbeschaffen- 


heit ab, so daB man nicht etwa den an einem Zementrohr gemessenen Wert genau 
auf ein anderes Zementrohr iibertragen kann. Die Tabelle gibt die GréBenordnung 


. Buasius, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. 1914, H. 131. 
Darcy, Recherches exp. Paris 1857. 
_ Bazin, Mém. prés. & l’ac. des sciences Bd. 19. 1865. 
_D. Marx, C. B. Wine u. L. M. Hopxins, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 40. 1898. 
Scoprey, U.S. Dep. of Agricult., Bull. 376. 1916. 
Fromm, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 339. 1923. Abh. Aerod. Inst. 
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der k’-Werte, dazu den entsprechenden Wert k, der sich bei Benutzung der 
Formel (2) von Ziff. 43 fiir ein Kreisrohr nach der Gleichung 


< 10-2 hays (2) 


ergibt. Uber den Zusammenhang dieses Gesetzes mit dem Biasiusschen (4) 
von Ziff. 43, s. Ziff. 48. 
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Abb. 33. Druckabfall in gezogenen Metallrohren. 


Tabelle zu Abb. 33. 


| A 5 
Nr. Versuche von Art des Gerinnes Wandmaterial | read Z Bemerkungen 
4 Brastus !) Kreisrohr Glatt _ Potenzgesetz 
2 Darcy?) . Gezog. Eisen 0,305 
3 ” ” ”? »” O, 988 = 
4 a & Neues GuBeis. | 2,48 
5 » 26 3,42 
6 LANG 8) Fe Kupfer OAS7 
7 i FF 5 0,123 
8 SAPH ¥ Verzinktes | 0,222 
u. SCHODER!) | Eisenblech | 
9 Desgl. ‘ Desgl. 0,308 
10 6 es 55 | 0,398 
1 1 ” ” a” | O, 504 
12 OMBECK *) + Schmiede- 0,498 
eisen geatzt | 
13 FRITZSCHE *) a Schmiede- | 0,645 
eisen 
14 nh 2 Desgl. 0,975 
15 Petit‘) Rs Neues ver- | 6,50 
16 ; a zinktes Eisen- | 8,45 
blech 











H. Brasius, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. 1914, H. 131. 
H. Darcy, Recherches exp. Paris 1857. 

R. Bier, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. 1907, H. 44. 
HO 


MBECK, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. 1914, H. 158 und 159. 
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Tabelle 4. Rauhigkeitskoeffizienten. 


Neues, ziemlich glattes Metallrohr, asphaltiertes Blech . . . R=1,5m h’ =4-10-3m 
Neues GuBeisen, Eisenblech, gut geglatteter Zement . . . . 2,5 Pi OR 
Miteres Hisensohr, amgerostet . ©. 2. 0 60. oe kk be 5 15-1078 
Rauher Zement, verkrustetes GuBeisen, rauhe Bretter .. . 7 20-1078 


Abb. 32 (,,Wandwelligkeit‘) zeigt das ganz andere Verhalten von 
Wandungen aus Holz, asphaltiertem Eisen und gewalztem Waffelblech. Hier 
findet sich eine Abhangigkeit von R, die derjenigen beim glatten Rohr weitgehend 
gleicht. Ferner zeigt sich in den Messungen von Fromm und Bazin Unabhangig- 
keit vom Profilradius, so daB wy nur von der geometrischen Gestalt, der REYNOLDS- 
schen Zahl und einer durch die Wandbeschaffenheit allein gegebenen Zahl ab- 
hangt. In diese Schar kénnte man auch die in Abb. 24 vereinigten Messungen 
an ,,glatten*‘ Rohren einordnen (man beachte die Verschiedenheit der Koordinaten 
in Abb. 32 u. 24!). Fiir praktische Zwecke geniigt die Formel 


Ry SEE < Woiaty | (3) 


wobei fiir Holzrohre § = 1,5 bis 2,0, fiir asphaltierte Eisenrohre & = 1,2 bis 
1,5 angenommen werden kann, Im iibrigen kann fiir jede gegebene Berandung é 
durch Modellversuch bestimmt werden. Die Zugehérigkeit zu diesem Strémungs- 
typ scheint durch sanfte regelmaBige Erhebungen erleichtert zu werden. Die 
natiirliche Abnutzung (Kalkablagerung, Algenbildung u. dgl.) veranderte in zwei 
Jahren das Holzrohr Abb. 32, Nr. 7, so, daB der Widerstand dann durch Abb. 31, 
Nr. 13 gegeben war. Ob die Strémung des ,,;Wandwelligkeitstypus“ bei groBer 
Reynotpsscher Zahl schlieBlich immer in die des ,,Wandrauhigkeitstypus‘‘ 
iibergeht, ist eine offene Frage. Die in Abb. 33 vereinigten Versuche an gezogenen 
Metallréhren legen diese Vermutung nahe. Uber andere empirische Formeln 
und Versuche s. Kap. 3, Ziff.1 u. 2. 

48. Folgerung aus dem Geschwindigkeitsverteilungsgesetz. Die Geschwindig- 
keitsverteilung in rauhen Rohren ist noch nicht gemessen worden; jedoch scheint 
sie ahnlich wie in glatten zu sein, weil folgende Folgerungen, die v. KARMAN?) 
gezogen hat, mit der Erfahrung recht gut iibereinzustimmen scheinen: Es liegt 
nahe, die Reibung in rauhen Rohren als Formwiderstand der einzelnen Rauhig- 
keitselemente (s. Ziff.57) aufzufassen. Dieser ist in weiten Bereichen dem 
Quadrat der Anstrémungsgeschwindigkeit proportional wie die in Abb. 31 zu- 
sammengestellten Strémungen. Sieht man die Lange k’ als im wesentlichen der 
Erhebung proportional an, so wird diese Anstrémungsgeschwindigkeit U, nach 
Ziff. 46, Gleichung (1) 


= (2) ; 
und somit ee conte ( e : (2) 


in guter Ubereinstimmung mit Ziff. 47, Gleichung (2). Die Ubereinstimmung 
wird noch besser, wenn man dem Exponenten 2,2/7 in Ziff. 47, Gleichung (2) 
dem in den gleichen Versuchsreihen (FROMM) gefundenen Exponenten fir den 
Druckabfall im glatten Rohr 0,27 (anstatt 0,25 bei Brasrus) gegeniiberstellt; 
dieser wiirde ndamlich nach den Dimensionsbetrachtungen in Ziff. 46 dem Ex- 
ponenten 1,1/7 anstatt 4+ im Geschwindigkeitsverteilungsgesetz entsprechen. 


1) Tu. v. KArMAN, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 250. 1921; auch Abh. Aerod. 
Inst. Aachen H. 14 und Innsbr. Vortr. 5S. 165. 
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Gilt nicht das quadratische Widerstandsgesetz fir den Formwiderstand, 
so hingt die Konstante in (2) noch von der REyNo.tpsschen Zahl der Erhebungen 





UB Oe a (3) 
y yy ake 
ab. Es wird also oN Ree (4) 


Man miiBte also alle Kurven der Abb. 31 bis 33 in eine einparametrische Schar 
einordnen kénnen, wenn man nicht wie dort y als Funktion von R,, sondern 
[w(7/k’)?] als Funktion von R,(k'/r)* auftrige, wobei der Koeffizient k’ wie 
oben aus Messungen fiir jede Wandbeschaffenheit zu bestimmen ware. Das 
vorhandene Versuchsmaterial reicht nicht aus, um diese Hypothese zu bestatigen 
oder zu widerlegen. Zuihren Gunsten spricht die Tatsache, daB bei den Versuchen 
der Abb. 32 /(R,) ungefahr gleich R;* ist und dabei w unabhangig vom 
Profilradius wird. Setzt man in (4) diese Funktion ein, so fallt in der Tat k’/r 
heraus. 

49. Konvergente und divergente Stromung. Die laminare Stromung 
zwischen zwei nichtparallelen Wanden bietet ein ebenes Problem von Zylinder- 
symmetrie, in welchem die Tragheitskrafte auch schon bei ganz kleiner REYNOLDS- 
scher Zahl von gleicher GréBenordnung werden wie die Reibungskrafte. Fur 
diesen Fall ist die exakte Lésung von HAMEL!) gefunden und als spezieller Fall 
einer ganzen Klasse von exakten Lésungen, naémlich der Spiralstrémungen, 
erkannt worden; diese haben die Eigenschaft, daB sie dieselben Stromlinien 
haben wie die entsprechenden Potentialstrémungen, aber nicht selbst Potential- 
strémungen sind. 

Wir fiihren Polarkoordinaten 7, m ein und erhalten aus Ziff. 5, Gleichung (1) 
durch Elimination des Druckes und die Substitution 


Ve = 0, ) se 2) ak 4) 
die Differentialgleichung . 
is atk: gs eaodh K (2) 
oder ; ) is 
Bc on reed iS PBS: (3) 


wobei die Integrationskonstante C durch die Ergiebigkeit der im Punkte 7 = 0 
zu denkenden Quelle oder Senke bestimmt wird und die beiden bei der Integration 
auftretenden Konstanten durch die Randbedingungen 


f=0 fir o= 2a. (4) 
Gleichung (3) 1aBt sich mit Hilfe elliptischer Integrale auflésen; es ergibt sich 
eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung — entsprechend den Verhaltnissen 
bei parallelen Wanden —, wenn « sehr klein ist, aber ebenso, wenn die sekundliche 


DurchfluBmenge Q klein ist; denn die REyNnoLpssche Zahl ist in diesem Fall 
gegeben durch 


Q _ u,7% 

Raat, (5) 
Wachst R ins Negative, so haben wir eine Senkenstrémung. Bei dieser flacht 
sich das Maximum der Geschwindigkeit immer mehr und mehr ab, und zwar ist 
die Entfernung einer Schicht gleicher Werte von 2,/V;max von der Wand 
proportional R-*, wie es nach der Grenzschichtentheorie sein muB. 


1) G. Hamet, Jahresber. d. dtsch. Mathem.-Ver. Bd. 25, 9. 34. 1916. . 
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Bei wachsendem positiven R (Quellenstrémung) ‘jedoch konzentriert sich 


die Strémung mehr und mehr in die Mitte. Uberschreitet R denjenigen Wert, 
bei welchem an den Wan- 


den dv,/dg =0 ist, so 
existiert keine Lésung 
ohne Riickstr6mung mehr. 

Das verschiedene Ver- 
halten zeigt sehr gut die 
wesentlichen Ergebnisse . 
der Grenzschichtentheo- 
rie. Bei direkter Behand- 
lung des Problems nach 
der in Ziff. 29 behandelten 
Methode!) findet man 
auch alle erwahnten Er- 
gebnisse ohne Rechnung 
mit elliptischen Integra- 
len. Es ergibt sich eine 
Ablésung der Strémung 
von der Wand bei jedem 
noch so kleinen Offnungs- 
winkel bei einer Quer- 
schnittserweiterung von 
etwa 22%  gegeniiber 
dem Querschnitt mit der konstanten Eintrittsgeschwindigkeit. 

Die Theorie bezieht sich natiirlich nur auf die laminare Stromung; Messungen 
von D6NcH?) bei turbulenter Str6mung (R zwischen 1,6 - 10* und 2- 105) zeigen 
denselben charakteristischen Unterschied: Abflachen des Geschwindigkeits- 
profils in der Mitte, starkerer An- 
stieg am Rande bei konvergenter — ggov 
Strémung (« <0 in Abb. 34), ver- 
starktes DurchschieBen in der Mitte 
bei divergenter Str6mung (a >0). 7 4008 
Die Anderung des Strémungsbildes — gggox 
bei starker Konzentration in der 
Mitte und dv,/dg = 0 an der Wand 
konnte nicht mehr beobachtet werden. 

Die Geschwindigkeitsverteilung 
an der Wand war bei diesen Ver- 


28 





























Abb. 34. Geschwindigkeitsverteilung bei konvergenter und 
divergenter Str6mung nach D6ncu. 




















| 


Hoe 
-003-002 -001 0 O07 002 003 004 005 006 G07 























suchen — wie schon in Ziff. 46 er- a 
wahnt — nicht der +ten, sondern ts oe ks 
if! A - TucKaDta. un chupspannung 
der on Potenz der Entfernung von bei konvergenter und divergenter Stro6mung 
der Wand proportional mg 
u= ay". (6) 
Im Sinne der Dimensionsbetrachtung von Ziff. 46 wird daher die GréBe 
1 dp bt 
pas (7) 


o d# a 


1) K. PoHLtuausen, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 266. 1921; Abh. Aerod. 


Inst. Aachen, 1. Lief., S. 34. : ; / 
2) F, Doncu, Forschungsarb. d. Ver. d. Ing. H. 283. Altere Arbeiten: H. HocuHscuHiLp, 


ebenda H. 114; R. KrONER, ebenda H. 222. 
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(6 Breite) nur von « abhangig. Die Abhangigkeit zeigt Abb. 35, wobei nur fiir 
die konvergenten (beschleunigten) Strémungen die Dicke der Grenzschicht an 
Stelle von 6/2 tritt. Ferner ist die dimensionslose GréBe 


= (8) 
Q Um 

welche die Schubspannung ty an der Wand miBt, eingetragen; “,, ist dabei die 
Geschwindigkeit in der Mitte bzw. am Rande der Grenzschicht, welche man durch 
Extrapolation des Verlaufs (6) erhalt. 

50. Mischbewegungen. Uber die GréBe der Schwankungen, besonders der 
Komponenten v, welche fiir die Impulsiibertragung in der turbulenten Strémung 
verantwortlich sind, ist noch wenig bekannt. Messungen mit Hitzdraéhten von 
BurGERS!) scheinen viel zu versprechen. PRANDTL?) hat aus Messungen der 
Geschwindigkeitsverteilung und des Druckabfalls auf die GréBe des turbulenten 
Austausches in der Weise geschlossen, da8 er mit BoUSSINESO 


d 
T= 087" (1) 


setzt und nach der Differentialgleichung an der Stelle y 


y 

Tt 1 dp Ou 

fa-f[(S +S) ay (2) 
0 

berechnet. 

Die GréBe « mu8 proportional der Quergeschwindigkeit v und einer Reich- 
weite | sein, welche eine Art freier Weglange fiir die ausgetauschten Fliissigkeits- 
ballen darstellt. 1 gibt diejenige Entfernung von der betrachteten Schicht an, 
in welcher der zeitliche Mittelwert der Strémungsgeschwindigkeit  herrscht, 
den die Ballen bei ihrem Durchtritt durch die betrachtete Schicht haben. 

Von der Mischgeschwindigkeit vy kann man sich vorstellen, daB sie durch 
Zusammensto8 von zwei Ballen mit verschiedener Geschwindigkeit erzeugt 
wird und darum dem Geschwindigkeitsunterschied J-|du/dy| proportional ist. 


Die sich ergebende Formel 
| du 
ee 


scheint gut verwendbar zu sein; doch ist das dazu vorliegende Versuchsmaterial 
noch sehr klein. 


V. Oberflachenreibung und Formwiderstand. 


51. Ebene Platte, laminare Stromung. Der einfachste Fall, in welchem man 
die Entwicklung einer Grenzschicht, d. h. das allmahliche Ubergreifen der 
Reibungskrafte von der Wand aus in tiefere Schichten der Flissigkeitsstrémung 
verfolgen kann, ist die Anstrémung eines gleichmaBigen Fliissigkeitsstroms gegen 
eine ebene Platte. Am Vorderende trifft die Flissigkeit mit der Geschwindigkeit U 
ein, welche im ungestdrten Strom herrscht; dort tritt durch das Haften eine Stau- 
ung ein; es bildet sich eine Grenzschicht aus, die stromabwarts wachst. Das 


» J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 35, Nr. 4. 1926. 
) L. Pranprt, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 5, S. 136.1 25; F. Donen, F - 
arbeiten d. Ver. d. Ing. H. 283. rea eA ea” 
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Problem ist nach der PRANDTLschen Methode (Ziff. 28) von BLastus!) behandelt 
worden ; er geht von Ziff. 28, Gleichungen 3 aus, welche mit den Grenzbedingungen 


Cavs 0. frig =O 
und 
“=U fir yao 


fir positive x zu lésen sind, wenn x = y = 0 das Vorderende der Platte be- 
deutet. Es zeigt sich nun,’ daB die partiellen Differentialgleichungen sich auf 


eine gewohnliche reduzieren lassen, wenn man die Kontinuitatsgleichung durch 
den Ansatz 


__ op > eye 
5 ci Oy , ae 6 x (1) 


befriedigt und nun neue dimensionslose Variable einfiihrt durch die Beziehungen 








y _1y/e 
= — ud és : | = (2 
Es ist dann zu lésen die Differentialgleichung 
Qe 
watoie= (3) 
mit den Grenzbedingungen 
a a : ere dé x a 
pet ge =o hate — OMe ud dé S27) inh © =me oy (4) 


Die Lésung ist mit Hilfe geldufiger Methoden auf verschiedenen Wegen 
diskutiert worden?). Abb. 36 zeigt « als Funktion von y (ausgezogene Kurve). 






































Abb. 36. Grenzschicht an einer ebenen Platte. 


= Exakte Theorie (BLasius). ---~ Gl. (10) von Ziff. 54. --- Parabolische Geschwindigkeitsverteilung. 
Soe ut Versuchswerte, 


Der Widerstand fiir die Flacheneinheit kann nach Ziff. 1, Gleichung (1) 
1=p(duldy)y-9 gesetzt werden und ergibt sich zu 


kore 
t= 0,332 pe (5) 


» H. Brastus, ZS. f. “Math. u. Phys. Bd. 56, H. 1. 1908. 
2) AuBer BLASIUS s. C. Torprer, ZS. f. Math. u. Phys. 1912, S. 397; E, PoHLHAUSEN, 
ZS. £. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 119. 1921. 


| 156 Kap. 2. L. Horr: Zahe Fliissigkeiten. Ziff. 51. 


Der Widerstand einer einseitig benetzten Platte von der Breite 1 und der Lange / 
wird daher 


l 
K =[rdx = 0,664 pe U*l, (6) 
6 
wofiir man bei Einfiithrung eines dimensionslosen Widerstandskoeffizienten 
K 
6 eu (7) 
oe 
und einer ReEyNotpsschen Zahl 
Rao (8) 
auch schreiben kann 
tp— ee 33 F (9) 
/R 


Eine von beiden Seiten benetzte Platte hat natiirlich den Widerstand 2K. 
In einfacherer Weise kann man praktisch zu demselben Ergebnis durch 
Anwendung der Methode Ziff. 29 gelangen1). Als Beispiel fiir diese Methode sei 
die Rechnung hier etwas ausfiihrlicher behandelt: 
Man setzt innerhalb einer Grenzschicht 6 etwa einen Ausdruck vierten Grades 
fiir ~ als Funktion von y an, der folgende Grenzbedingungen erfiillt: 


au 


“uO pund dye 0 fire) = 0 
und 
du au . 
ie a Oa ae und ig fir! “9 S08 


DaB du/dy? fiir y = 0 verschwinden soll, besagt, da8 auch dort die Grenz- 
schichtengleichung (3) von Ziff. 28 exakt gelten soll, und da « und v dort Null 
sind, sich wie bei der PorsruitLEschen Strémung die Reibungskrafte mit den 
Druckkraften allein (hier = 0) ins Gleichgewicht setzen miissen. 

Man hat zu setzen: 





3 4 
pipe sare es ; (40) 


Setzt man die Formel in die Integralbedingung, in unserem speziellen Fall 





3 3 
ag| ew dy — 02 fuay=—n(%),_, (14) 
0 0 
ein, so erhalt man die Gleichung 
Et Ney = - =25 (12) 
oder integrier 
i 5 = 5,83 Ve. (13) 


Die Schubspannung an der Platte von der Breite 1 ist gegeben durch 


— ,(¢¥ = ae “@ US 
r= (7), <0 = U5 = 0,343 /H2 (14) 


’) K. Pontuausen, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S.257. 1921; Abh. Aerod. Inst, 
Aachen H. 1. 
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und die Schubkraft auf eine einseitig benetzte Platte von Breite 1 und Lange /: 


K = 0,686 | we U31 (15) 
oder 1,37 
Gone gE (16) 


Man sieht die gute Ubereinstimmung dieser leicht berechneten Werte mit den 
exakten Werten (5) bis (9), die nur durch umstandliche numerische Rechnungen 
erhalten werden. 

J. M. Burcers und B. G. VAN DER HEGGE ZIJNEN!) haben die Geschwindig- 
keitsverteilung langs einer Platte sehr sorgfaltig mit Hitzdrahten untersucht, 
die durch elektrische Heizung stets auf derselben Temperatur erhalten wurden, 
wobei die zum Nachheizen erforderliche Energie ein Ma8 fiir die lokale Ge- 
schwindigkeit abgab. Dabei konnten der Geschwindigkeitsabfall an der Platte 
und die Dicke der Grenzschicht gut bestimmt werden, und es ergab sich das in 
Abb. 36 wiedergegebene Bild, das qualitativ die theoretischen Einsichten be- 
kraftigt, aber quantitativ doch bemerkenswerte Abweichung zeigt. In Abb. 36 
ist auch der Ausdruck (10) und ein vereinfachter, rein parabolischer, welcher 
der Rechnung auch zugrunde gelegt werden kann, eingetragen. 

52. Ebene Platte, turbulente Stromung. Die Rechenweise nach Ziff. 514, 
Gleichung (6) laBt sich auch auf die turbulente Grenzschicht tibertragen. Man 
hat nur fiir die Geschwindigkeitsverteilung und fiir die Schubspannung an der 
Platte nach den Ausfithrungen Ziff. 46 einzusetzen : 





c= u (+) (1) 
und y \t 
r = 0,0225 pt of Ut d-# = 0,0225 0 U2(7,)*. (2) 
Es ergibt sich dann 7 dé " \! 
mb ae == (),0225 U8 (3) 
oder aufgeldst Pay 
6 = 0,370 eae xe, (4) 


Die turbulente Grenzschicht wachst also proportional x, wahrend die laminare 
nur proportional x? wachst. 

Fiir den Widerstand und seinen Koeffizienten ergibt sich bei turbulenter 
Grenzschicht: 


K = 0,036 Vu or ee (5) 
oder 
of = (6) 


Dabei ist allerdings zu beachten, daB am Vorderende der Platte nicht gleich die 
turbulente, sondern die laminare Grenzschicht sich bildet, die erst bei einer 
zur kritischen Zahl gehérigen Lange in den turbulenten Zustand umschlagt ; 
deshalb muB fiir den vorderen Teil der Platte stets die Formel (9) von Ziff. 51 
verwendet werden. Der Umschlag tritt nach Messungen von HEGGE ZIJNEN 
bei der kritischen Zahl U8 
Rg = ay o> 3000 

ein; dies Ergebnis stimmt schon zu den in Ziff. 44 besprochenen Versuchen von 


SCHILLER. 


1) J. M. Burcers u. B. G. VAN DER Hecce Z1IjJNEN, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 13, 
S. 32; Altere Arbeit: L. GimpBer, Jahrb. d. schiffbautechn. Ges. 1913, S. 478. 


2-107 


10° 
7-108 
5:10 
3-10" 


2:10% 


10% ay ell 
4:10% 2-40" 3 5 710" 1-109 
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Die Messungen des Widerstandes durch verschiedene Forscher sind in Abb. 37 
vereinigt. Die Tabelle gibt die wichtigsten Versuchsdaten an. 

Die Kurven der Abb. 37, besonders die nach Kremprschen Versuchen ge- 
zogene, sind Mittelwerte aus stark streuenden Messungen. Es wurden Platten 
mit zugespitztem und mit abgerundetem Vorderende verwendet; auch Rauhig- 
keitseinfliisse machen sich geltend, wie die gestrichelten Kurven erkennen lassen. 
Die GesetzmaBigkeiten, welche WIESELSBERGER an mehr oder weniger rauhen 
Stoffflachen fand, und von denen nur ein Teil in der Abbildung wiedergegeben 
ist, sind den in Ziff. 47 geschilderten ahnlich. 
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Abb. 37. Reibungswiderstand ebener Platten. 


Tabelle zu Abb. 37. 





Platten- | Plattenlange 


material (in cm) Literatur 


Versuche von Flissigkeit 











Fr, GEBERS ‘Wasser | 60+652 | Schiffbau Bd. 9. 1908. 





Fr, GEBERS rs | 1001000} Schiffbau Bd. 22. 1921. 
H. Brastus A Messing 34 Forschungsarb. d. Ver. ‘d. Ing. 1914, 
Hi. 434. 
W. A. GIBBONS ut Glas 290 Adv. Comm. f. Aeronaut. Bd. 1915. 


C. WIESELSBERGER oh Stoff 50+200 | Ergebn. d. Aerodyn. Versuchsanst. 
Gottingen, 1. Lief., 1921, S. 120. 
Wasser | Messing |2,0—95,5 | Werft, Reederei u. Hafen Bd. 6, 


S. 435. 1925. 


G. KEMPF 
u. H. KLorss 








PRANDTL und ToLitMiENn?) haben versucht, durch Ubertragung der Messungen 
von Hopr und Fromm (Ziff. 47) Einzelheiten iiber die Windbewegung iiber dem 
rauhen Erdboden zu erschlieBen; die Schubspannungen haben sich hierbei mit 
den Druck- und den Corioliskraften ins Gleichgewicht zu setzen. 

53. Rotierende Scheibe. Die Strémung an Scheiben, die sich in ihrer Ebene 
drehen, ist experimentell und theoretisch untersucht. Fiir den Fall laminarer Stré- 
mung und unendlicher Ausdehnung hat v. KARMAN eine exakte Lésung angegeben: 

Die Gleichungen (2) von Ziff. 5 lassen sich bei Unabhangigkeit von » durch 
den Ansatz befriedigen: 


%=7/2), w=rege), m=h(), 


p= plz). 


1) L. PRANDTL u. W. TotimieEn, ZS. f. Geophysik Bd. 14, S. 47. 


(1) 











210° 3 5N710°7-108 7708 3 5. 7-10° 4-407 §=2-707 3 5 7-10717-10% 
FR 
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Man erhalt dann ein System yon vier gewodhnlichen simultanen Differential- 
gleichungen fur f, g, h und # als Funktionen von z. Dazu treten die Grenz- 
bedingungen (w Winkelgeschwindigkeit der Scheibe) 


== geo, he o- tir se 0: 3 
f=, = © fir z=o, (2) 
wahrend im Unendlichen endlich bleiben muB; denn die Scheibe wirkt infolge 
der Reibung als ein Schleudermechanismus; die Fliissigkeit strémt in der Nahe 
der Scheibe nach auSen und mu8 durch eine axiale Zustrémung’aus dem Un- 
endlichen erginzt werden. 

In dieser Gestalt ist das Problem mit Hilfe bekannter numerischer oder 
graphischer Verfahren ohne Schwierigkeit lésbar. KARMAN hat hier wie bei der 
ebenen Platte den Weg der Ziff. 29 eingeschlagen; die Strémung wird in eine 
Grenzschicht 6 und eine wirbellose Zustrémung geteilt, fiir die Unbekannte 
werden Naherungsansaétze angenommen, welche die Grenzbedingungen erfiillen, 
dann wird iiber die ganze Grenzschicht integriert. SchlieBlich bleibt nur 6 als 
Unbekannte, und man erhalt 


iy 
dabei wird die axiale Zustré6mung 
= (0,)o = 0,708 Vr. (4) 


Das Drehmoment einer rotierenden Scheibe vom Halbmesser a 14Bt sich 
aus dieser Lésung gut berechnen, wenn der Einflu8 der endlichen Begrenzung 
als gering angenommen werden kann; dies ist in allen praktischen Fallen, wenn 6 
sehr klein gegen a ist, wohl anzunehmen. Man hat dann nur das Moment der an 
der Scheibe angreifenden Schubkrafte zu integrieren oder den Drehimpuls zu 
berechnen, der in der Zeiteinheit durch die Zylinderflache 7 = @ hindurch- 
gefiihrt wird, und dem nach dem Impulssatz das gesuchte Drehmoment gleich 
sein mu8. Der letztere Ansatz ergibt (bei einseitiger Benetzung der Scheibe) 


0) 
M = 2natof fg dz; (5) 
0 
die Ansatze fiir f und g, die der obige (hier nur angedeutete) Rechnungsgang 
ergab, lassen M numerisch berechnen; KArRMAN findet 
M = 0,92 a ov? w?, (6) 
oder wenn der Widerstandsbeiwert 


LL 2M (7) 
i ea 0 a w 





und die REyNotpssche Zahl 
2 
i aw (8) 


Vv 





gesetzt werden, 
gee: (9) 
de |R 
Bei turbulenter Strémung 1aB8t sich, wie bei der geschleppten Platte, die 
KArmAnsche Integralbedingung verwenden; nur hat man fiir die Schubspannung 
an der Scheibe den Ausdruck (2) von Ziff. 46 einzusetzen. Man kann dabei die 
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Integralbedingung auch direkt aus dem Impulssatz gewinnen, wenn man diesen 
auf das in Abb. 38 hervorgehobene Volumelement anwendet. Es wird 


3 5 
d 
0 ay p [vide ~ o| vids = —T,7 
0 0 
und 5 (10) 
d 
Oa lP | Or te 22 =—1,7*. 


0 


Im Sinn der Ausfiihrungen von Ziff. 46 und 
unter Beriicksichtigung der Grenzbedingungen 





— —— il C= 
Abb. 38. Zur Berechnung der Stré- apr ee Ne (11) 


mung an einer rotierenden Scheibe. und v,= Up = 0 fiir z=—0 
z\7 Zz 
hat man zu setzen Y = 41 wo | 4— ae 


vy =rolt— (3)! _ 


Wenn man den Ansatz (2) von Ziff. 46 auf die resultierende Schubspannung 
und die resultierende Geschwindigkeit relativ zur Scheibe bezieht, wobei 


wird, so ergibt sich 
T = 0,0225 ov? (rw)t 0-7 (1 + Ob - a, nT 
Ty = 0,0225 ov (r w)t O-* (4 + a)é. 


Elimination von a liefert eine Gleichung fir 6, und man erhalt 
= 0,5227 eae (45) 


Die turbulente Grenzschicht wachst von 
innen nach auBen, wahrend die lami- 




















0,02 

nare von 7 unabhangig ist. 
{ Fir das Drehmoment folgt durch 
Ce Integration iiber eine einseitig benetzte 





Scheibe vom Halbmesser 7, mit der oben 
schon besprochenen Vernachlassigung : 





Yo 
M = 2a/t,7 dr = 0,03640rta® w* (16) 
‘ 























0,005 oder 





L Ce = 0,0728R-$. (17) 
TOES OME EYES FS We 4H" Abb. 39:und* Tabelle geben emer here 


Abb. 39. Reibungswiderstand rotierender SiCht tiber die Versuche. 
Scheiben. 

















Tabelle zu Abb. 39. 













Versuche von Material Literatur 





Durchmesser Dicke 
cm cm 
















G, KEMPF 11 bis 88 0,4 bis 3,2 Holz, Paraffin, 
Messing G. Kempr, Innsbr. Vortr. 
W. SCHMIDT 8,8 bis 11,8 0,2 Messing S. 168. 
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Die Ubereinstimmung mit den theoretischen Ergebnissen ist ganz befriedigend; 
die experimentellen Werte liegen allerdings durchweg systematisch hdher als die 
theoretischen; man mag dies einer Rauhigkeitswirkung zuschreiben, vielleicht 
auch einer fehlerhaften (weil sehr schwierigen) Abschatzung der Leerreibung 
in der Drehvorrichtung. 

54. Die schwingende Scheibe ist nur bei laminarer Strémung behandelt; 
die Dampfung schwingender Scheiben wurde von MAXWELL u. a. dazu benutzt, 
um die Reibungskoeffizienten von Gasen zu bestimmen; auch bei Zahigkeits- 


‘messungen in fliissigen Metallen hat die Methode Verwendung gefunden. Dabei 


werden die quadratischen Glieder in der Differentialgleichung stets vernach- 

lassigt*) ; das bedeutet, daB die Wirkung der Fliehkraft und die axiale Zustrémung 

weggelassen werden und nur eine Winkelgeschwindigkeit @ angenommen wird. 
Die Differentialgleichung wird 





Ow eo 
ere Toe (1) 
die Lésung ist tie 
TO oe 
a (lise t fo 
@ = aoe View cos (an 4 — eal (2) 
t ut 


wobei t die Schwingungsdauer der Scheibe bedeutet. Das Drehmoment auf 
eine Scheibe vom Halbmesser a wird 


xpa* (Ow /278 u ome t Fo 

De Sr )eav = ee ee G3) 

Dies Drehmoment wird experimentell aus dem logarithmischen Dekrement der 
Schwingungen bestimmt und daraus uw berechnet. Da bei dieser Methode das 
logarithmische Dekrement sehr klein wird, hat MAXxweELt die Verfeinerung an- 
gebracht, die Scheibe nicht im freien Raum, sondern zwischen zwei festen, in 
kleinem Abstand von ihr angeordneten parallelen Scheiben schwingen zu lassen, 
wobei die dampfende Wirkung durch Verkleinerung des Abstandes_ beliebig 
erhéht werden kann. Die entsprechende Lésung von (1) ist elementar zu erhalten. 
55. Rotierende Zylinder. Die Versuche itber konzentrische gegeneinander 
bewegte Zylinder und ihre Bedeutung fiir das Turbulenzproblem sind oben mehr- 
fach hervorgehoben worden. Bei -laminarer Strémung sind die Formeln (13) 
bis (16) von Ziff. 13 anwendbar. Ihr Versagen zeigt den Einsatz der Turbulenz 
an. Die Versuche von MALLock?) und von CovETTE) ergaben als kritische Zahl 


wenn U die Geschwindigkeit des 4uBeren rotierenden Zylinders, 4 die Schicht- 
dicke bedeutet, wahrend der innere Zylinder bei den Versuchen ruhte. 

Fiir den Fall zweier konzentrisch rotierender Zylinder wurde das 
Stabilitatsproblem von Taytor‘) diskutiert; es ergab sich Instabilitat der 
laminaren Strémung oberhalb gewisser REYNoLpDsscher Zahlen, und der Strémungs- 
verlauf oberhalb der kritischen Zahl konnte beschrieben werden. Die rechnerischen 
Ergebnisse finden sich in bester Ubereinstimmung mit Versuchen von TAyLor. 
Wieweit durch diese Untersuchungen ein Licht auf das Turbulenzproblem im 
allgemeinen fallt, scheint noch nicht geklart. 








1) O. E. MeverR, Pogg. Ann. Bd. 133, S. 55. 1861. 
2) A. Mattock, Proc. Roy. Soc. London Bd. 45, S. 126. 1888; Phil. Trans. Bd. 187, S. 41. 
3) M.M. Coverre, Ann. chim. phys. (6) Bd. 21, S. 433. 1890. 
4) (G. J. TAYLor, Phil. Trans. Bd. 223, S. 289. 1923; auch Proc. intern. congr., Delft 1924. 
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Die laminare Strémung ist in diesem Fall dargestellt durch den Ausdruck 








B 
Vg A ees (1) 
Dabei sind: i i 
1 — 0,73/@, 7° 
Jamo elon, 
1 See (2) 
—_ g 1 — w/a, 
B=, 74 Rerarek, 


wobei w die Winkelgeschwindigkeit, 7 den Halbmesser bedeutet und sich die 
Zeiger , und , auf den inneren bzw. d4uBeren Zylinder beziehen. 
Uberlagert man auf diese Grundstrémung eine kleine Storungsbewegung ,, 
Vp, v, entsprechend dem in Ziff. 33 ausgefiihrten Gedankengang, so kann man 
ri ga Uy = Uy COSA 2 EF", 
Vp = V1 COSA ze", (3) 
0, = wW, sina ze", 
wobei #,, ¥,, @, nur Funktionen von ¢ sind. Fiir diese Funktionen erhalt man aus 


Ziff. 5, Gleichung (1) bei Vernachlassigung ihrer Quadrate nach Elimination 
des Druckes die Differentialgleichungen 











am 1 Ht aw, =0, | 
san (toe : “ 2), =0, . 
lia tsa a8 Zu t2(44 4), 
+rapGatee ea 2) oy = 0 


mit den Grenzbedingungen 
ty = 0, = lie ee id wey ge 


Diese Differentialgleichungen werden durch Zylinderfunktionen geldst ; die Grenz- 
bedingungen fithren zu homogenen Gleichungen, und aus diesen folgt eine Sakular- 
gleichung, welche als Gleichung fiir o in Abhangigkeit von den REYNoLDsschen 
Zahlen w,7i/y und w,73/», sowie vom Verhiltnis W,/w, oder 7,/7, aufgefaBt werden 
mu8. Offenbar kann o von drei dimensionslosen Parametern abhangen. TAYLor 
diskutiert die auBerordentlich komplizierte Gleichung nur soweit numerisch; 
daB er die zu o = 0 gehérigen Wertsysteme aufsucht, welche die Grenze zwischen 
Stabilitat und Labilitat darstellen; auch hat er sich auf Verhaltnisse beschrankt, 
bei welchen die Radiendifferenz 7, — 7, klein gegen 7 gesetzt werden konnte. 
Die numerischen Berechnungen sind mithevoll und miissen in verschiedener 
Weise angesetzt werden, je nachdem die Winkelgeschwindigkeiten ungefahr gleich, 
stark verschieden oder von verschiedenen Vorzeichen sind. Wenn, so wie in 
den Versuchen, ein konstanter Wert von 7,/7; angenommen wird, so findet sich 
die Stabilitatsgrenze durch eine Kurve in der Ebene der beiden REYNOLDsschen 
Zahlen dargestellt, die fiir verschiedene r,/7, verschieden ist. Ein Beispiel gibt 
Abb. 40. DaB die Drehung des auBeren und die des inneren Zylinders verschieden 
wirkt, also keine Symmetrie dieser beiden REYNoLpDsschen Zahlen herrscht, 
war Zu erwarten; es folgt dies auch aus der Theorie reibungsloser Fliissigkeiten, 
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die nach RayreicH) zu der Instabilitatsbedingung @,7?7> @,72 fihrt (ge- 
strichelte Linie in Abb. 40), sowie aus den Versuchen von Matiocr?), 

Auch die bei Einsatz der Instabilitat auftretenden Stromlinien hat TAYLOR 
berechnet und eine typische Verschiedenheit bei gleicher und bei entgegen- 
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Abb. 40. Stabilitatsgrenze bei konzentrisch rotierenden Zylindern nach Taytor. 


gesetzter Drehung der Zylinder (w,/w, > 0 oder <0) gefunden. Im ersteren 
Fall zeigt sich ein Stromlinienbild, welches den ganzen Raum zwischen den 
Zylindern wie eine Grundschwingung aus- 
fallt; das in Abb. 41 dargestellte Wirbel- 
gebilde ist ungefahr gerade so hoch wie 
breit; es setzt sich nach oben und unten 
in entgegenlaufenden gleichartigen Ge- 








Abb. 44. Stromlinienbild bei gleichlaufig Abb. 42, Stromlinienbild bei gegen- 
rotierenden konzentrischen Zylindern laufig rotierenden konzentrischen Zy- 
nach TAyLor. lindern nach TayLor, 


bilden fort. Die ,,Wellenlange“ 27/a der Stérung ist in diesem Fall gleich der 
doppelten Radiendifferenz der Zylinder. Das Stromlinienbild der Abb. 42 ist 
fiir den Fall w,/m,=—1,5 gezeichnet; auch hier ist die Hohe des Wirbel- 
gebildes ungefahr gleich seiner Breite, diese fiillt aber nicht den ganzen Raum 
aus; denn 2z/« wird gleich 1,73 (72 — %); die hauptsachlichste Wirbelbewegung 
findet am inneren Zylinder statt, wahrend auBen eine schwachere gegenlaufige 


1) Lord RAYLEIGH, Proc, Roy, Soc. London 1916, S. 148, 
2) A. MALLOCK, Phil. Trans. 1896, S. 41. 
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Strémung eintritt; wieviel 
schwacher diese ist, geht 
aus den eingezeichneten 
Werten fiir die Stromlinien 
w hervor. 

TAYLOR konnte die Er- 
gebnisse seiner Theorie an 
einer Anordnung  bestati- 
gen, bei welcher der auBere 
Zylinder aus Glas war, und 
vom inneren Zylinder aus 
durch feine Bohrungen ge- 
farbte Flissigkeit in die 
Strémung eingefithrt wurde. 
Sowohl der Einsatz wie 
die Unterteilung und GréBe 
der Wirbel erwies sich 
quantitativ in  Uberein- 
stimmung mit der Rech- 
nung. Ubrigens konnte eine 
Instabilitat bei ruhendem 
inneren Zylinder, wie sie 
COUETTE und Mattock 
gefunden hatten, bei den 
héchsten Umlaufzahlen, 
deren die Anordnung fahig 
war, nicht festgestellt wer- 
a enh a ian. den; man muB8 diese Er- 
scheinung wohl so_beur- 
teilen wie die in Ziff. 32 
besprochenen Versuche von 
EKMAN und SCHILLER. Die 
Dimensionen waren: 


7, stets = 4,035 cm, 


7, = 3,00 bzw. 3,55 bzw. | 
3,80 cm. 

56. Die turbulente 
Stromung um einen ein- 
zelnen rotierenden Zylin- 
der. Dieser Fall ist von be- 
sonderem Interesse gewor- 
























































Abb. 43. Zirkulation um rotierende Zylinder. 












































| 0 
A : : : aa - : ae den wegen der Anwendung 
ra solcher ,, Rotoren‘‘ bei Segel- 


schiffen (FLETTNER). Es 
handelt sich hier um ein 
Zahigkeitsphanomen; denn 
durch die Zahigkeit wird die Flissigkeit (auch die Luft) zum Haften am rotie- 
renden Zylinder gezwungen. So wird eine gewisse Luftmenge in rotatorische 
Bewegung gesetzt und eine Zirkulation erzeugt, welche beim Anblasen des 
rotierenden Zylinders einen Auftrieb (Quertrieb) zur Folge hat. 


Abb. 44, Drehmoment rotierender Zylinder 1), 


1) Der rechts angeschriebene MaBstab gehért zur Nebenfigur links. 
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Tabelle zu Abb. 43 und 44. 






Zylinder- 
hohe 


hom 


Winkel- 
geschwindigkeit 


@ 1/s 


Luft- 
geschwindigkeit 
um!|s 


Halbmesser 


Flissigkeit 
yom 




















LAFAY 5,00 | 35 Luft | 30— 360 O—15 
REID 5,72 | 150 Luft | 200—1000 O—27 
ACKERET 3,50 | 33 Luft — —_— 


Von den zahlreichen systematischen Untersuchungen tiber Rotoren liegt 
noch wenig im Druck vor. Die Abb. 43 und 44 stiitzen sich auf Versuchsreihen 
von Laray), ELtiot G. Rerp?) und ACKERET®); sie kénnen aber auch nicht als 
definitiv angesehen werden, da in Rerps Tabellen zwei Kolonnen nicht zusammen- 
stimmen und LAaFAys Momentenmessungen solch uniibersichtliches Verhalten 
zeigen, daB sie bei Abb. 44 nicht beriicksichtigt werden konnten. Aufgetragen 
ist in Abb. 43 zunachst der Auftriebsbeiwert*) 


A 
Ce qF ) (4) 


wobei A die Auftriebskraft, g den Staudruck ($0 v?) und F die Flachenprojektion 
senkrecht zur Windrichtung bedeutet; ferner das Verhaltnis der Zirkulation J" 
im Unendlichen zur Zirkulation J am Zylinder, das fiir ideale und laminare 
Strémung mit Zahigkeit = 1 ware; d. h. ohne Turbulenz wirde zur Erzeugung 
des beobachteten Auftriebs nur ein durch die Ordinate I/I’) angegebener Bruch- 
teil der im Versuch verwendeten Drehgeschwindigkeit nétig sein. Dabei ist 


A 
ra= (2) 


a Dae he A (3) 


wo @ die Dichte, y den Zylinderradius und w die Winkelgeschwindigkeit be- 
deuten. Die GréBen c, und T/T, erweisen sich nur von r@/v, nicht von der 
REyYNoLpDsschen Zahl (etwa r2w/yv) abhangig. Die grofBe Verschiedenheit zwischen 
den Ergebnissen Larays und Rerps findet zum Teil Erklarung durch die Ver- 
schiedenheit der Héhe und die dadurch bedingte Verschiedenheit der Zusatz- 
strémung und des induzierten Widerstands®). Wie stark die Erscheinungen des 
abgelésten Auftriebswirbels, die den Inhalt der Tragfliigeltheorie bilden, hier 
hereinspielen, ist aus dem groBen Einflu8 seitlicher Scheiben zu erkennen. 
Wird durch solche die Ablésung vermindert, so wird der Wert von I’ ganz be- 
deutend gesteigert. Abb. 44 zeigt die dimensionslose dem Moment M propor- 
tionale GréBe M 

T= pe (4) 


v2 @ 
-2arh-yr 








in Abhangigkeit von 7?.w/y; die Abhangigkeit der Kurve von v/r scheint gering 
zu sein. 

Theoretisch ist das Problem nicht in Angriff genommen; in der einfachen 
Weise wie die Platte und die Scheibe laBt es sich nicht behandeln. Dort kommt 


1) M. Laray, Rev. de mécanique, Mai 1912. ; 

2) Exvtiot G. Rerp, Techn. Notes Amer. adv. comm. f. aeron. H. 209; auch Flight 
dude S418204925, 

3) J. Ackeret, ZS. f. Flugtechn. Bd. 16, S. 49. 1925. 

4) Uber die Definition dieses Begriffes s. Kap. 4. 

5) Vel. Kap. 4, Ziff. 29. 
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naimlich ein Impulstransport durch eine systematische Veranderlichkeit der 
Geschwindigkeitskomponenten langs der Platte zustande (von vorne nach hinten 
bzw. von innen nach auBen). Dieser Impulstransport setzt sich ins Gleichgewicht 
mit der Schubspannung an der Wand; die Schwankungen spielen eine unter- 
geordnete Rolle. Beim rotierenden Zylinder mu8 man wohl eine gleichmaBige 
Grenzschicht annehmen — obwohl eine periodische Grenzschicht nicht grund- 
satzlich auszuschlieBen ware; ein Impulstransport findet nur durch die Schwan- 
kungen statt, die bisher weder beobachtet noch berechnet worden sind. 

Wird der rotierende Zylinder angestrémt, so ist die Relativgeschwindigkeit 
der Wand gegeniiber der auBen strémenden Fliissigkeit an der einen Seite 
kleiner als an der anderen und die Grenzschicht an der Seite erhdéhter Ge- 
schwindigkeit diinner wie an der anderen. Die Ablésung erfolgt daher nicht 
symmetrisch wie beim ruhenden Zylinder, sondern mit Bevorzugung der Seite 
kleinerer Geschwindigkeit. Daraus folgt der Auftrieb, auch bei Ablésung. 

57. Schwingungen von fliissigkeitgefiillten Hohlkorpern. Zur Messung der 
Zahigkeit diente oft eine Anordnung, bei welcher ein Hohlzylinder oder eine 
Hohlkugel mit Flissigkeit gefiillt und, bifilar aufgehangt, in Schwingungen ver- 
setzt wurden. Die Zahigkeit zwingt die Fliissigkeit, an der Schwingung teil- 
zunehmen, die Tragheit arbeitet dagegen; doch ist in diesen Fallen, wenn man 
sich auf kleine REyNoLpssche Zahlen beschrankt, die Tragheitswirkung leicht 
faBbar, da sie nur der lokalen Beschleunigung proportional ist und die Kon- 
vektionsglieder vernachlassigt werden kénnen. Mathematisch heiBt dies, daB 
die quadratischen Glieder in den Grundgleichungen weggestrichen werden. Der 
Gedankengang dieser Untersuchungen mag am Problem des Hohlzylinders?) 
(Halbmesser a, Hohe 2h) gezeigt werden: Bedeutet w die Winkelgeschwindigkeit 
der Flissigkeit, g die Winkelstellung des Hohlzylinders gegen seine Ruhelage, 
also dq/dt seine Winkelgeschwindigkeit, so ist zu lésen die partielle Differential- 











gleichung (ones) 2 w 3 0@ C20 
os Hulse a y OY a | (1) 
mit den Grenzbedingungen 
Ca fi is 
F re ae QO tir 7=0 0) 
un : 
oe fir r=R undtur 2=—--%. 
Die Lésung ergibt sich in der gewdhnlichen Weise durch den Ansatz 
—mt+ pa da en 
o=e eet hlie 
wobel #y 
/(7) =/aey1 — &cosgré (3) 
und a 
2 eee 
q lu mM ( 2 i) 


Die Grenzbedingung fiir y = a wird durch Summierung iiber ” und Bestimmung 
der Fourierkoeffizienten befriedigt. Nun ist der gewonnene Ausdruck in die 
Gleichung des schwingenden Systems, dessen Tragheitsmoment mit M , dessen 
Direktionskraft mit — km bezeichnet sei, einzusetzen: 


+h R 


MGR —be—aeele |G ate A |(oelens— (Grlen-a] 2p @ 
ne h (0) 





1) O. E. Meyer, Wied. Ann. Bd. 43, S. 1. 1891. 
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Dies ergibt eine Gleichung fiir m?, das dem Ansatz nach mit der Schwingungs- 
zeit 27 und dem logarithmischen Dekrement 4 durch die Gleichung 
Attia 

ileal (5) 
zusammenhangen mu. Bestimmt man experimentell alle anderen Gréfen, 
so kann man yw berechnen. Das Verfahren ist von MirzEL!) bei Salzlésungen 
angewandt worden und fiihrte zu guter Ubereinstimmung mit den auf anderen 
Wegen ermittelten Werten; auch bei geschmolzenen Metallen?) erwies es sich 
als brauchbar. 

Der Fall einer schwingenden Hohlkugel beansprucht deshalb besonderes 
Interesse, weil er von HELMHOLTZ) ausfiihrlich diskutiert wurde, und weil 
daraut gegriindete Messungen zuerst zur Annahme eines Gleitens an metallischen 
Wanden fithrten. LADENBURG*) hat die Messungen wiederholt und eine genaue 
Theorie aufgestellt, deren Gedankengang ganz demjenigen beim Hohlzylinder 
entspricht. Es ergab sich dasselbe Dekrement fiir eine versilberte wie fiir eine 
unversilberte Glaswand, und die «-Werte, die mit dieser Methode gefunden 
wurden, stimmten bei Annahme des Haftens an der Wand auf wenige Promille 
genau mit anderweitig ermittelten Werten iiberein. 

58. Formwiderstand. Bei den bisher behandelten Fallen waren nur die 
Anstrémung und die Grenzschicht zu verfolgen; bei Kérpern in einer Fliissigkeit, 
deren Ausdehnung in der Strémungsrichtung nicht gro8 ist, tritt neben diese 
Gebiete das Gebiet der Abstrémung aus der Grenzschicht. Wir sahen in Ziff. 27, 
daB wir diese Abstrémung als eine reibungslose Str6mung mit Wirbeln anzusehen 
haben, deren Bewegung durch GréBe, gegenseitige Lage usw. der Wirbel bestimmt 
ist. Die wichtigste Erkenntnis tiber diese Bewegung ist die Berechnung der 
StraBenanordnung nach v. KArMAN, uber die friher®) berichtet worden ist: 
Die Erzeugung der Wirbel erfordert Arbeit, welche bei ihrer steten Neubildung 
innerhalb der Grenzschicht geleistet werden mu; so entsteht ein Widerstand 
gegen die Relativbewegung zwischen Korper und Fliissigkeit, der den Widerstand 
infolge Oberflachenreibung bei weitem iiberwiegen kann; man nennt ihn Form- 
widerstand und kann ihn durch richtige Formgebung, also durch Verhinderung 
einer starken Ablésung, weitgehend beeinflussen. Die Abb. 45 bis 48 sollen die 
wichtigsten Gesetze iiber den Formwiderstand deutlich machen und die numerischen 
Werte angeben. Die GréBe c,, ist dem Formwiderstand W proportional, namlich 
analog zu Ziff. 56, Gleichung (1) 

Cy = qr . 

59. Kritische Reynorpssche Zahlen. Eine Abgrenzung des turbulenten 
gegen den laminaren Strémungszustand ist in den Abb. 45 ff. nicht so einfach zu 
bewerkstelligen wie bei Stromungen in Rohren, da die Lésungen fir kleine Rry- 
NoLpssche Zahlen nur Naherungslésungen sind, deren Versagen nicht als Turbu- 
lenz gedeutet werden kann. In der Tabelle der Ziff. 17 ist zu erkennen, wie weit 
die Naherung fiir kleine REyNotpssche Zahlen die Erfahrungswerte deckt. Ein 
plotzlicher Umschlag, eine Diskontinuitét im Widerstandsbeiwert ist nicht zu 
finden; man kénnte die Frage, ob laminar oder turbulent, nur durch die Unter- 
suchung entscheiden, bei welchen REYN oLpsschen Zahlen die Strémung stationar, 
bei welchen schwankend ist. Indes sind solche Versuche nicht gemacht. 








K. Mtitzer, Wied. Ann. Bd. 43, S.15. 1891. 

H. THIELMANN, s. Abb. 4. 

H. v. HEtmuortz (u. G. Piotrowski), Wiss. Abh. Bd. 14, Sys 

R. LADENBURG, Ann. d. Phys. Bd. 27, S. 157. 1908. 5) Viele Kap,.4, Zitf. 50: 
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Das groBe Gebiet REyNoipsscher Zahlen, in welchem ¢, einigermaBen 
konstant, also der Formwiderstand proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit 
ist, konnte, als diese Werte in Zusammenhang mit flugtechnischen Problemen 

zuerst bestimmt wurden, 

zur Ansicht fithren, daB 

Liebster a die turbulente Strémung 
bis zu beliebigem RF diese Ge- 
setzmabigkeit zeige. (Diese 
Annahme ist besonders 
wichtig fiir die Ubertragung 
vom Modell auf das Flug- 
a LLZ. selsberaersi  «ZeUg.) IPFEL?) fandeen 
ne i 4 | erst an Kugeln den erneuten 
| som Abfall von c, bei hoherem 
r | | R und das zweite kritische 
| Gebiet, das in den Abb. 45 

bis 47 deutlich zu sehen 
ist. PRANDTL?) konnte 
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& 74 durch Versuche und durch 
8107 ; 
ee Anwendung seiner Grenz- 
40 schichttheorie die Verhalt- 
3707 nisse vollkommen klaren. 
2107 Im Gebiete der kleineren 
pe REyYNo LpDsschen Zahlen bil- 
rl det sich eine laminare 
wae Grenzschicht aus, die sich 
310°2 in der Weise der Ziff. 28 








entwickelt und ungefahr 
da ablést, wo die Strémung 


































































"72 f 
Ws 72 59 007 8 707 705 70s gegen steigenden Druck er- 
i re folgen muB8 (Genaueres s. 
Abb. 45. Widerstand von Rotationskérpern. Ziff. 61). Bei groBem R 


Tabelle zu Abb. 45. 








Versuche von Versuchskérper Dusen Literatur 
(in cm) 
ee 
ALLEN Luftblasen in Wasser 0,005— 0,03 9) Phul> Mas. 5) 1(5) ss Bdae50: 
Bernsteinkugeln in Wasser Ss 323: 
Stahlkugeln in Wasser 
WIESELSBERGER Luftblasen, Kugeln 0,8— 28,25 Phys. Zo. Bds235S5240: 
1922; Ergebn. d. Aero- 
dyn. Versuchsanst. zu 
Gottingen Bd.2, S. 28. 
1923. 
LIEBSTER Stahlkugeln in Glyzerin 0,4—0,7 Phys Zonda SmomoiOn 
u. SCHILLER Stahlkugeln in Zuckerlésung 1924. 
Stahlkugeln in Wasser 
SCHMIDT Wachskugeln Phys.. Zo.8 Bde 25555.07.0: 
1924. 














1) G. Eirrer, La resistance de l’air et l’aviation. Paris: Dunod & Pinat 1910. 


2) L. PRANDTL, Géttinger Nachr. 1914, S.177; K. WIESELSBERGER, ZS. f. Flugtechn. 
Bd. 5, S. 140. 1914. 
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jedoch wird die urspriinglich laminare Grenzschicht noch vor der Ablésungsstelle 
turbulent; die Durchwirbelung der Grenzschicht reiBt die hinter dem Kérper 


angestaute Flissigkeit weg 
700 





und andert dort die Druck- 








verhaltnisse; die turbu- 





lente Grenzschicht  greift 
weiter um den Korper her- 





um als dielaminare, die Ab- 
lésung erfolgt spater; das 








abgeldste Wirbelsystem 





wird kleiner, der Wider- 










Abb. 46. Widerstand eines 


Zylinders. 





standsbeiwert wird gerin- 





ger. Die laminare Grenz- 





schicht entwickelt sich bis 











zur Ablésungsstelle bei ab- 





geplatteten K6rperformen , 





nur wenig, bei verlangerten 





viel starker. Je langer also 

















ein KG6rper ist, umsoleichter 
wird die Grenzschicht eine 
solche Dicke er- 
reichen, daB der 
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Umschlag in die x 
turbulente Grenz- 06 
schichtenstr6- 
mung erfolgt. Die 04 
kritische Rey- © 
NoLpssche Zahl Ge 
muB8 also fiir ver-- 
langerte Kérper 0 ee ed # a 
wesentlich _ tiefer 
rickenals fiirsym- BOB an: 


metrische, was aus 

Abb. 48 auch hervorgeht; der Unterschied 
der c,-Werte auf beiden Seiten der kritischen 
Zahl ist auch bei den verlangerten Kérpern 
geringer. Die senkrecht angeblasene Scheibe 
zeigt tberhaupt keinen Umschlag, sondern 
stets den groBen Widerstandsbeiwert. 

Diese kritische REyNoLDssche Zahl 
kann man sehr stark herabdriicken, wenn 
man die Entstehung turbulenter Bewegungen 
in der Grenzschicht erleichtert, so schon 
durch Unruhe in der anstrémenden Fliissig- 
keit. Der von Errret gefundene kritische 
Wert lag deshalb so tief, weil sein Luftstrom 
nicht so gleichmaBig war wie der Géttinger 
Luftstrom. PRANDTI setzte die kritische Zahl 
auch duzch Erhéhung der Rauhigkeit an der 
Oberflache der Kugel herunter; er legte 
einen Draht irgendwo an der Vorderseite 
um die Kugel, erzeugte dadurch turbulente 
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Widerstand schlanker Kérper (Strebenprofile). 
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Abb. 48. Kritische Zahl bei Streben 
in Abhangigkeit von der Schlankheit. 
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Bewegung in der Grenzschicht und vermied eine Ablésung, wie sie bei der 
laminaren Grenzschicht eintritt. Er konnte so das paradoxe Ergebnis erhalten, 
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Abb. 49. Druckverteilung an einem Zylinder nach EIsner. 






















































































& 
























WY 6 5 y re] ee 7 
Mebste//en —> 


Abb. 50. Druckverteilung an einer Strebe nach ERMISCH. 


da8 durch den herumgeleg- 
ten Draht der Widerstand 
der Kugel erheblich herab- 
gesetzt wurde. 

60. Druckverteilung 
und Stromlinien. An feinen 
Anbohrungen des Ko6rpers, 
gegen welchen die Flissig- 
keit strémt, kann die 
Druckverteilung um den 
Kérper gemessen werden. 
Solche Messungen sind von 
ErmiscH!) und EISNER?) 
ausgefiihrt. Aus den Ab- 
bildungen 49 und 50 geht 
alles Wissenswerte tiber die 
Versuche hervor. Man sieht, 
wie sich die Druckvertei- 
lung mit wachsender REy- 
noLpsscher Zahl in immer 
groBeren Gebieten der 
Druckverteilung in der Po- 
tentialstr6mung  nahert, 
ganz entsprechend den Aus- 
fihrungen in Ziff. 27. Da- 
neben findet sich auch die 
Lésung nach OsEEN (Zif- 
fer 25), welche ZEILON®) 
diskutiert hat.. Nach Uber- 
schreiten der kritischen Zahl 
drangt sich das Gebiet der 
Abstrémungineinenschma- 
leren Streifen hinter dem 
Korper zusammen, wie in 
Ziff. 58 vorausgesagt wurde. 
Bei laminarer Grenzschicht 
zeigen die Str6mungsbilder, 
die durch Photographie ein- 
gestreuter Aluminiumteil- 
chen gewonnen wurden, be- 
stimmte Ablésungspunkte,. 
periodische Wirbelablésung 





1) H. Ermiscu, Aachener 
Dissert.; Abh. Aerod. Inst. 
Aachen 1926, H. 7. 

*) F. EIsner, ZS. f. an- 
gew. Math: u. Mech. Bd.,5, 
S. 486. 1925. 

3) N. ZEILoN, Proc. of the 
1. intern. Congr. f. applied 
mechanics, S. 365. Delft 1924. 
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und Anordnung der Wirbel im Abstrémungsraum in den regelmaBigen KARMAN- 
schen WirbelstraBen. Bei turbulenter Grenzschicht ist keine Abldsungsstelle 
zu erkennen und es fehlt jede RegelmaBigkeit in der Abstrémung; auch die 
WirbelstraBen bilden sich nicht aus. 

Es gibt also auch bei der Umstrémung fester Kérper zwei vollig verschiedene 
Arten turbulenter Strémung, so wie bei der Strémung in rauhen Rohren (Ziff. 47). 
Vielleicht wird die Zukunft einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Er- 
scheinungen finden und vielleicht die eine Strémung als eine geordnete, die andere 
als eine statistische erkennen, entsprechend den beiden in Ziff. 39 und 40 aus- 
einandergesetzten theoretischen Méglichkeiten. 

Bei Umstrémung einer Kugel weisen Photographien von KARMAN?#) darauf 
hin, da bei laminarer Grenzschicht sich ein Wirbelpaar ablést, das ganz so be- 
schaffen ist, wie der Hufeisenwirbel bei einem Tragfliigel?). Aber die Lage dieses 
Wirbels wechselt sehr rasch, so da zwar standig ein Quertrieb vorhanden ist, 
aber von regellos wechselnder Richtung. Der Mittelwert dieses Quertriebes ist 
daher Null. 

61. Berechnung der Ablosungsstelle. Man kann mit Hilfe der Grenzschichten- 
theorie die Entwicklung des Reibungseinflusses auf die Strémung sowie die 
Ablésungsstelle berechnen. Dies ist zuerst von BLasius*), BoLTzE und HIEMENZ 
nach der PRANDTLschen Methode geschehen. Die Stromfunktion yw, die bei 
ebenen Problemen immer aus der Kontinuitatsgleichung eingefiithrt werden kann, 
wird in eine nach Potenzen der langs der Kérperoberflache vom Staupunkt 
aus gezahlten Koordinate x entwickelt; die Koeffizienten dieser Entwicklung 
sind Funktionen der Koordinate y senkrecht zur Kérperoberflache ; sie bestimmen 
sich aus gewOhnlichen Differentialgleichungen, welche durch Einsetzen der Ent- 
wicklung von w in die partielle Differentialglei- 
chung der Grenzschicht 
Op wp Op Ow Op Cw 

Clay dx dy | Ox dy2}— Ox | M Op (1) 
erhalten werden. Spater hat POHLHAUSEN#) das- 
selbe Problem nach der KArmMANschen Methode 
(Ziff. 29) behandelt, wobei er fiir die Geschwin- 
digkeitsverteilung in der Grenzschicht einen Aus- 
druck vierten Grades zugrunde legte und in die app. 51, Ablésungspunkt A 
Gleichung (1) von Ziff. 29 einsetzte. Die sich er- und Druckminimum D_ bei 
gebende Differentialgleichung wurde graphisch ge- einem Zylinder. 
lést; die Grenzschichtdicke am Staupunkt be- 
stimmt sich aus der Bedingung, daB dort aus Symmetriegriinden dd/dx = 0 
sein muB; sie ist nicht etwa Null. 

Die Hauptschwierigkeit vom physikalischen Standpunkt aus lietert bei 
diesem Problem die Bestimmung des Druckabfalls df/dx, der als eine durch die 
reibungslose AuBenstrémung eingepragte Kraft erscheinen muB. Berechnet man 
den Druck aus der Potentialbewegung, welche bei der Anstrémung herrschen muB, 
so kommt man bei der Grenzschichtenrechnung zu falschen Ergebnissen; denn 
die wirkliche Druckverteilung wird durch die Abstrémung stark verandert; 


1) Tu. v. KARMAN, Innsbr. Vortr. S. 136. 
2) Vgl. Kap. 4, Ziff. 36 ds. Bd. des Handb. 
3) H. Biasius, Dissert. Géttingen 1907; ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 56, S. 4. 1908; 
E. Boirze, Dissert. Gottingen 1908; K. HIEMENZ, Dissert. Géttingen 1917; Dingl. pol. 
our. Bd. 326, S. 324. 1911. 
: 4) K. PoHLHAUSEN, Z. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 361. 1921; Abh. Aerod. 
Inst. Aachen Bd. 1 S. 19. 








AD) Kap. 2. L. Horr: Zahe Flissigkeiten. Zikt. 64. 


eine Berechnung mit Beriicksichtigung der Abstrémung ist nun nicht mdoglich, 
da jede quantitative Theorie dafiir fehlt. Man legt daher eine gemessene Druck- 
verteilung (Ziff. 60) der Berechnung zugrunde und kommt dabei zu Ergebnissen 
itber die Entwicklung der Grenzschicht und die Ablésungsstelle, die mit der 
Erfahrung iibereinstimmen. Abb. 51 zeigt die relative Lage des Druckminimums 
und der Ablésungsstelle bei einem Kreiszylinder. 





Abb. 52. Strémungsbild bei Ablésung nach PrRanptLt und TIetyENs. 


. 


Abb. 52 zeigt die Entwicklung der Wirbelablésungen nach kinematographi- 
schen Aufnahmen von PRANDTL und TIETJENS!). Wird ein Korper plétzlich aus 
dem Ruhezustand in Bewegung gesetzt, so entsteht im ersten Augenblick eine 
Potentialstrémung.. Die Ablésung erfolgt zunachst an der Stelle starksten Druck- 
anstiegs, d. i. ganz hinten, die Ablésungsstelle riickt dann weiter nach vorne, bis 
die Stelle des stationaren Zustandes erreicht ist. Die so gebildeten symmetri- 
schen Wirbel sind instabil, werden daher vom Korper weggefiihrt. Neubildung 


und Ausbildung von WirbelstraBen in einem bestimmt umgrenzten Abstrémungs- 
raum setzen ein. ; 


1) L. Pranptr u. O. TreTJeNns, Naturwissenschaften Bd. 13. S. 1050, 1925. 


Kapitel 3. 


Wasserstr6mungen. 


Von 


Pu. FoRCHHEIMER, Wien-Dobling. 


Mit 25 Abbildungen. 


I. Gleichformige Strémung. 


1. Bewegung in Réhren. Die Erforschung der Bewegung des Wassers in 
R6hren nahm vor etwa 200 Jahren mit Versuchen von C. A. CouPLet!) ihren 
Anfang, der fiinf bei Versailles verlegte Strange untersuchte. Auf Grund dieser 
und ahnlicher Messungen wurden dann Formeln aufgestellt, nach denen die 
Wassergeschwindigkeit nur vom Rohrdurchmesser und nicht von der Beschaffen- 
heit der Rohrwandungen abhangen sollte. So blieb es, bis 1858 Darcy?) den 
Einflu8 der Beschaffenheit der inneren Rohrwandung,. der sog. Rauhigkeit, fest- 
stellte. Derselbe hatte gefunden, daB in neuen Gu8rohren die Formel 


| 3 
oe 


gilt, und da8 in 4lteren Réhren DJ etwa doppelt so groB war. Hier wie im 
folgenden bedeutet D den inneren Rohrdurchmesser in m, J das Gefalle (oder 
den Héhenunterschied der freien Spiegel dividiert durch die Rohrlange), U die 
Wassergeschwindigkeit in m/sec ‘(oder den Durchflu8 dividiert durch den 
Querschnitt). 

Darcys Ansatz war aber keineswegs der einzige, welcher die Bewegung des 
Wassers in Réhren angeben sollte, denn gerade bei den Réhren tritt ein Umstand 
hinzu, der von groBer praktischer Bedeutung ist. Die Lieferfahigkeit vieler Réhren 
nimmt namlich mit der Zeit durch Wasserabsatze ab, und da Strange von kleinem 
Durchmesser viel empfindlicher als solche von groBem Durchmesser sind, so 
wurden neben den Formeln, die theoretisch richtig sein sollten, noch eine Anzahl 
weiterer Ausdriicke aufgestellt, welche dem praktischen Bediirfnisse dienen sollten. 
So kommt es, da zwar nicht weniger als 30 oder 40 Verfasser je eine oder mehrere 
Formeln fiir die Bewegung des Wassers in Rohrleitungen aufgestellt haben, 
daB aber diesen Ausdriicken zum geringsten Teil irgendwelche physikalische 
Bedeutung zukommt oder zukommen sollte. Heute waren nur etwa folgende 
Formeln zu erwahnen®) : 


DJ = (0,001014 + 








1) P, CoUPLET DES TARTREAUX, Mém. de l’acad. fiir 1732, Paris 1735, S. 143. 

2) H. Darcy, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 15, S#176 (Sonderabdruck S. 36). 1858. 

3) Zusammenstellung fiir Réhren und offene Laufe s. Po. FoRCHHEIMER, Hydraulik 
2. Aufl. S. 36, 62ff., Leipzig-Berlin 1924; vgl. hierzu auch Kap. 2, Ziff. 43 und 47 ds. Bd. 
des Handbuches. 


174 Kap. 3. PH. FoRCHHEIMER: Wasserstromungen. List, 23 


FLAMANT!): U=AD*J+, worin A fir Blei-, Glas-, WeiSblechréhren 
= 75,3 bis 68,1, fiir neue GuBrohre = 61,5, fiir gebrauchte Rohre = 54,3 ist. 
SAPH und SCHODER?) fiir glatte Messingrohre: U = 74,0D%" J%°7 4. 4% 





1,75 : Be 55 
oder J = 0,000536 a +7%, fiir peg On einigen pea E22 37 7 ee 
bis 25,1.D%3 7°50 oder J = 0,00135 pia bis 0,00159 pie 


BIEGELEISEN und Buxkowsky’) fiir neue bzw. alte Gu®rohre J = 0,0012 
bzw. 0,002567 aed 

ScoBEyY*) fiir Holzrohre: U = 49,7 D%® 7596 | fiir Betonrohre U = 4 D®%65 70,5, 
worin 4 fiir alte mit wenig Sorgfalt aus Einzelréhren zusammengesetzte Strange 
= 26, fiir einige Jahre in Betrieb stehende aus Einzelréhren zusammengesetzte 
Strange = 30, fiir monolithisch itber gedlte Eisenformen gestampfte Strange 
= 33, fiir monolithische geschliffene Strange gréBter Glatte = 35,4 zu setzen ist. 

2. Bewegung in Kanalen. Die Kanile, fiir die Rechnungen angestellt werden, 
pilegen weit geraumiger als Réhren zu sein, werden auch fast nie mit metallischen 
Wandungen hergestellt, so daB sich deren Wandungen im Laufe der Zeit haufig 
weniger verdndern als die der Réhren, und so kommt es, daB bei ihnen das Be- 
streben entfallt, auf kiinftige groBe Verdnderungen der Innenfliche Riicksicht 
zu nehmen. Daher ist es wiblich, bei ihnen die Formeln so aufzustellen, daB sie 
die wahre Geschwindigkeit des Wassers ohne Sicherheitsfaktor enthalten. Ihren 
Anfang scheinen diese mit dem Ausdruck DE Cufzys5) genommen zu haben, 
der im Jahre 1775 


U=cyRJ 


setzte. Hier haben U und J die alte Bedeutung und ist R der Profilradius (engl. 
mean hydraulic depth, franz. rayon hydraulique) oder die Querschnittsflache 
dividiert durch den benetzten Umfang in m, ferner c eine Konstante in m/sec, 
welche von EyTELWEIN®) fiir Fliisse = 50,9 m#/sec gesetzt worden ist, aber 
tatsachlich in ihnen bis 25 m#/sec fallen kann. Die Formel pE CuHézys trifft 
zwar in Wirklichkeit nicht ganz zu, ist aber dennoch, weil sie sich zu mathe- 
matischen Erérterungen eignet, in starkem Gebrauch. Man behilft sich mit ihr, 
indem man c, welches als Konstante gemeint war, von der Wandbeschaffenheit, 
dem Gefalle, dem Profilradius abhangig macht. Unter den zahlreichen Fachleuten, 
die sich mit einer solchen Feststellung von c befabt haben, sind hervorzuheben: 
GANGUILLET und KuTTER (1869), nach denen 














0,0015 
23 + — + a : 
— 
0,00155\ 
Vr \'2 : = 
| Sere TB 
und Bazin (1897), nach dem c = sein soll, 
4. resus 
VR 


1) A. FLaMant, Ann. ponts et chaussées (7) Bd. 4, S. 301 u. 345. 1892, II. 


) 
*) A.V, SapH u, E. W. SCHODER, Trans. Amer. Soc, Civ. Eng, Bd. 51, S. 305. 1903. 
3) B. BIEGELEISEN u. R. Buxkowsky, Journ. f. Gasbeleuchtg. Bd. 57, S. 970. 981. 
1914; Bd. 59, S. 123-1 49416, 

*) F. Scopry, Wasserkraft Bd. 16, S. 341. 1921; Bd.17, S.41. 1922, 

5) A. DE Cufézy, in den Mém. de la classe des sciences de l’Institut de Paris 1813—1815, 
von GIRARD zitiert, 


8) J. A. Evtetwein, Handbuch der Mechanik fester Kérper, S.181. Berlin 1801. 
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Die beiden GréBen n und y bringen die Rauheit der Wande zum Ausdruck, 
und zwar sei nach GANGUILLET und Kutter?) 


nN 1:9” 


fir Kanale, sorgsam gehobeltes Holz oder glatten Zementpuczanes , . O,01 100 
Peer AOC OULD MOE Mut caren) SPE TAIN) J che) BEYER BRE elo) 0,012 83,33 
Kanale, Quader oder gut gefiigte Ziegel . . 2... 2... 1. 0,013 76,91 
ee MEM MLON de ek 8s ase! ack ear wane a we 6 COLT. §8,82 
Mamsle,/im Erdé, Bache und Flisse ......5.... 4. + 0,028 40,00 
Gewdsser mit gréberen Geschieben . . . 2. 2.01 1s ee ss 0,030 33,33 


nach Bazin?) 


PO et Pe Se ke Se x ay eh ee, lt BOOS 
Moi ONader: zienerts 2 a ott a) Le om 0,16 
Bruchsteinimaverwerke gc sk et 0,46 
Pilaster, negelbmaGiges: Erdbett 6) 6. soacn Gs be es 0,85 
Brdkandle iblichen’ Zustandes,. ... «6. aoa a 1,30 
Erdkanale mit besonderem Reibungswiderstand . . . lavas 


Graphische Darstellungen machen es leicht, gegebenenfalls das zugehérige c 
aufzufinden und so haben sich die angegebenen Formeln in lebhaftem Gebrauch 
gehalten. Richtiger ist es aber, eine Bauweise des mathematischen Ansatzes 
anzuwenden, die GAUCKLER®) bereits 1868 eingefiihrt hat. Nach ihm ware fiir 
J>0,007, U=AR:J, fir ]<0,007, U =AR%/J?, worin 4 eine Konstante 


bedeutet. Ferner setzte Manninc4) 1890 fiir kleine Laufe U = <. Ri J}, 
— 298) , worin #2 die GANGUILLET-KUTTERSche 
Rauhigkeitszahl bedeutet, und setzte FORCHHEIMER®) U = /1R°" J], worin 
fiir geglatteten Beton 2 = 90 bis 80, fiir neuen Beton 4 = 60, fir alten an- 
gegriffenen Beton 4 =°50, fiir kiimstliche Erdgraben je nach ihrem Zustande 
A = 42 bis 30, fiir natiirliche Fliisse 2 = 30 bis 24 m®*/sec sei. Ubrigens sind 
die Formeln von MANNING und FORCHHEIMER nur als angenahert zu betrachten, 
denn der Exponent 'von R wechselt. So stellten sich z. B. bei BAzins Versuchen, 
wie die Nachrechnung lehrt, in der Gleichung U = 1 R” J®° nachstehende Werte 


heraus: 


fir Str6me U = 43 ( “ 


int. Fees = I Re eS re ee Sy esa aN ox tse KOS cyy setae Abs 
ibretter dich aneimanders |). 0 (4. . « - 2 -- =) 72 PU bIs 111 ee Oe 
CUCU Mami Shee Oa © Pigs fs. wel lyneslen, Sp PO ROEL TOs 
Latten mit Zwischenraumen von icm ... . . 69,5 R%7? J%5 
Latten mit Zwischenraumen von 5cm .... 47.£%7? J%5 
itera hoiewel sana a ees oe cae ol wl ee ee COD ERT AO, is) aarp ests 708 
OED [3 eal SOUL hy oe ee we te ile rr Ps 1 i 
Branetthecsemipe 2 Ceti Ree 20 ee! SSR TE 
Brdbett uxsprimelich |. cos. 0te bis slays ien rd SBE JO 


Dabei ist freilich einzuwenden, daB der Exponent von J tatsachlich zwischen 0,6 
(bei Zement) und 0,5 schwanken diirfte. 

Wahrend die bisher angegebenen Ausdriicke eine von der Rauhigkeit ab- 
hangige Zahl enthalten, sind fiir natiirliche Fliisse auch Ausdriicke ohne eine 
solche veranderliche Zahl aufgestellt worden, da bei ihnen die Wasserbewegung 


1) E. GANGUILLET u. W. R. Kutter, ZS. d. ésterr. Ing.- u. Archit.-Ver. Bd. 21, S. 6, 46. 
1869; Allg. Bau-Ztg. Bd. 35, S. 239. 1870. 

2) H. Bazin, Ann. d. ponts et chaussées (7) Baye, Si55. 0997 wand Bd. 8, 1, 
S. 307. 1898. 

3) TH. GAUCKLER, Ann. d. ponts et chaussées (4) Bd. 15, S. 229. 1868, I. 

4) R. Mannine, Trans. Inst. Civ. Eng. Ireland Bd. 12, S. 68. 1890. 

5) PH. FoRCHHEIMER, Der DurchfluB des Wassers durch R6hren und Graben usw. 
Berlin 1923; ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 67, S. 989. 1923. 
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die feineren Stoffe des Bettes fortschafft und nur die gréberen liegen 1aBt, welche 
selbst wieder der Geschwindigkeit des Wassers entsprechen. Dieser Auffassung 
hat zuerst SrEDEK!) 1901 Ausdruck gegeben, jedoch eine kaum empfehlenswerte 
Formel aufgestellt. Gut brauchbar ist hingegen die von HERMANEK?) 1905 ver- 
6ffentlichte, nach der fiir eine mittlere Tiefe T des Querschnittes fiir 


EL<130m, U=30,7T Jt: (iad Ome Cee ot 
T>6m, Uv =(50,24+2) 7p 


sel. 

Uber den Einflu8 der Temperatur auf die Wasserbewegung liegt eine Beob- 
achtung von MacauLay®’) vor, welcher fand, daB in den Réhren des Elan- 
aquaduktes der Stadt Birmingham bei einem Temperaturwechsel des Wassers 
von 3°C im Winter bis 18°C im Sommer der Durchflu8 um 2,5°% zunahm. 
Fiir diesen Temperaturwechsel nimmt 7°!?° in der Formel von GEBERs fiir den 
Schiffswiderstand um etwa 5%, ab. 

3. Geschwindigkeitsverteilung. Theoretisch ist der Frage der Geschwindig- 
keitsverteilung zunachst BoussINEsg*) nahergetreten, welcher von den drei ein 
wenig verdnderten NavierRschen Gleichungen®) 

y é y (Ou Ou Ou Ou 
x= & BEE rene pee 





eS Ou as 











ae Oa a of Zz “\ax2 * Oy er 
x? Cp ¥ te ee Oe ee ov Ov Fv ms 
g e Oy -g\ a5 Kg E nes oy ya al dee Oy? riage 
Yo Ope ates it Ow Ow ao pk Cw fis 
g % dz gidt | “Ox wae oy Te ae *\ 0x2 Oy? Oz? 


ausging. Inihnen bedeuten x, y, z die Koordinaten in drei aufeinander senkrechten 
Richtungen, X, Y, Z die Teilkrafte der 4uBeren Kraft in diesen 3 Richtungen, 
p den in der Elementmitte herrschenden Druck, ¢ die Zeit, u, v, w die Geschwindig- 
keiten nach den Richtungen x, y, z, endlich ¢ die ,, Turbulenz‘‘, welche BOUSSINESQ 
an die Stelle des Navierschen Reibungskoeffizienten jw einfiithrt. Die Turbu- 
lenz ¢ selbst setzt BoussINEsQ 


fiir kreisfOrmigen Querschnitt = z VB u, > . tsec/ m7 y¢ 


fiir sehr breite rechteckige Gerinne = z \Bu, htsec/m?, 


worin y das Eigengewicht der Fliissigkeit in t/m®, B eine Rauhigkeitsziffer der 
Wand in sec?/m, K eine nur von der Beschaffenheit der Flissigkeit abhangige 
Konstante in mi/sec, u, die Geschwindigkeit der Fliissigkeit an der festen 
Wandung, r den Rohrhalbmesser, 7 die Entfernung eines Punktes von der Rohr- 
achse, / die Gerinntiefe bedeutet. Nach BoussinxEso verhilt sich also das Wasser 
in Rohren anders wie in breiten Gerinnen, da in ersteren die Turbulenz gegen 
die Rohrachse hin wachst, wahrend sie in letzteren unveranderlich bleibt. Die 
Wandreibung ist dabei auf alle Falle = yBu?. Es findet sich so 





1) R. SteDEK, ZS. d. 6sterr. Ing.- u. Archit.-Ver. Bd. 53, S. 5 i i 
S. 99. 1903; Bd. 57, S. 61, 77, 216. 1905. rai rn 

2) J. HERMANEK, ZS. d. 6sterr. Ing.- u. Archit.-Ver. Bd. 57, S. 23872 905. 

3) F. W. MacauLay, Minutes of Proceedings of the Institution of Civil Engineers 
Bd. 208, S.25. 1921. Formel von Fr. Grpers s. unten S. 214. 

*) J. V. Bousstnesg, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 23. 1877; J. V. BoussInEsg 
Théorie de l’écoulement tourbillant et tumultueux des liquides dans les lits rectilignes 9 
grande section, 2 mémoires. Paris 1897. 

>) Vgl. Kap. 2, Ziff. 3 ds. Bd. des Handb. 
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fiir Réhren fiir breite Kastengerinne 
J3= ae Jh=Bae="™, 
at 5, Crt aK, 
Sate 2eye(i—f), tara tx ya(s—4) 
Se Moe et pie, 


wobei ¢ den DE CHEzyschen Koeffizienten, umax die gréBte auftretende Ge- 
schwindigkeit bedeutet. Ferner setzt Boussinesg K fiir Wasser = 44,55 mi/sec, 
wonach fiir c= 50 bzw. 60 m/sec sich in Rohren 4//B = 32,18 bzw. 42,18 
oder B=0,000967 bzw. = 0,000562sec?/m und fiir c=40 bzw. 50m#/sec 
sich in offenen breiten Gerinnen 1//B = 25,15 bzw. 35,45 oder B = 0,00158 
bzw. = 0,000809 sec?/m findet. 

Eine andere Lésung hat Kozeny*) gegeben. Derselbe setzt ¢ = 0 + fu. 
Daraus geht fiir ein Rohr vom Halbmesser r, wenn y den Abstand vom Rohr- 
umfang bezeichnet, (« + Bu)du — Jy ydy + Au y dy = 0 hervor, wobei Ar? y 
die Reibung auf der Flacheneinheit des Umfanges bedeutet und a, f, y Konstante 
sind. Fir die Mitte des Rohres oder fir y =r wird 4 = ua, und t= Av?! f, 
wahrend fiir y = 0 die Geschwindigkeit u = u, = «/B wird. Die Lésung lautet 

eee) 


Umax — Uz He 





Das ist die Gleichung einer auf ein Rechteck von der Seitenlange u, aufgesetzten 
Ellipse, welche besagt, da8 am Umfange die Geschwindigkeit u, = 0,528 #max und 
in der Mitte #max betragt. Zu betonen ist, da’ diese elliptische Geschwindig- 
keitsverteilung sich den tatsachlichen Messungsergebnissen BAzrins*) und 
NIKURADSES?’) auBerordentlich gut anschmiegt. 

Wahrend der Ansatz «= « + fu hiermit, zunachst fiir Rohren, als zutreffend 
angesehen werden kann, ist die weitere Annahme KozeEnys, daB 4) 


4,05? 
ee 


en es 

( i) 
worin R den hydraulischen Radius bezeichnen soll und A bei neuen Eisenréhren 
= 2/65? zu setzen sei, rein empirisch. Sie fihrt aut eine mittlere Geschwindigkeit 


U2 '65 {(! = 7 RI + i} VRJ, die sich den vorhandenen Messungen an 
Roéhren groBen Durchmessers ziemlich gut anpaBt. 

Ferner behandelt KozEny®) den Druckverlust, der zwischen glatten zu- 
einander parallelen Wanden erfolgt. Auf ein kleines Prisma dx dy dz, das sich 
zwischen diesen Wanden befindet, wobei z senkrecht auf die beiden Wande ge- 
richtet sei, wirkt einerseits das Gefalle J, andererseits die Zahigkeit und der Wider- 
stand, der durch Austausch der Impulsgré8e entsteht. Man hat daher, wenn man 








1) J. Kozeny, Die Wasserfiihrung der Fliisse, S. 31. Leipzig u. Wien 1920. 
2) H. Bazin, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 32, Nr. 6, S. 4, 15, 17. 1902. 
3) J. NIKURADSE, Untersuchungen iiber die Geschwindigkeitsverteilung, Forsch.-Arb. 
Ing. Heft 281, 1926. 
4) J. Kozeny, Wasserfithrung der Fliisse, S. 34. 
5) J. Kozeny, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 5, S. 244. 1925. 
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die Hauptgeschwindigkeit mit « und den iiber eine hinreichend groBe Zeit ge- 
wonnenen Mittelwert des absoluten Betrages der ihr tiberlagerten Pulsations- 
geschwindigkeit ‘mit “,, ferner die Reibungsziffer mit 7, das Eigengewicht 
mit y bezeichnet gu 4 au 

—yJ =n Ge t+ eae (Ge) 
oder bei Einfiihrung des kinematischen ZahigkeitsmaBes » = gy/y 

0 Ou 
—sJ= 5, {0 +09 sl, 


worin dz ein gentigend kleines Stiick in der Richtung der z-Achse ist. Die 
Lésung dieser Differentialgleichung wird durch einen passenden Ansatz fiir 
u, ermdglicht, welcher der Bedingung geniigen mub, daB am Rande, also fir 
u = u,, wobei u, die Sohlen- oder Randgeschwindigkeit bedeutet, die Turbulenz 
verschwindet. Dabei ist die Randgeschwindigkeit an.der Grenze zwischen der 
laminaren Randschicht und dem turbulent flieBenden Innenteil gedacht. Diesen 
Bedingungen geniigt der Ansatz 


1 oe - I, 


worin U die mittlere Geschwindigkeit in der Plattenrichtung und H die halbe 
Entfernung der einen Platte von der anderen bedeutet. Die Integration liefert 








J2 “ae 
Ee ae reg u+ Ue +C 
und fiir den Rand 
jit 


a be ie Y Us + KH u,(u; + U) +C. 


Wird hier die ReyNnoLpssche Zahl?) {i = UH/y eingefiihrt, so ergibt sich 
Us—U 
elu 2) =KHu\( gq E+ 4)6— Us) +u(e go i) 


und fiir die Mitte, also fiir z=0O und 4 = Umax 





gimp =Kiul( a +1) Oémax = 4) + u(e iat i), 


womit das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung 








4 U Ug — U 
«(ewe te-mtole® 4) 
aa ee Us—U 
ee — 
(ae +4] ctl age? Y ~ 4) 


lautet. 

Diese Endgleichung ist fiir die Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung 
in tieferen offenen Laufen, deren Breite gro8 im Verhaltnis zu ihrer mittleren 
Tiefe H ist, verwendbar. In diesem Falle ist §t sehr groB und die Geschwindig- 
keitsverteilung nach Beobachtungen eine solche, daB in der Reihe fiir et“@-“/U 
die hdheren Glieder yom vierten ab vernachlassigt werden kénnen. Fir die 
Verteilung der Geschwindigkeit gilt daher die Gleichung 
(u, ar w)? 


Ua 
usm tU (t+ Bott 


Umax — U; a U (1 Sie U, a 4: (u, a “ F | 





Pe 
1 














1) Vgl. Kap. 2, Ziff..10 ds. Bd. des: Handb. - 


Zitt, 33 Geschwindigkeitsverteilung, 479 


oder che See 
H? — (Umax ee U,)* ‘ 


wobei die gréBte Geschwindigkeit max in der Oberflache liegt. Also. waren die 
Geschwindigkeiten in den Lotrechten breiter Fliisse angenahert nach einer 
Ellipse verteilt, und mii8te jene Geschwindigkeit, welche der mittleren in der 
Lotrechten gleichkommt, in einer Tiefe ¢ = 0,62H liegen. Das wurde durch 
Messungen an Fliissen bestatigt. So lag nach Hoyt?) bei 476 Kurven U im 
Mittel 0,62H tief unter der Oberflache und bei 910 Kurven im Mittel 0,61 H 
tief. Dabei schwankte die Tiefenlage zwischen 0,71 und 0,58H bzw. zwischen 
0,73 und 0,58H. Fir das Verhaltnis der mittleren Geschwindigkeit zu der an 
der Oberflache ergibt sich 


oe m?\ 2 
ae +5) +VU+s) eis 
Umax ma ihe m2\2 4 ai 
(ie +V0+ ey fe +1 
und es sei bemerkt, daB schon G, HAGEN U = 0,86 uobern, setzte. 
Die Vernachlassigung der héheren Glieder in der Reihe fiir e-:4 kommt 
dem Ansatz «=a -+ fu gleich, welcher die gleiche elliptische Geschwindig- 


keitsverteilung liefert. Er ergibt fiir die mittlere Geschwindigkeit in der Lot- 
rechten bei einem spezifischen Gewicht y des Wassers?) 


1 zw y/y oa 
3 (2 aa ie ) 7a. 
Man kann sagen, dafi die Konstante B um so gréBer sein wird, je rauher die 
Wand ist. Folglich wird, wenn der Exponent von J ungedndert 0,5 bleibt, fir 
sehr rauhe Wande, also groBes B der Exponent von H sich der Eins nahern, 
dagegen bei sehr glatten Wanden gegen 0,5 herabsinken?). 

Die Arbeiten BoussINEsgs und KozENnys haben nicht nur die GréBe der 
mittleren Geschwindigkeit U, sondern auch deren Verhdaltnis zur Oberflachen- 
geschwindigkeit beriihrt. Diesbeziiglich liegen Messungen von Bazin vor, der 
bei einer durchschnittlichen Tiefe  fand, daB die Geschwindigkeit in den einzelnen 
Punkten des Querschnittes dem Gesetze*) 


Uy — U Zz \2 
vary. id (=) 
folge, wobei u) die Oberflachengeschwindigkeit, u die Geschwindigkeit in der 
Tiefe z bedeutet. Er meinte sogar, daB, wenn die Seitenwande keine verzégernde 
Wirkung ausiiben wiirden, die Zahl 24 an die Stelle von 20 kame, wogegen 
BoussInEsQ fiir diesen Fall die Zahl 22,7 berechnet. Andererseits fand Bazin 
freilich fiir die meisten Falle der Praxis®) 


Umax —U= 14 yh, 


wobei Umax die gréBte und U die mittlere Geschwindigkeit des ganzen Quer- 
schnittes bezeichnet. 

Das Verhdaltnis der Einzelgeschwindigkeit « zur mittleren Geschwindigkeit 
ist iibrigens nicht nur von der Gestalt, sondern auch von der Rauhigkeit des 














1) J.C. Hoyt, River discharge, S. 50, 51. New York 1907. 
) J. Kozeny, Wasserfiihrung der Fliisse, S. 47. . 
) PH. FoRCHHEIMER, Durchflu8 des Wassers, S. 22. 


ew pe 


) H. Bazin, Mém. prés. par div. sav., Bd. 19, S. 230. 1865. 
5) H. Bazin, Mém., prés. par div. sav., Bd. 19, S. 157. 1865. 
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Querschnittes abhangig und da ist es bemerkenswert, daB PRESSEY 1) nachstehende 
Mittelwerte erheben konnte: 


Pht leks Meese ites eee 0,05 0,55 0,65 0,95 Mittel 
Sohle rani fut o yarn AOD 1,053 0,977. ~=0,589 1,00 
Sohle mittlerer Beschatfenhed aL a ile 1,036 0,965 0,614 1,00 
SOMEI DALE gus ony tee ws omens 187 1,020 0,954 0,630 1,00 


Bei der Bewegung im ganzen Querschnitt kommt iibrigens zu jener in der 
Stromrichtung noch eine solche sehr geringe senkrecht zu ihr hinzu*). Auch bilden 
die Linien gleicher Geschwindigkeit, die 
Isotachen, eine zusammenhdngende 
Kurvenschar (Abb. 4) tiber den Quer- 
schnitt, derart, daB die gréBte Geschwin- 
digkeit in der Strommitte etwas unter 
der Oberflache des Spiegels legt, und 
daB die Maxima der Geschwindigkeiten 
in den seitlich gelegenen Lotrechten immer 
hdher liegen, je weiter sie von der Mitte sind, bis naher am Ufer die mathe- 
matischen Maxima sich sogar iiber dem Spiegel befinden wiirden. Erwahnt sei 
ferner, daB die kleinste Geschwindigkeit einer Lotrechten von der Tiefe abhangt, 
also in Ufernahe kleinere Geschwindigkeiten zu 
beobachten sind als in der Mitte des Laufes. 
(Naheres hieriiber s. Kap. 2, Ziff. 46.) 

Bisher war von der Geschwindigkeit so die 
Rede, als ob sie an einem und demselben Punkte 
stets die gleiche ware. Das ist nun nicht der 
Fall, und das Wasser flieBt turbulent, d. h. 
mit stets wechselnder Geschwindigkeit und auch 
in geradem Bett in geschlangelten Linien. Bei 
offenem Bett zeigt sich die Ungleichheit der Ge- 
Abb. 2. Reibung an der Wand  schwindigkeit in den Wellen des Spiegels. Unter 

eines Rechtecksgerinnes, der Geschwindigkeit an einem Punkte ist — wenn 

weiter nichts gesagt wird — die der Zeit nach 
mittlere an diesem Punkte zu verstehen und als Spiegel die mittlere Oberflache 
an dieser Stelle. Die Turbulenz ist an der Sohle am starksten und nimmt gegen 
die Oberflache hin ab. Auf sie ist es vermutlich zuriickzufiihren, wenn, wie aus 
Messungen von SCHOBER?) hervorgeht, in einem rechteckigen Gerinne die Sohlen- 
geschwindigkeit nicht in der Sohlenmitte, sondern zu beiden Seiten der Mitte 
am gréBten ist. Die Reibungen standen nach seinen Messungen durchschnittlich in 
der in Abb. 2 angegebenen Beziehung zueinander. Die Abnahme der Schleppkraft 
gegen die Sohlenmitte haben auch BLasius*), SCHOKLITSCH®) und SCHAFFERNAK®) in 





Abb. 1. Isotachen im offenen Gerinne. 


























1) H. A. Pressey, U.S. Geological Survey, Water Supply and Irrigation Paper, 
Washington Bd. 76, S. 45, 47. 1903. 

2) F, P. STEARNS, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 12, S. 3314. 1883; M. MOLLER, 
ZS. f. Bauw. Bd. 33, S. 201. 1883. Verdffentlicht sind zahlreiche Isotachenscharen, die in 
Wirklichkeit unregelmaBiger als hier abgebildet zu liegen pflegen. Erwahnt sei H. Bazin, 
Recherches hydrauliques, s. H. Haun, G, HERGLoTZ u. K. ScHwaRzscHiLD, ZS. f. Math. 
u. Phys. Bd. 51, S. 417. 1904. 

3) R.ScHoBER, Versuche tiber den Reibungswiderstand zwischen flieBendem Wasser 
und benetztem Umfange. Dresden-A. 1916; besprochen Osterr. Monatsschr. f. d. 6ffentl. 
Baudienst 1917, S.545. . 

4) H. Brasius, ZS. f. Bauw. 1910, Sp. 470. 

5) A, Scuox.itscu, Uber Schleppkraft und Geschiebebewegung, S. 3. Leipzig u. Berlin 1914. 

e fea ea ZS. d. osterr, Ing.- u. Archit. -Ver. 1916, S. 544; Allg. Bau-Ztg. 
1914 a) 
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offenen Rechteckgerinnen beobachtet, ferner fand NIKURADSE 4) in einem geschlos- 
senen rechteckigen Gerinne eine Abnahme der Geschwindigkeit in der Mitte der 
schmaleren Seitenwiande. 


II. Stationare Str6mung. 

4. Staukurven. Wenn das Wasser nicht mehr gleichférmig, sondern mit 
Beschleunigung flieBt, erfordert die Vermehrung der Geschwindigkeit jedes 
Teilchens ein zusatzliches Gefalle. Man hat daher fiir dieses den Ausdruck 

le yyv d U* 
pairy + 2(F). 

Bei Besprechung desselben ging die altere Hydraulik von der DE Curzyschen 
Gleichung U = cyR J) aus, wonach, wenn die x stromauf gemessen werden, 
der Querschnitt sehr breit und die Sohle eben ist, 7 die Sohlenneigung, / die 
Tiefe im allgemeinen, 

hy die Tiefe bei gleich- 
férmiger Bewegung 
bedeutet, die Spiegel- 
neigung sich zu 








‘ ah. 
Re aa pt 

U2 4 dU? 
Bema aa 


bestimmt. Aus dieser = %.——-——- _——— - ——- —__- —_-——-. 
Gleichung geht, wenn is 
c2thi = gk? gesetzt 
wird, die Differential- 
gleichung der Stau 
linie ?) ; 
Z he — k a ees A ss 
sas = case dh Abb. 3. Vollstandige Staukurven. << Pr 
3 e 





Staulinie fiir hy << k 





hervor. Dieser Ausdruck zeigt, daB die Spiegelneigung dh/dx ihr Vorzeichen 
andert, wenn fg — k® dies tut. Es gibt also zwei verschiedene Staukurven, 
von denen die eine fiir Fliisse, d. i. fiir hy >, die andere fir Wildbache, 
d. i. fiir iy < k, entsteht. Die weitere Untersuchung zeigt, daB jede vollstandige 
Kurve aus drei Asten besteht, deren jeder durch ein besonderes Vorkommnis 
im Bett erzeugt wird. Man hat also folgendes Bild (Abb. 4): 


FluBi< gic? 





mittlerer Ast 4 
oberer Ast Abb. 4. Stau und Senkung. unterer Ast 


1) J. NIKURADSE, Forsch.-Arb. Ing. Heft 281, S. 14. 1926. 
2) J. J. Cu. Bresse, Cours de mécanique appliquée, 2. partie, S. 221. Paris 1860. 
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Hier kann der Ausdruck iS gc? auch durch k Shy oder durch gS gh 
ersetzt werden, wobei g den Durchflu8 tiber der Breiteneinheit des Laufes be- 
deutet. Da bei Bachen und Fliissen c im allgemeinen 30\bis 50 m4/sek~1 betragt, 
liegt das die Wildbache von den Fliissen scheidende Gefalle zwischen 11 und 4°loo- 
Bei betonierten oder hélzernen Gerinnen kann das scheidende Sohlengefalle 
sogar bis auf 1/9) fallen. Die Wasserlaufe zerfallen somit in zwei Klassen, welche 
bei Veraénderung des Querschnittes sich verschieden verhalten. Bezeichnet man 
mit REHBOCK!) die Bewegung des Wassers der einen Klasse als Str6men und 
das der anderen als SchieBen, so ist die Folge einer Verkleinerung des Quer- 
schnittes bei 


str6mendem oder stillem Wasser: | schieBendem oder wildem Wasser: 
Geschwindigkeitszunahme, Tiefenabnahme, Geschwindigkeitsabnahme, Tiefenzunahme, 
Spiegelsenkung. | Spiegelhebung. 


Von Belang ist es, daB in strémendem Wasser, dessen Verhalten von den 
Vorgangen im Unterlauf beherrscht wird, ein Stau bei durchweg gleichférmi- 
gem Sohlengefalle und DurchfluB sich stromauf bis ins Unendliche erstreckt, 
wahrend bei schieBendem Wasser die Wirkung eines Staues im gleichen Falle 
stromauf begrenzt, stromab aber unbegrenzt erfolgt. ; 

Fiir die Berechnung des Staues oder der Senkung nach der vollstandigen 


Gleichung fiir 7 usw. hat Bresse?) Zahlentafeln berechnet. RGHLMANN ba 
desgleichen Zahlentafeln veréffentlicht, welche jedoch das ganze Glied = oo 
nicht beriicksichtigen, also nur fiir Fliisse von geringem Gefalle zutreffen. Dann 
hat FORCHHEIMER®) gezeigt, wie man nachtraglich die Geschwindigkeitshohe 
bericksichtigen kann. SCHAFFERNAK*) hat graphische Tafeln aufgestellt, welche 
der Bewegung des Wassers die Formel HERMANEKs zugrunde legen, iibrigens 
ebenfalls die Geschwindigkeitshéhe unberiicksichtigt lassen. Dasselbe tat 
EHRENBERGER®) auf Grund der Formel von GROGER, welche der HERMANEKs 
ahnlich ist und ebenfalls die Geschwindigkeitshdhe nicht in Rechnung 
zieht. Endlich hat ToLKmirr®) fiir parabolischen Querschnitt Tafeln gegeben. 

Genauer als bisher besprochen behandelt BoussinEsg’) das Problem des 
Staues. Er setzt zundchst das Spiegelgefalle bei breitem rechteckigem Quer- 
schnitt, von der Tiefe #, unter Beriicksichtigung der ungleichen Verteilung der 
Geschwindigkeiten iiber denselben, 


y= 41,0852. (2) 





2¢ 
und bei Halbkreisquerschnitt vom Halbmesser 
2U2 ad (U* 
ip cr sir 58 ee) . 


also im groBen Durchschnitt bei einem Profilradius R 


U2 a (2) 
iy apt lla 2¢e/° 

1) Tu, Reuwocx, Betrachtungen iiber Abflu8, Stau und Walzenbildung bei flieBenden 
Gewassern. Berlin 1917, 

*) J. J. Cu. Bressz, FuBnote 2) von S. 181. 

3) Pu. FoRcHHEIMER, Grundri8 der Hydraulik, S. 63. Leipzig u. Berlin 1920. 

4) Pu. FORCHHEIMER, Hydraulik, S. 127, 130. Leipzig u. Berlin 1914. 

5) R. EHRENBERGER, Osterr. Wochenschr. f. d. offentl. Baudienst Bd. 20, S. 503. 1914. 

8) G. Torxmitr, Handbuch ‘der Ingenieurwissenschaften, Wasserbau; G. TOLKMITT, 
Grundlagen der Wasserbaukunst, 2. Aufl.,S. 123. Berlin 1907. 

*) J. Boussinesg, Mém. prés, par div. sav., Paris Bd. 23, S. 198. 1877; PH. Forcu- 
HEIMER, Hydraulik, S. 155. Leipzig u. Berlin 1914, ~ 
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Dieser Ausdruck genigt nicht, wenn eine starkere Kriimmung der Stromfaden 
statthat. In diesem Falle findet Bousstnesg, da die Differentialgleichung 


3 
@h aol ue AD Chey) eae eat 


ati de othe 





de WR 


erfiullt sein mu. In ihr ist «, = 1,41 zusetzen und f ein Faktor, der hinzuzufiigen 
ist, weil DE CHEzys Geschwindigkeitsgleichung nicht genau zutrifft. Die Lésung 
der Differentialgleichung lautet 


h - ho ns! C, ema* + Cy emr% + Cs stint 5 





worin m,, mM, und mg, die drei Wurzeln der Gleichung 
3% | g Sef 
ie lie - — = 
came |e Gams ORY Ri ih 
bedeuten. Wie diese Gleichung es ausspricht, zerfallen die Wasserlaufe zunachst 
in Fliisse (riviéres), fiir die 


. g gf\i 
s< of [1-2 (ef . 
oder, falls c = 0,025 ist, i <.0,0050 und in Wildbache (torrents rapides), 
fiir die 2 
g 3 (et \ 
Alana 
oder, falls c = 0,025 ist, 17> 0,00614 . 

Im ersten Fall geschehe der Ubergang von der ungleichférmigen zur gleich- 
férmigen Bewegung durch aufeinanderfolgende Wellen gleicher Lange, aber 
stromab abnehmender Héhe, der entgegengesetzte Ubergang. ohne Wellung, 
im zweiten Fall stelle sich die gleichférmige Bewegung stromab allmahlich ein 
und hore plétzlich durch einen Sprung auf. Zwischen diesen beiden GewéAsser- 
gattungen seien die Achen (torrents de pente moderée) gelegen, die sich 
abgetreppt erheben und allmahlich sinken. Mit Bazins Beobachtungen stehe 
diese Rechnung im Einklange. 

5. Gewellte Sohlen. Eine gewellte Sohle hat auch eine Wellung der Spiegel- 
linie zur Folge. Denkt man sich die mittlere Sohlenlinie und die mittlere Spiegel- 
linie gezogen und bezeichnet h, und hf, die Erhebungen iiber diese Linien, so gilt 
nach BoussinEsQ?) fiir den durch diese Sohlengestalt veranlaBten Spiegel 

ed ee g ee oe ee | 

ag® Oy O24) Ax a 7 2a H? dx GH \? 
worin &, = 1,1 gesetzt werden kann und H die mittlere Tiefe, 7,, das Sohlengefalle 
des Laufes bedeutet. Hiernach findet sich fiir c = 40 m}/sec und f = 1,4 


a* hz | ous dake a Bh, 
ae aS Pee 0008 3 05S + 


welche Gleichung fiir einen nach einer Sinuslinie : 
gewellten Boden ebenfalls auf eine Sinuslinie des 
Spiegels fiihrt (Abb. 5). Wenn das mittlere Gefaille ##z 


in solcher Verbindung mit der Wellenlange S, also os 

















3,3 dhy 
died x 











+ 0,0608 | : 






der Entfernung der Wellenscheitel voneinander fA Gere = 
steht, daB i) 
. — Abb. 5. Strémung auf gewellter 
tm = ungefahr aH oy Hie 


1) J. Boussinesg, Mém. prés. par div, sav., Paris Bd. 23, S. 220. 1877; PH. ForcH- 
‘HEIMER, Hydraulik, S. 161. 
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ist, werden die Spiegelwellen so groB wie die Sohlenwellen, und zwar liegen erstere 
Wellen stromab oder stromauf von den letzteren, je nachdem 7, = S?/2 Hee ist. 

Bisher wurde bei glatter Sohle die Wassergeschwindigkeit gleichtérmig 
angenommen. Bei grofer Neigung und geringer Tiefe trifft dies aber nicht zu. 
So sah CurRIsTEN!), als er die kritische Geschwindigkeit bei offenem Spiegel 
ermitteln wollte, daB statt des erwarteten gleichférmigen Abflusses eine inter- 
mittierende Bewegung eintrat, die er spdter in Wildbachschalen von 0,05 bis 
0,15 Neigung wiederfand. Von der Gleichung 


E. 4 U7148 
Ue Ano (92 der aes = aw pore 


ausgehend, findet man bei einer Schnelligkeit w dieser Wellen, welche den Namen 


Wanderwellen’) fiihren, aus h,(@ — U,) = h,(w — U,) die Beziehung 
U2 _ 23 
— Us — ls ? 


Ur* (@ — U,) = US" (@ — U2) oder 


die fir U, = U, +A bei kleinem A in w = 7a U,=1,7U, iibergeht. Hier 


bedeutet U, bzw. U, die Geschwindigkeit an der tiefsten bzw. seichtesten Stelle. 
Zur Entstehung der Wanderwellen tragt der Umstand bei, daB die hdheren 
Wellen rascher als die niedrigeren wandern und sie einholen, worauf die beiden 
Wellen zu einer einzigen verschmelzen. 


III. Mit der Zeit verdinderliche Str6mung. 


6. Mit der Zeit langsam verdnderliche Stromung; Hochwasserlauf. 
Die Gleichungen, welche fiir die Geschwindigkeit der gleichférmigen Stroémung 
in Wasserlaufen aufgestellt worden sind, gelten im allgemeinen noch, wenn es 
sich um den Hochwasserverlauf in ihnen handelt. Hierbei ist namlich die 
Kriimmung der Stromfaden so gering, betragt doch das Gefalle héchstens einige 
Meter auf den Kilometer FluBlange, daB sie den Bewegungsvorgang nicht weiter 
beeinfluBt. Fiir die Schnelligkeit w, mit der ein bestimmter DurchfluB Q, der 
nicht mit dem Wasser selbst zu verwechseln ist, stromab wandert, gilt dann 
nach KLerrz*) 6Q 6Q 
OSs ae @ + er ? 


worin x die Lauflange, ¢ die Zeit bedeutet. Es findet sich, wenn 6 die Spiegel- 
breite, H die gréBte Tiefe des Querschnittes, F die Querschnittsflache, U die 
Geschwindigkeit bedeutet, 

TE GU! 

OY aan 
nach welcher Gleichung die DurchfluBschnelligkeit bei wenig veranderlichem 
Querschnitt F gréBer als die Strémungsgeschwindigkeit U sein mu8. Man kann 
auch aus den drei Gleichungen U,(H + h) — UH = wh, U, =A1(H + h)% 705, 
U =1H°" J}, worin h die Erhebung des Hochwassers iiber den Spiegel des 
im Mittel H tiefen Laufes bedeutet, die weitere w = 1,7U ableiten, wonach der 


1) Tu. CuRIsTEN, Das Gesetz der Translation des Wassers, S. 132. Leipzig 1903. 

oo) a FORCHHEIMER, Wiener Ber. Bad. 112, 2a, S. 1700. 1903; Hydraulik, S.200. Zuerst 
erwahnt von G. Maw, Engineer Bd. 58, S. 294. 1884, II. Man erblickt Wanderwellen auf ge- 
spiilten lotrechten Platten. 

3) Cu. Kierrz, Ann. d. ponts et chaussées (5) Bd. 14, S. 146. 1877, II. Vermutlich 
schon 20 Jahre vorher von Kierrz entdeckt. : 
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Kopf einer Hochwasserwelle mit einer Schnelligkeit fortschreitet, welche gleich 
der 1,7fachen FlieBgeschwindigkeit vor dem Kopfe ist. Freilich fa8t man, 
besonders dort, wo das Uberschwemmungsgebiet von der eigentlichen FluBrinne 
scharf getrennt ist, nur die in letzterer herrschende Geschwindigkeit als Strémungs- 
geschwindigkeit auf und erklart dann, da das Hochwasser langsamer fortschreitet 
als das Wasser selbst, wahrend streng genommen das Gegenteil der Fall ist. 

Wenn der Schwall tiber einen Flu8punkt hinwegzieht, erreicht offenbar 
zuerst das Gefalle seinen GréBtwert; ihm folgen die Scheitelwerte der mittleren 
Geschwindigkeit, des Durchflusses und schlieBlich der Tiefe — also der gréBten 
Spiegelerhebung — nach*). Auch zeigt es sich, daf der Schwall das Bestreben 
hat, dort am schnellsten fortzuschreiten, wo die FlieBgeschwindigkeit am gréBten 
ist. Hierdurch erfahrt bei steigendem Wasser dessen Spiegel — wie schon 
GUGLIELMINI beobachtet hat — eine Wélbung, die recht bedeutend sein kann, 
hat doch GRAEFF?) in der Loire bei 165 m Breite eine Erhebung der Mitte tiber 
die Seiten von 2,4 m ermittelt. Da Hochwasser viel langsamer zu fallen als zu 
steigen pflegen, ist die gegenteilige Erscheinung, das Einsinken des Wassers 
bei Ablauf des Hochwassers, weitaus seltener beobachtet und erwahnt worden. 

Wenn durch das Hochwasser das Spiegelgefalle eine Anderung erfahrt, so 
gilt nach FoRCHHEIMER®) fiir die Abnahme 4Q, welche der Durchflu8 Q aut 
der Strecke Ax erleidet, die Formel 


QAx BOQAx 
AQ= es eS , 
2D. f-aOrv a (22), 





in der b die Spiegelbreite, J das Gefalle, H die mittlere Wassertiefe, 7 den Krium- 
mungshalbmesser der Kurve bedeutet, welche die Zeit zu Abszissen und den 
DurchfluB zu Ordinaten hat. 

7. Mit der Zeit rasch veranderliche Str6mung. Wenn bei der mit der Zeit 
veranderlichen Bewegung die Reibung dieselbe Arbeit erfordert wie bei der 
stationaren Strémung — und das muB8 ja nahezu der Fall sein — so gilt fiir das 
Gefalle nach DE CHEzy bei einem Profilradius R des Gerinnes 


U? t OU? 1 0U 
oe eaumer ye Ox g ot 





oder richtiger, wenn die Geschwindigkeit U = 1 R“J” gesetzt wird, 


J= 








U uae fone 0U 
ie) 2g Ox Feu tals © 


worin ¢ die Zeit bedeutet. 

BoussInEsQ’) hat auch hier wieder Betrachtungen angestellt, die ihn fiir 
breite rechteckige Querschnitte und wenig gekriimmte Wasserfaden bei einer 
Gerinntiefe 4 zur Gleichung 


1,08 0U? ve 1,04 0U p05015, 0 oh 
2g Ox g ot gh ct 





U2 
| key a 


1) Pu. FORCHHEIMER, ZS. d. Osterr. Ing.- u. Archit.-Ver. Bd. 59, S. 330. 1907. 

2) A. GRAEFF, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 21, S. 598. 1875. 

3) Fu. ForcHHEIMER, Hydraulik, S. 212. 

4) J. Boussinesg, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 23, S. 261, 283f. 1877; J. Boussi- 
NESQ, Théorie de 1l’écoulement tourbillonant et tumultueux des liquides, Bd. 2, 5S. 22f.; 
Pu. ForCHHEIMER, Hydraulik, S. 169. 
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fiihrten, worin das letzte Glied vernachlassigbar ist. Bei starkerer Kriimmung 
der Wasserfaden tritt nach ihm im Ausdruck fiir J zu dem der letzt angefithrten 
Gleichung auf der rechten Seite noch 
1,035 h U? ( 2° Oh Li 1 Oh 
32 OR "NU OF OEE” UP Oxor 
additiv hinzu. Fir kleine Anschwellungen auf flieBendem Wasser ohne Be- 
rucksichtigung der Kriimmung der Wasserfaden findet er fiir breite Gerinne 


Oh 2,135 Oh oH — 1,084 U2 Oh 
op y : ai 


1,035 - Oxdt 1,035 On 
oder die Schnelligkeit 























2,135 , 1/4,558 gH 1,084 ; , 

@ = 3070 = Vires aC pute Ris T a os cd = 70,0536 U? + 0,96gH,, 
wonach kleine Anschwellungen nur in Fliissen, nicht aber in Wildbachen stromauf 
zu laufen vermoégen. 

Bei der Ableitung dieser Gleichung hat BoussinEso vorausgesetzt, daB die 
Geschwindigkeit ahnlich wie bei gleichférmigem Strémen verteilt sei. Fallt 
diese Voraussetzung fort, so sei nach ihm, wenn die gréBte Stromgeschwindig- 
keit Umax betragt, 


o= Ut WH + 5/2 +/ U — HEF fee 2 =2(s4 U ee 





2VgH 


2\gH 
Mit derselben Aufgabe hat sich KozENy 
befaBt. Er geht von der Voraussetzung 
7 aus, daB sich Oberflache, Sohle und Ge- 
_ “?=~m-,.) schwindigkeit im selben Punkte treffen 
Abb. 6. Veranderliche Strémung. ‘ (Abb. 6) und findet 


Crh Oh Oh 
oe tovar P + 1)U+ 3 [bU* — eH] =0, 


wobei h die Lage des betreffenden Punktes unter dem Spiegel, U die mittlere 
Geschwindigkeit in der Lotrechten bedeutet. Fiir die Schnelligkeit, mit der sich 
die Ordinaten des Spiegels fortpflanzen, gelte ferner 


oe eee ae 



























Wird (2 24 7 
Magee I 
4 


gesetzt, so zeige sich B = 1+ 37 — 0,866 73. Es ist von einigem Interesse, 
die. Versuchsergebnisse von Bazin mit den Berechnungen von BoussInEsQ?) 
und KoZzeny?) zu vergleichen. Das gibt 


| 











H | U dina @ nach @ nach @ Vv. BAZIN 
Max BoussInes@} KOzuny gemessen 
m | m/sec m/sec m/sec m/sec m/sec 
0,110 3,785 Spe! 6,51 6,39 6,25 
0,150 25744 3,49 oF )e) 4,30 4,32 
ee 0,235 3,481 4,55 5,59 Leys 5375 














NY fs Boussinesg, Théorie de l’écoulement tourbillonant usw. Bd. 2, S.25; Pu. Forcu- 
HEIMER, Hydraulik, S. 168. 


*) J. Kozeny, Wasserfiihrung der Fliisse, S. 68. 
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7 
; Mit der veranderlichen Strémung in einem Bett gleichférmiger Breite bei 
Riicksichtnahme auf die Kriimmung der Stromfaden unter Vernachlassigung 


der Reibung befaBte sich BoussinEsg?) sowie nach ihm FLAMANT?). Es gelten 
die beiden EvuLERschen Gleichungen®) 


ms eee, ie Ou a y 








2 er Se oe ee por ek 
eh ee 2 ( Se Ow Ow eer 
ey ae af thoy tw ar) = lw’ 


in denen # den Druck darstellt und in denen w’ und w’ nach der Zeit genommene 
Differentialquotienten bedeuten. Ferner ist mit Riicksicht auf die Unverander- 


lichkeit des Rauminhaltes 
Ou Ow Oh Ou 
Aa og SOS ay tA a = 0, 


worin H die urspriingliche Tiefe des Flusses und /: die Erhebung der Welle iiber 


den urspriinglichen Spiegel bedeutet. Nach einigen Vereinfachungen folgt aus 
der letzten Gleichung 





oe eT Fics Bt 2 Ph 

hieraus : feat acs aK ihe Rial 
eV epsistt pein Ob H?—2 Bh 

¢ 1Oms i Ti eas 2H ase’ 


und weiter geht in Verbindung mit der ersten EULERschen Gleichung, wenn man 
die mittlere Geschwindigkeit U an Stelle von w bei Vernachlassigung der lotrechten 
Geschwindigkeit setzt, . 

0U 0U Oh H Oh 

a + UG, tho, +3 ax08 
hervor. Nun steht die Schnelligkeit @ jener Ordinate, vor der der Schwall immer 
die gleiche Flache besitzt, in enger Verbindung mit der FlieBgeschwindigkeit 
des Wassers. Es mu8 namlich U(H + h) = @h sein. Die weitere Rechnung 
lehrt dann, da8 hieraus und aus der vorangehenden Gleichung mit hinreichender 
Genauigkeit ‘ ae ah ligt Sipe Dats: 

&=VeH (ttt at+ ep ae) 


hervorgeht. Dieser Ausdruck gilt fiir Wasser, welches urspriinglich in Ruhe war. 
Hatte es bereits eine Geschwindigkeit U5, so gilt statt dessen‘*) 
ee He ae Sere ay 
—Uj=+VeH (1+22+ 5 ap): 

8. Einzelwelle. Aus dem letzten Ausdruck fiir @ geht ohne weiteres die 
Gleichung der Einzelwelle, der onde solitaire von BoussiNeEsgQ, hervor®). 
Es geniigt ja, @ als konstant anzusehen, um eine Welle zu erhalten, die ohne ihre 
Gestalt zu andern, auf einer ebenen wagrechten Kanalflache weitergleitet. Deren 
Gleichung lautet, wenn w die Schnelligkeit dieses Gleitens bedeutet, 

3h | Heh _ BOG 
1 Sas a ah ae = konst. aE: 

1) J. Boussinesq, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 23, S. 348. 1877; Journ. de math. 
(3) Bd. 9, S. 273. 1883. | 

2) A, Framant, Hydraulique. 2. Aufl., S.422. Paris 1900. 

3) Vgl. Kap. 1, Ziff. 8 ds. Bd. des Handb. 

4) J. Boussinesg, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 23, S. 358. 1877 (Gl. 289%). 

5) J. Boussinesg, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 23, S. 380f. 1877. | 











=0 : 





488 Kap. 3. Px. ForCHHEIMER: Wasserstr6mungen, Ziff, 9. 


Der Schwall ist symmetrisch zur Scheitelordinate. Hat diese die GréBe h,, so 
laBt sich die Gleichung auch 


schreiben. Die ganze Langenschnittflache zeigt die GréBe a VBI, und die 


Hohe ihres Schwerpunktes iiber dem urspriinglichen Spiegel findet sich = $/,. 
Die potentielle Energie des Schwalles betragt also 4y V(H h,/3)? und ebenso groB 
findet sich dessen Bewegungsenergie, so daB die Gesamtenergie sich zu 


y V(4Hh,)® bestimmt. 
Auer obigem Ausdruck, welcher vereinfacht fiir die Schnelligkeit die Formel 





on yal +3 f) +0 


liefert, hat DE St. VENANT, von dem sie stammt}), eine zweite abgeleitet, welche 
bei fltichtiger Betrachtung mit ihr in Widerspruch scheint, da nach ihr 


Oi JeH (1 + 2. se + U sein soll. Die Erklarung des Unterschiedes liegt darin, 


daB erstere Gleichung eine einzige héhere Stufe, letztere viele unendlich kleine 
voraussetzt. Nur wo die Welle die Hohe h besitzt, schreitet sie mit der Schnellig- 


keit VeH (1 +o | + U vor, wahrend ihr Fu8, wo h=0O ist, nur die 


Schnelligkeit JgH + U aufweist. (Weiteres iiber Wellen s. Kap. 1, Ziff. 40 
und 42 ff.) 

9. Fullschwall. Die Aufgabe wird verwickelter, wenn es sich um den Fill- 
schwall handelt, namlich um die Zunahme des Durchflusses Q und daher um 
den Anstieg des Wassers in einem langeren Graben. Ihre Lésung?) sei hier nur 
angedeutet. Bezeichnet Q, den Durchflu8 unter dem Schwall, Q den AusfluB 
aus der betrachteten Strecke, R, den Profilradius der Flache unter dem Schwall- 
spiegel, J das urspriingliche Spiegelgefalle, z, die Schwallspiegelhéhen iiber dem 
ursprtinglichen Spiegel, 4 die Glattezahl in der Formel U, = A RY" + (Gefalle)®5, 
F den durchflossenen Querschnitt, 5 dessen Spiegelbreite, beziehit sich ferner 
Fy, bg... Qo, Ro auf das Oberende, F,, b)...Q,, R, auf das Unterende der be- 
trachteten Strecke, so gilt bei Vernachlassigung der Geschwindigkeitshéhen fiir 
die Abszisse der Schwallspiegelhohe z, 


ee, tay tT) (ote —1T) 
sae Cee tVT) (4 + £ + fT) 


oy oy 








wobei /=AFR?"/wy gesetzt ist. Hier ist y die Stufenbreite in halber Stufenhdhe 
welche GroBe wenig veranderlich ist. Ferner bedeutet @ die Schnelligkeit, welche 
in erster Annaherung = U+ygZ, in zweiter — U +Yg(Z + 32) gesetzt werden 
kann, worin Z die mittlere Tiefe der betrachteten Strecke vor Erzeugung des 
Schwalles bedeutet. In obiger Gleichung fiir x, ist dieses (weil willkirlich an- 
genommen) und sind alle GréBen auf der rechten Seite bis auf z, bekannt, so 
da8 man z, bestimmen kann. Mit 2, ist in erster Annaherung der DurchfluB 


ay BARRE DE ST. VENANT, C. R. Bd. 71, S. 186. Paris 1870. 
ee Pin FORCHHEIMER, Wasserschwall und Wassersunk, ‘S. 3f. Leipzig u. Wien 1924. 
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an der Stelle x,, namlich Q, = wyz, + (Q angebbar und somit auch der Unter- 
schied der Geschwindigkeitshéhen 

= (2s Qi 

agli R)? 

worin F, naherungsweise bekannt ist. Naherungsweise weiB man hiermit auch 
2, = 2, + 2,, worauf man die Rechnung mit Q, = wyz, +@Q wiederholt und z, 
genauer bestimmt. Man weif dann, mit welcher Hohe 2, die Stufe an dem 
Punkte x, voriiberzieht sowie deren Anfangshdhe z), aber nicht das Anwachsen 
der Schwallhéhen mit der Zeit. Betragt vy), die mittlere Breite des Schwallkérpers, 
zur Zeit x,/w, so betragt zu dieser Zeit an der Stelle x, die Schwallhéhe z, und 
am Einlaufe z+ 2%, und muB 4p, (% + 2%, + 2,)@ = 2(Q) —Q) sein. Aus 
dieser Gleichung 1aBt sich z), bestimmen, worauf durch z), und 2, der Schwall- 
spiegel zum Zeitpunkte x,/a@ gegeben erscheint. 

10. Stauschwall. Zum Unterschiede vom Fillschwall wandert der Stau- 
schwall stromauf, statt stromab. Er entsteht namlich, wenn man den Abflu& 
aus einem Gerinne vom Querschnitte F von der Menge FU auf FU, verringert. 
Geschieht der Abschlu8 plétzlich, so zeigt sich die Schnelligkeit der Wanderung 
des Staues 





//sF , C=O) 


U + Uy 
Se: 


o= 5 =F 
und die Hdhe der entstehenden Stufe z = (U — U,) F:(U, + w)¥, worin y die 
Stufenbreite in halber Stufenhdhe bedeutet. Bei allmahlichem Abschlu8 
findet sich die Schwallhohe 


a= A{u— vy t4u—vy/e4. 








Von Bedeutung ist es, daf, wenn ein Fiillschwall das Unterende des Gerinnes 
trifft, der entstehende Stauschwall sich auf den Fiillschwallspiegel aufsetzt. 
Das Wasser steigt demnach plétzlich zu gréBerer Héhe empor. Dabei findet 
bei aufrechterhaltener Absperrung und fortdauernder Zustrémung noch eine 
allmahliche Spiegelhebung statt. 

11. Sunk. Bei plétzlicher Hemmung?) eines am Oberende eines Gerinnes 
stattfindenden Einlaufes entsteht ein Absperrsunk, dessen Anschlu8 an den 


/ 


alten Spiegel mit der Schnelligkeit w = U + pS stromab schreitet. Wird 


statt dessen der Ablauf aus einem Gerinne plotzlich gesteigert, so wandert der 
AnschluBpunkt des neuen Spiegels oder des Entnahmesunkes an den alten 


/ 
mit der Schnelligkeit wo = —U +)/ = stromauf. SCHOKLITSCH?) hat fur 


den Fall einer plétzlichen ganzlichen Entfernung der Abschlufschiitze eines 
Gerinnes Sunkoberflachen aufgenommen und ermittelt, daB sie fast gerade 
verlaufen, so daB der entleerte Raum ungefahr ein Dreieck zum Langenschnitt 
hat. Seine Messungen ergaben Q = 0,90 bH VH (worin b die Breite, H die Tiefe 


des Gerinnes), wahrend RiTTER*) Q = 3°; jg-bH VH = 0,93 bH VH_ berechnet 


hatte. 
Fiir Schiitzen, die nicht bis zur Sohle hinabreichen, so daB ein Teil der 


AbschluBwand (in nicht abgeschragter Brettdicke) beim HerausreiBen der 


1) Pu. FORCHHEIMER, Wasserschwall und Wassersunk, S. 32f. Leipzig u. Wien 1924. 
2) A. SCHOKLITSCH, Wiener Ber. Abt. 2a, Bd. 126, S. 1500. 1917. 
8) A. Rirrer, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 36, S. 953. 1892. 
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Schiitze stehen bleibt, nahm ScHoKLitscH’ ebenfalls Messungen vor, die bei 
urspriinglich stehendem Wasser der Formel Q = 1,1 bis 0,9 5H? entsprechen, 
in welcher H die Offnungshdhe bedeutet. 

Der Fortschritt des Punktes, in dem der Sunkspiegel den urspriinglichen 
Spiegel schneidet, erfolgt mit der Schnelligkeit wm = /gH. Da gleichzeitig der 
ErguB von der Offnungshohe abhangt, folgt, daB die Sunklinie, wenn die Offnungs- 
hdhe im Vergleich zur Tiefe des Zulaufgerinnes groB ist, eine schwache 
Kriimmung aufweist und ihre Hohlseite nach oben kehrt; fiir ein geringes Ver- 
haltnis der Uberfallhdhe zur Gerinntiefe muB sie aber nach oben ausgebaucht 
sein, wie dies beim gewéhnlichen Uberfall zutrifft. 

Von Belang ist es ferner, daB, wenn zwei Strecken gleicher Spiegelbreite, 
aber abweichender mittleren Tiefe Z, bzw. Z, aufeinanderfolgen, die Welle bei 
ihrem Ubergang von der einen Strecke in die nachste infolge der Anderung ihrer 
Schnelligkeit ihre Lange nach dem Gesetze J, : 1, = ungefahr /Z,: Z, andert. 
Andererseits geht aus der Unverdnderlichkeit der Energie und des Rauminhalts 
hervor, daB im gleichen Falle die Héhen eines nicht zu hohen Schwalles den 
vierten Wurzeln aus den Wassertiefen verkehrt proportional sindt), Ferner ver- 
halten sich bei gleicher Tiefe, aber ungleichen Spiegelbreiten die Wellenstrecken 
wie die reziproken Breiten. 


_ IV. Strémen bei unstetiger Wandung. 


12. Sohlenstufe, Wehr und Pfeiler. Wenn die Sohle eines Wasserlaufes 
von der Tiefe H eine Stufe von der Hohe s bildet, so gilt nach Ritter?) fiir den 
daselbst entstehenden Wassersprung, mogen Sohle und Spiegel eine nach oben 
oder unten gerichtete Stufe bilden, 


A fos «th —'s 
Fart) e—-Se". 


Hierin bedeutet & die Ankunftsgeschwindigkeitshéhe des Wassers und ist 


aus one k ; 
eae: tetEe-F) : 





gesetzt, worin / die Stufenhdhe des Spiegels bedeutet. Hiernach finden sich 
beispielsweise fiir s = 0,12 (steigende Stufe) nachstehende Zahlenwerte 


eR =) 0.44 0,2 0,5 0,6 
Pe bes 0,112 0,787 0,829 0,628 
0,00486 0,0127 0,121 0,239 


Fir hik < 0,1046 oder > 0,6384 wird H imaginar oder negatiy. Fir s = —0,1k 
(fallende Stufe) zeigt sich fiir 


Ei a Oe 0,2 0,3 0,4 0,5 


0,0027 -0,0116  —0,0287 0,0574. 0,104 
Fir s =—0,12 und —4 statt h zeigt sich fiir 


—hok = 0.103 0,2 0,3 0,4 
ET (0403 1,192 1,665 1,97 


1) G. GREEN, Cambr.-Trans. Bd. 6, S. 457. 1838. 
‘WAS RITTER ZS) deaVier d. Ing. “Bd. 39,.-S: 1349. 1895. 
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_ Gipson?) hat den Fall untersucht, da8 in einem Wasserlauf durch ein Wehr 
ein Stau erzeugt wird (Abb. 7). Dann gilt, wenn U, die Geschwindigkeit und H, 
die Tiefe im ungestauten Laufe und H, die Tiefe unmittelbar oberhalb des Wehrs 


bedeutet, ferner die Sohle zwischen Wehr und Wassersprung den Anstieg d auf- 
weist, die Gleichung 








eo, “ay oS fae 

(Hy, — Hy (AS — BT) + (ma — 3a) a=. 

Bei geringer Sohlenneigung, also vernachlassigbarem d, geht dieser Ausdruck 
ay 4 3 _ : 

in a A, + ~Hi+24H, Uj iiber, welcher Ausdruck trotz seiner 


verschiedenen Form mit dem Rirrers iibereinstimmt. 

Verwickelt sind die Verhaltnisse beim Stau, den Pfeiler, z. B. Brickenpfeiler, 
verursachen, und zwar um so mehr, als der Stau von der Pfeilerform abhangt. 
Wenn der Durchflu8B zwischen zwei Pfeilern 
strémend erfolgt, so gilt nach REHBOCK?) 
bei einer Tiefe 4 des ungestauten Wassers 

4 2 2 
z—(0724+125+ 4045) (1+5)02. 
Hierin bedeutet F den durchflossenen FluBb- 
querschnitt ohne Einbauten in m?, / den im 
ungestauten Flu8B durch die Einbauten aus- 
gefiillten Teil von F in m?, U die mittlere Geschwindigkeit des Wassers im 
Flusse ohne Einbauten in m/sec. 

Wenn die Verbauung eine gewisse GréBe erreicht, findet der AbfluB mit 
FlieBwechsel statt, d. h. es geht das Strémen in SchieBen iiber, welches beim 
Austritt des Wassers unterhalb der Enge zwischen den Pfeilern wieder in Strémen 
iibergeht. Das SchieBen halt dabei noch auf einer gewissen Strecke unterhalb 
der Pfeiler an und das kennzeichnet sich dadurch, daB iiber die ganze FluBbreite 
sich Deckwalzen erstrecken, deren sichtbare Wasserbewegung stromauf gerichtet 
ist, wahrend in der Tiefe in den Walzen und unterhalb derselben das Wasser 
stromab lauft®). 

13. Richtungsanderung. Uber die Erhéhung der Reibung, also des Gefalles, 
die in einem offenen Gewdsser ein Bogen verursacht, legt nur eine Untersuchung 
von BousstnEsQ#) vor, nach welcher ein Bogen vom Halbmesser y das nétige 
Gefalle bei einer Spiegelbreite b und einer gleichmaBigen Tiefe / bei einer Ge- 


schwindigkeit U um 1, /b/r- U?/h vermehrt. Nach LAHMEYER®) wire hierbei 
T, = ungefahr 4 J/U? (worin J das Gefalle), hatte also die. Dimension sec?/m. 
Bei seiner Betrachtung nahm BoussINnEsqQ an, daB eine Vermehrung des Druck- 
verlustes in der gekriimmten Strecke selbst stattfinde. Bei Fliissen ist diese 
Annahme vermutlich zuldssig, in geschlossenen Leitungen hat sie sich jedoch 
als unzureichend herausgestellt. Hier fanden WILLIAMS, HUBBELL und FENKELL'), 








1) A. H. Gipson, Min, Proc. Inst. Civ. Eng. Bd. 197, S. 233. 1914. 
2) Tu. Rengock, Betrachtungen iiber Abflu8, Stau und Walzenbildung bei flieBenden 
Gewdassern. Berlin 1917; TH. Renpock, Zur Frage des Briickenstaues. Zentralbl. f, Bau- 
verwaltung Bd. 39, S. 197. 1919. ’ hire 

3) P. Béss, Berechnung der Wasserspiegellage beim Wechsel des Flie8zustandes, 
Berlin 1919. ; } 
: 4) J. Bousstnesg, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 23,S. 602. 1877; Journ. de math. 
(3) Bd. 4, S. 210. 1883; Pu. ForcnuEimer, Hydraulik, S. 241. : 

5) W. LAHMEYER, Allg. Bau-Ztg. Badst7, 524535 1852. 

8) G.S. WiLLias, C. W.HusBett u. G. H. FENKELL, Transact. Amer. Soc. Civ. Eng. 
Bd. 47, S. 163. 1902; J. R. Freeman, ebenda- Bd. 21, S. 365.. 1889. , 


492 Kap. 3. Px. ForcHHEIMER: Wasserstromungen. Ziff. 14. 


daB der Bogen eine Erhéhung der Wirbelung des Wassers und dadurch eine Wer 
starkung der Rohrreibung lings des Bogens und stromab von ihm bewirkt, 
wie Abb. 8 es angibt. Hierzu sei bemerkt, da der Druckverlust pro Langen- 
einheit Rohr zwar mit der Kriimmung im allgemeinen zunimmt, aber dafiir die 
Bogenlange sich vermindert. Obengenannte 
Versuche fanden seitens BRIGHTMORE?) eine 
Bestatigung, nach welchem bei einem Kriim- 
mungsradius 7 = 4D (wobei D der Rohr- 
durchmesser) der zusatzliche Verlust am 
kleinsten und fir alle Durchmesser fast gleich 
groB sein soll. 

14. Querschnittsanderung. Rohrver- 
engungen, also allmahliche Beschleuni- 
gungen des Wassers, verursachen eine ent- 
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Lrhéhung des Druckverlustes einer Strecke v800 


2 / sprechende Druckverminderung, aber kaum 
einen sonstigen Druckverlust, scheint ja der 

ied Reibungsverlust in sich verengernden Réhren 
ns 76 24 2_-~—«40~—sd«ideiner als in Rohren iiberall gleichen Durch- 
LANGE Gas Terese messers zu sein, so daB er bei der Kiirze 
Abb. 8. Druckverlust in einem der beobachtbaren Strecken kaum in Be- 
Rohrkrimmer, tracht kommt. Wird also in eine Rohrstrecke 


ein Doppeltrichter eingeschaltet, so zeigt 
sich im engen Teile desselben eine starke Druckabnahme, die, wie VENTURI?) 
gezeigt hat, ein Einsaugen von Luft in vorgesehene Lécher des Trichters ver- 
ursachen kann, Ubrigens fand er, daB es mittels eines solchen Doppelkelches 
méglich sei, etwa 11/,mal soviel Wasser aus einem Gefa8 zu schdpfen als mittels 
eines zylindrischen Anschlusses. HERSCHEL’) hat die Druckverminderung in 
solchen VENTURIschen Trichtern (Venturirohren) benutzt, um den DurchfluB 
durch Réhren zu messen. Betragen die Querschnitte des vollen Rohres und des ver- 
engten Teiles F, bzw. F,, so ist bei einem Druckunterschiede # zwischen dem vollen 


Rohr und dem verengten Teile der DurchfluB Q = (F, F,/F? — F3) - 2 gh. Infolge 
der Reibung bleibt nach Versuchen in zahlreichen Wasserleitungen der wahre 
DurchfluB héchstens um 5% hinter dem Q dieser Formel zuriick. Dieses gunstige 
Verhalten des Doppelkelches war vielleicht schon den Rémern bekannt; wenigstens 
driickt sich Sextus JuLIus FRONTINUS beziiglich des Doppelkelches wie folgt 
aus: calix devexus amplius rapit. 

Hier sei auch bemerkt, da8B in sich verengernden Réhren die Reibung nicht 
groBer, sondern kleiner als in geraden Strecken ist — wenigstens stellte Hocn- 
SCHILD*) die Verringerung der Reibung in kleinen glattwandigen Kanalen fest. 
Die gegenteilige Annahme von Cortozis®) und BoussINesoq ist also vermutlich 
unrichtig. 

Rohrerweiterungen geben dadurch zu Druckverlusten AnlaB, daB schneller 
flieBendes Wasser auf langsameres stéBt. Der Arbeitsverlust betragt bei plétz- 
licher Erweiterung nach Borpa®), wenn die gréBere Geschwindigkeit mit U,, 
die kleinere mit U, bezeichnet wird, (U, — U,)?/2g. Hiermit stimmen Versuche 

1) A, W. BRIGHTMORE, Min. Proc. Inst. Civ. Eng. Bd. 169, S. 315. 1907. 

*) G. B. VENTURI, Bull. Soc, philomatique 1797; auch in Gilberts Ann. d. Phys. Bd. 2, 
S. 421, 432. 1799. 

3) C. HERSCHEL, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 17, S. 233. 1887; Bd. 48, S. 136. 1888. 

*) H. Hocuscuirp, Forsch.-Arb. Ing. Heft 114. 1912: ZS. d. Ver. des ings ds asi, 
25 O55, WOKE = 

°) G. Cortorts, Ann. d. ponts et chaussées ASSO tS. at Ae 

6) J. Cw. Borpa, Mém. de I’acad. roy. des sciences. Paris 1766. 





Ziff. 14, Querschnittsanderung,. 


193 
von ape eae ziemlich liberein und auch ARCHER?), dessen Messungen ihn 
ts, 91 
auf 0,997 aoe fihrten, weicht kaum von dieser Gleichung ab, 


Findet ein Ausflu8 aus einem Gefa8 (Abb, 9) durch einen Scheibenring 
mit der Offnung F, und einem anschlieBenden 
Rohr vom Querschnitt F, statt, so betragt der 
Druckverlust im Scheibenring 

ate eae 
2g 2gWF, 


[i =F + t)) 


wobei WEISBACH’) fiir F,:F, = 10 bis 1 den 
Koeffizienten 4“ = 0,62 bis 0,60 fand. 

Findet die Erweiterung allmahlich statt plétz- 
lich statt, so sollte nach BERNoULII der Druck 
um (Uj — U3):2g wachsen, Da er um ¢ U3/2g¢ kleiner als diese Zahl ausfallt, 
spricht ANDRES*) von einem Wirkungsgrad 

Cat a 
2g 2gi° 


welchen er auf Grund von alteren Versuchen von FRANcIs5) nur von dem Winkel, 
den die einander gegeniiberliegenden Erzeugenden einschlieBen, nicht aber von 
deren Lange abhangig fand, z. B. fiir einen 
Spitzenwinkel von 5° zu 0,78 bis 0,81 ermittelte. 




















oder ist 





Abb. 9. AusfluB aus einem 
GefaB. 
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AnpRES fand den Wirkungsgrad unabhangig = 
von der Geschwindigkeit, die er in der Kehle = gous 
von 10 bis 40 m/sec wachsen lieB. Er fand S 
ferner, daB die Rauheit der Oberflache den Wir- ee 
kungsgrad herabsetze, und daB viereckige Quer- Ni 
schnitte einen kleineren Wirkungsgrad als runde 8 
gleicher Gr6Be besitzen. Der Wirkungsgrad wachst = 39” 
nach ihm ferner, wenn man z. B. durch ein %& 
Schraubenblech bewirkt, daB das voranflieBende = Sqgo, 
Wasser an die R6hrenwandung gelangt. So er- 
hielt er 7 =0,99, wahrend sonst in einem rauhen 











Rohr 7 nur = 0,85 sei. 29 30 Tiommn 
HocuscuHiLp®) befaBte sich mit dem Druck- heer ety ul ent 

verlust, der in sich erweiternden rechteckigen Ned ne cn anian 

Kanalchen auftritt. Er konnte annehmen, daB If 10%, IV = Hiweiterang 

der Druckverlust bei Veranderung des Durchflusses II’, III’ = Verengung 

der jeweilig an der betreffenden Stelle herrschen- 

den Geschwindigkeitshéhe U?/2g proportional sei, trug das Verhaltnis des Druck- 

verlustes pro cm Lange zur Geschwindigkeitshéhe als Ordinate, die Kanallange 

als Abszisse auf und erhielt Abb.10. Dabei bildeten die einander gegeniiber- 


JO 70 
Kanallange 


1) K. BANNINGER, ZS, f. d. ges. Turbinenw. Bd. 3, S. 12. 1906. 
) W. H. ArcHER, Trans. Amer. Soc. Civ, Eng. Bd. 76, S. 999. 1913. 
3) J. WetsBacu, Lehrbuch Bd, I, S. 447. 1845. 

4) K, AnpRES, ZS, d. Ver. d. Ing. Bd. 54, S. 1585, 1637. 1910; Forsch,- Arb. Ing. 
Heft 76. 1909. 

5) J. B, Francis, Lowell hydraulic experiments. 4. Aufl., S. 209. Neuyork 1883. 

6) H. Hocuscuitp, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 57, S. 655, 1943; Forsch.-Arb. Ing. 
Heft 114. 1912. 
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liegenden Kanalseiten nachstehende Winkel’ miteinander: J = 0°, JJ = 2°24", 
III = 6° 29’, IV = 12° 16’. In der gleichen Abbildung sind auch als JI’ und IJ 
die Druckverluste bei entgegengesetzter Durchstrémung, also bei Verengerung 
des DurchfluBquerschnittes, eingetragen, welche Druckverluste sich sehr klein, 
namlich geringer als bei den parallelen Wanden der Kurve J zeigten. 
Ahnliche Versuche wurden von KRrONER1) vorgenommen, allerdings mit 
Luft. Sie gaben tiber die Druckverteilung genauen Aufschlu8. Bei einem halben 
Erweiterungswinkel, der zwischen 6 und 12° 
lag, fand keine Riickstrémung statt, wohl 
aber, wenn die Erweiterung bedeutender war. 
Die Strémungsbilder (Abb. 11) zeigten durch- 
aus keine Einheitlichkeit, und jede neue Ver- 
suchsreihe gab ein anderes Bild und daher 
auch andere Widerstandszahlen. Die Druck- 
verluste zeigten die Eigentimlichkeit, daB 
sie manchmal bei héherer Geschwindigkeit 
einer kleineren Widerstandszahl entsprachen 
als bei niedriger. Die Ubergangskurven 
fielen in diesem Falle »bei Ubergang von 
““niedrigerer zu héherer und von héherer zu 
niedrigerer Geschwindigkeit nicht zusammen, 
sondern es zeigte das Gesetz ein gewisses 
Beharrungsvermégen. 

Bisher wurde angenommen, da8 der 
ganze Vorgang sich hydraulisch abspielt, das 
-——_.- war aber bei den Versuchen von A. FLIEG- 

Abb. 11. Luftstrémung durch eine NER®) nicht mehr der Fall. Derselbe lieB 
Rohrverengung. Wasser aus einem Messingrohr von 10 mm 
in ein Glasrohr von 17,5 mm Durchmesser 
treten. Bei gentigender Drucksteigerung entstand ein aus schneeweiBen Wirbeln 
gebildeter Kérper, welcher bei weiterer Drucksteigerung plétzlich vorriickte und 
sich schlieBlich vom Glase trennte, so daB die Rohrerweiterung dann ihre 
Wirksamkeit verlor. Der Vorgang war nicht mehr ein rein hydraulischer, da 
von der Miindung des Messingrohres an der Druck im Glasrohr auf einen Bruch- 
teil des atmospharischen sank und eine Schicht mit noch geringerem Druck den 
inneren Strahl umgab. Mit den Beobachtungen FLIEGNERS stehen die von Hocu- 
SCHILD im Einklange. Solange der Druck nirgends den Luftdruck unterschritt, 
bewirkte namlich eine Anderung des Anfangsdruckes, eine gleich groBe Er- 
héhung oder Erniedrigung sémtlicher Drucke, wahrend, wenn an der engsten 
Stelle der Druck unter den atmospharischen sank, die Drucke im erweiterten Teile 
wesentlich abnahmen. 





V. AusfluB und Uberfall. 


15. Ausflu8 durch Offnungen. Theoretisch’) scheint es auf den ersten 
Blick, da8 die Geschwindigkeit beim AusfluB des Wassers aus einer Offnung 
vom Querschnitt fF, die sich in der Tiefe # unter dem Spiegel befindet, nahezu 
die GréBe J2gh und daher die AusfluBmenge in der Zeiteinheit ungefahr die 
GréBe F/2gh haben miiBte. Dies ist aber nicht der Fall, nicht nur, weil die 


1) R. Kroner, Forsch.-Arb. Ing. Heft 222. 1920. 
*) A. FiirGner, Civilingenieur (2) 21, Sp. 97. 1875. *) Vel. Kap. 4) Zitt.43) 


Ziff. 45. Ausflu8 durch Offnungen. 195 
Geschwindigkeit infolge der Reibung kleiner als /2gh ist, sondern auch weil der 
Strahlquerschnitt bei scharfrandiger Offnung wesentlich geringer als F ausfallt. 
Wird die Geschwindigkeit = p/2gh und der Strahlquerschnitt = yF gesetzt, 
so zeigt sich der Ausflu8 = myFy2gh, also der AusfluBkoeffizient als Produkt 
des Geschwindigkeitskoeffizienten » und des Kontraktionskoeffizienten y. Der 
Geschwindigkeitskoeffizient wird wesentlich durch die Reibung des Wassers 
erzeugt, die sehr gering ist und nur wahrend eines kurzen Weges auftritt. Zu 
der Wirkung der Reibung tritt der durch den Kontraktionskoeffizienten oder die 
Einschniirungsziffer zum Ausdruck gelangende Umstand hinzu, daB die Wasser- 
faden konvergiert austreten, wodurch im Strahlinnern ein Gegendruck entsteht, 
der die Ausflu8geschwindigkeit verringert2). 

Hiermit im Einklange fand WetsBacu?) fiir wagrechte kreisrunde Offnungen 
von 1cm Durchmesser bei guter Abrundung, also aufgehobener Einschniirung, 
fiir h = 0,02 bis 103 m den Koeffizienten » = 0,959 bis 0,904. Uberraschender 
ist das Ergebnis von Versuchen von Bazin), nach welchen bei wagrechter ab- 
gerundeter Offnung im Ansatz: Geschwindigkeit = mY2g(h + 2), worin h +z 
die Tiefe unter dem Spiegel bedeutet, gm in einiger Entfernung von der Offnung 
ein Maximum aufwies, das um einige Tausendstel kleiner als 1 war, und bei lot- 
rechter Offnung gw je nach Druckhéhe /# und Form sogar 1,03 oder 1,04 erreichen 
konnte. Dies erklart sich dadurch, daB stellenweise im Strahl der Druck unter 
den auBeren Luftdruck sinkt. 

Da bei ErguB in freie Luft die Geschwindigkeit des fallenden Wassers bei 
dessen Fall standig zunimmt, bis der Strahl sich infolge der Oberflachenspannung 
vollstandig in Tropfen auflést, ist eine eigentliche Einschniirungsziffer (Kon- 
traktionskoeffizient) nicht vorhanden. Man kann nur den Querschnitt als den 
verengten betrachten, der in der Nahe der Ausstr6mungséffnung da gelegen ist, 
wo sich der Strahl nur mehr wenig verjiingt. BAzin‘*) hat beispielsweise fiir eine 
wagrechte, in der Tiefe von 1m unter dem Spiegel gelegene, kreisrunde Offnung 
von 0,1 m Durchmesser gefunden, da8 in‘der Tiefe von 0,58 bis 5,9 m unter dem 
GefaBboden der Strahlquerschnitt sich auf 0,60 bis 0,49 des Offnungsquerschnittes 
verminderte. Die altere Technik brachte der Einschniirungsziffer groBes Interesse 
entgegen und so liegen Messungen iiber seine Gré8e bei Ausflu8 aus lotrechter 
Wand von B. A. MicuEetott1, Bossut, Burr, WEISBACH, HACHETTE, HAMIL- 
TON SMITH jun., T. G. ELLis u. a. vor®). 


Bisher wurde stillschweigend angenommen, daB die Geschwindigkeit in 
allen Punkten einer Offnung gleich gro8 sei. Bei lotrechten Offnungen, die sich 
nahe am Spiegel des AusfluB8gefaBes befinden, ist diese Annahme aber nicht mehr 
zulassig. Die Geschwindigkeit muB in diesem Falle in der Nahe des. Spiegels 
merklich kleiner als in tiefer gelegenen Punkten sein. Man hat dann bei kreis- 
runder Offnung vom Halbmesser 7 und einer Tiefe # der Offnungsmitte unter 
der Oberflache in dinner Wand 








2 _ ree 
= e015 jr — tom et 2) RTP EM 


1) Den Druckverlust bei Miindung eines Rohres in ein anderes untersuchte A. H. GIBSON, 
Trans. Edinbg. Roy. Soc. Bd. 48, S. 799. 1913. : 
) J. Wetspacu, Zivilingenieur (Qa 5, S287 1559; 
3) H. Bazin, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 32, Nr. 4, S. 31, 38, 40, 44.'.1902. 
4) H. bazin, Mém. prés. par div. sav., Paris Bd. 32, Nr. 4, S. 42, 17. 1902. © 

5) Siehe Pu. FORCHHEIMER, Hydraulik, S.254; auch nach MERRIMAN, Treatise on 
Hydraulics. 10. Aufl. 1916; Bitton, Proc. Victor. Inst. Eng., Australia. 1908; STRICK- 
LAND, Trans. Canad. Soc. Civ. Eng. Bd. 23, S. 198. 1909. : 
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worin Hamitton Smiru jun.) nachstehende Werte von 1000 py angibt: 





Tiefe des 


Mittel- Offnungsdurchmesser 
punktes 
unter dem 
Spiegel cm 3 




















Die aus dieser Tabelle hervorgehende Abnahme der AusfluBziffer my mit 
wachsender OffnungsgréBe ist um so auffallender, als die Oberflachenspannung 
bei kleiner Offnung von mehr Belang als bei groBer Offnung ist. Fiir 16° C be- 
trigt sie etwa 0,0746 g/cm = 73 Dyn/cm und ruft langs der Strahllange von 
4 cm eine Pressung von 0,149:d (worin d der Offnungsdurchmesser in cm) her- 
vor, wonach statt der Druckhéhe f/ eine Druckhdéhe h — 0,149:yd (in cm) 
in die AusfluBformel einzusetzen ware, worin y das Eigengewicht des Wassers 
bezeichnet. 

HamILTON SMITH jun. hat auch eine Zahlentafel fiir quadratische Offnungen 
aufgestellt, welche sich auf die Formel Q = yy: 22g (hg —,) (K3? — hi”) 
bezieht; in ihr bedeuten /, und fh, die Abstande der wagrechten Quadratseiten 
vom Spiegel und schwankt fiir ahnliche Mittelpunktstiefen wie oben beim Kreis 
1000 my zwischen 656 und 600. 

16. Ausflu8 durch Ansatzréhren. Alter als die genannten Versuche sind 
die von PONCELET und LEsBRos?) begonnenen, von letzterem allein fortgesetzten 
zahlreichen Messungen, bei welchen der aus der Offnung austretende Strahl 
durch Fithrungsflachen auf der Innen-, also der ZufluBseite, verstarkt wurde, 
eine Verstarkung, die dadurch eintrat, daB hier die Einzwangung vermieden 
worden war. 

Hier seien auch die Strahlréhren der Feuerwehren erwahnt, mit denen 
FREEMAN®) zahlreiche Versuche vornahm. Er fand den auf den Endquerschnitt 
bezogenen AusfluSkoeffizienten = 0,971 bis 0,986 und wies die Schadlichkeit 
innerer Vorspriinge nach. 

Auch sei erwahnt, da8 WerIsBAcH*) und HAMILTON SMITH jun.®) Versuche 
mit Quecksilber und Ol angestellt haben, nach welchen Quecksilber gw = 0,64 
bis 0,59 aufwies, wahrend Schmierédl trotz seiner groBen Zahigkeit py = un- 
gefahr 0,77 ergab. 

La8t man den Ausflu8 statt in die freie Luft in Wasser erfolgen, so nimmt 
er etwas ab, und zwar nach WEISBACH®) im Verhialtnis 1:0,986. 


1) HAMILTON SMITH JUN., Hydraulics. London u. Neuyork 1886. 

*) J. V. Ponceter u, V, A. Lessros, Mém. prés. par div. say., Paris Bd. 3, S. 469. 1832; 
Bd. 13, S.442f. 1852; s. auch A. SCHNEIDER, VersuchsmaBige Bestimmung der AusfluB- 
zahlen von Ponceletoffnungen., Forsch.-Arb. Ing. Heft 213. 1919; A. H. Gipson, Experi- 
ments on the Coefficient of Discharge under Rectangular Sluice Gates, Min, Proc. Inst. 
Civ. Eng. Bd. 207, S. 427. 1920. 

8) J. R. Freeman, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 21, S. 303. 1889. 

4) J. WeisBacu, Untersuchungen auf dem Gebiete der Mechanik und Hydraulik, S. 80. 
Leipzig 1843. 

5) HaMILTON SMITH JUN,, Hydraulics, S. 62. 1886. 

6) J. WeIsBacH, Untersuchungen auf dem Gebiete der Mechanik und Hydraulik, S. 80 
Leipzig 1843. ; 


Ziff. 17; 18. : Trichterbildung. Der Ausflu8strahl. 197 


Von den iibrigen hierhergehérigen Versuchen und Betrachtungen seien die 
von VENTURI?) besonders genannt. Derselbe wies nach, da8 in einem Ansatzrohr 
Unterdruck herrscht und hier der durchflossene Strahlquerschnitt kleiner als an 
der Ansatzstelle und in der Miindung ist. 

Zahlreich sind die Versuche mit kurzen Ansatzréhren. Mehrere Beobachter 
von MICHELOTTI bis WEISBACH?) stellten fiir Ansatzréhren von der 21/,- bis 
3fachen Lange der Lochdurchmesser den Ausflu8koeffizienten im Mittel zu 
0,815 fest, MAson1%) fiir Stiitzen von 2cm Weite und 7 bis 12 cm Lange zu 0,83 
bis 0,80. Ansatzréhren, deren Seiten konvergierend nach auBen (6 = 0 bis 
180°) vorspringen (Abb. 12), geben groBe, solche, die nach innen gerichtet sind 
(6 = 180 bis 360°) kleine AusfluBziffern. Fiir sie hat ZzEuNER*) die Formel 
py = 0,6385 + 0,2121 cos? d/2 + 0,1065 cos 6/2 aufgestellt, 
wonach fir 6 =0 bis 360° sich my = 0,957 bis 0,523 i. 
herausstellt. 

Fir Ansatzréhren, die nach Innen (statt wie gewéhn- * 
lich nach auBen) vorspringen, hat Borpa5) die Einschnii- 
rung zu 0,5 berechnet; DE MARcuHI®) hat sie zu etwa 0,543, Abb. 12. Ansatzrohr. 
die Geschwindigkeitsziffer zu etwa 0,98 bestimmt; er halt 
es fiir fraglich, ob sich die Einschniirung 0,5 wirklich erreichen laBt. 

17. Trichterbildung. Bei langsamem Ausflu8 durch eine Bodenéffinung 
sinken nach Beobachtung von TuMLrrz’) die Wasserteilchen lotrecht nieder, 
welchen Umstand FORCHHEIMER§) durch die Spannung der Oberflachenhaut er- 
klart. Erfolgt der AusfluB rascher, so entsteht jedoch eine Trichterflache, in 
welcher die Teilchen des Halbmessers y nahezu wagerechte Kreise mit der Ge- 
schwindigkeit “=u 79:7 beschreiben, worin wu, die Geschwindigkeit und 7) den 
Halbmesser des Trichterrandes bedeuten. DaB, wie hieraus bewiesen ist, die 
Geschwindigkeit dem Halbmesser verkehrt proportional ist, hat bereits LIONARDO 
DA VINCI erklart, dann VENTURI®) bestatigt. Fiir die Trichterflache selbst gilt, 
wenn z die Tiefe unter der urspriinglichen Spiegelflache bedeutet, die Gleichung 
uU? — uz = He (3 rai | 

28 28 vl 

18. Der AusfluBstrahl. Mit dem Ausflu8strahl hat sich zuerst MARIOTTE?*) 
beschaftigt, der, wenn h die Druckhdhe, s die Steighdhe bezeichnet, h:s 
=1-+0,0103 sfand. Spater hat FREEMAN) bei einer Mundstiickéffnung vom Durch- 
messer d bei glatter Innenwand des Strahlrohres s = h — 0,000113 4?/d gefunden, 
wobei # die Summe aus dem Druck und der geringen Geschwindigkeitshéhe be- 
deutet. Dabei setzt er voraus, daB fiir Offnungsweiten von 2 bis 3,5 cm die 
Druckhohe h nicht gréBer als 30 bis 50 m sei, und daB Windstille herrsche. Bei 
Wind nehme die Steighdhe und Sprungweite des Strahles sehr ab. Ohne Luft- 
reibung ware die Wurfweite eines Strahles vj} sin2a/g, wobei vg die Anfangs- 





Ji Nee, 


.B. Venturi, Gilberts Ann. d. Physik Bd. 2, S. 421, 432. 1799. 
. WEISBACH, Lehrbuch Bd.I, S. 422. 1845. 
.Masont, Idraulica. 2. Aufl., S. 198. Neapel 1900. 
. ZEUNER, Zivilingenieur (2) Bd. 2, S. 54. 1856. 
.C. Borpa, Mém. l’Acad. Roy. Sc. 1766, S. 599. 
pE Marcut, Ann. dei Lavori Pubblici 1925, H. 8. 
. TUMLIRz, Wiener Ber. Bd. 105 [2a], S. 1024. 1896. 
8) Pu. FoRCHHEIMER, Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften Bd. IV, 2, 
Ss 
ae G. B. Venturt, Essai sur les ouvrage physico-mathématiques de LéonaRDO DA Viner. 
Paris 1797. 
10) E, MariotTe, Traité du mouvement des eaux, 4. Teil, 1. Gesprach. Paris 1686. 
11) T, R. FREEMAN, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 21, S. 373. 1889. 
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geschwindigkeit bezeichnet. Wahrend hiernach fiir « = 45° der Strahl am 
weitesten reichen wiirde, fand FREEMAN z. B. fiir 35 m Druckhdohe den giinstigsten 
Steigewinkel « = 30° bis 34°. | 
19. AusfluB durch Spalte. Wahrend die obenerwahnten Versuche eine 
dreidimensionale Aufgabe zum Vorwurf haben, hat KiRcHHOFF1) das zwei- 
dimensionale Problem des Ausflusses durch einen unendlich langen Spalt rein 
theoretisch behandelt?), Bezeichnet @ das Geschwindigkeitspotential und V die 
Stromfunktion, so muB fiir die Geschwindigkeit nach der x- und y-Richtung 


Cy vO 1 aw 
: Y= aa — Oy Z v= Oy =_—_l iy! 
gelten, folglich 2b Ro ey. ew 
Sat ayo Gat oO 


sein. KiRCHHOFF hat auf Grund dieser Auffassung nachgewiesen, da8 aus einem 
unendlich langen Spalt in unendlich ausgedehnter wagerechter Bodenflache, 
wenn es vermieden wird, daB das Wasser sich durch den Fall beschleunigt, der ur- 
spriingliche Wasserquerschnitt sich auf das m/(2 +2) fache oder auf das 0,611 fache 
verkleinert. Die ausstrémende Menge ist also pro Langeneinheit des Spaltes 
= 0,611.a)2gh, wobei a die Spaltbreite, 4 die Spalttiefenlage unter dem Spiegel 
bezeichnet. Pn 

Wenn das GefaB, aus dem der AusfluB erfolgt, zwar unendlich lang, aber 
nicht unendlich weit ist, sondern es symmetrisch zur Offnung von der Breite 2a 


die Breite 25 besitzt, setzt v. Mises), der den Strahl nach dessen vollzogener Ein- 
a 

Ee 1 ie 
Hier bedeutet w, die Ausstrémungsgeschwindigkeit in der Offnung der Boden- 
flache, w, die Geschwindigkeit am Ende der Einschniirung, also wy:w, das 
Geschwindigkeitsverhaltnis fiir Beginn und Ende der Strémung. Dann gilt bei 
Einfithrung des Hilfswinkels 6 = 2 arctang <2 die Gleichung 7 =1+ = dcotgd : 

z 

womit fiir jedes 6 das zugehérige Verhaltnis y gegeben ist. Das Ergebnis stimmt 
auffallend mit den WEIsBAcHschen Versuchen, wohl deshalb, weil einerseits die 
Reibung bei ihm die AusfluBzahlen verminderte und die Einschniirung auf allen 
vier Seiten stattfand, und weil andererseits dessen Offnungen schwerlich voll- 
kommen scharfkantig waren. Es zeigt sich, wenn fiir a:b =0 die AusfluBzahl 
=41 gesetzt wird, fiir 


Gibe= 0,1 0,2 | 0,3 0,4 | 0,5 


1,006 | 1,026 1,058 1,103 1,160 
1,004 | 1,016 1,04 1,07 les 


schniirung mit zueinander parallelen Grenzflachen verlaufen 14Bt, <2 =p 






P1Y1 > PoWo Mach WEISBACH. . , 
Wy: Wo nach v. Mises 





Fur Trichter (Abb. 13) findet v. Mises nachstehende Zahlenwerte von yp: 





“a= 45° 0,746 | 0,747 0,749 0,758 | 0,789 
a= 90° 0,641 =| 0,610 |~ 0,632 0,662 0,722 
OAS Sie 0,537 0,555 0,580 0,620 0,698 
& = 180° 0,500 |. 0,528 0,564. 0,612 0,694 


1) G. Kircuuorr, Crelles Journ. Bd. 70, S. 289. 1869, nachdem H. v. HELMHOLTz die 
pepeaeh fiir den Borpaschen Fall in Abhandlgn. d. Berl. Akad. 1868, S. 215. berechnet 
atte. 

2) “Vel. Kap, 4, Ziff 37 ds. Bd. der Handb. ; 

ONE We Miszs, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd: 61, S. 447, 469, 493. 10475 


Ziff, 20. Ausflu8 aus einem nicht vollen Rohr.. 199 

_ Bei einem seitlichen’ Ausflu8 (Abb. 14) fiihrt die isogonale Abbildung auf 
einen von zwei parallelen lotrechten Ebenen eingefaBten Raum, deren eine eine 
Unterbrechung von 2a Héhe besitzt. Wieder ist angenommen, da der AusfluB 





Abb. 13. -AusfluB aus einem Trichter. Abb. 14. Seitlicher AusfluB. 


von zwei parallelen Ebenen begrenzt wird, welche den Winkel 6 mit der lot- 
rechten einschleBen und den Abstand 2a voneinander haben. Es zeigt sich fiir 






0,420 
65°10 


0,319 0,247 
61°25’ 60°24’ 


0,200 


60°04’ 


y= 0,611 0,544 
é= 90° 74°13’ 











Versuche zur Nachpriifung dieses Ergebnisses sind bisher nicht ver6ffentlicht 
worden. ae 

Liegt die Offnung von der Breite a seitlich hart an der einen GefaBwand 
im wagerechten Boden, so schlieBt der austretende Strahl einen Winkel 6 mit 
der Lotrechten ein und es ist, wenn 6 den Abstand der beiden lotrechten GefaB- 
wande voneinander bezeichnet, fiir 
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Liegt die Offnung bei sonst gleichem GefaBbau hart am wagerechten Boden 
in der einen senkrechten GefaBwand, so ist, wenn sie die Héhe a besitzt, fiir 
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SchlieBlich werden im genannten Aufsatze Zahlen fiir vereinigte Boden- und 
Seitendffnungen, also fiir abgeschnittene Bodenkanten, gegeben. 

20. AusfluB aus einem nicht vollen Rohr. Den Ausflu8 aus einem nicht 
vollen Rohr (Abb. 15) behandelt NretsEN!). Bezeichnet F die Querschnitts- 
flache des Rohres, / die des jeweils betrachteten Begrenzungsspiegels des Wassers 


in der Miindung, g den Ausdruck t dz/f, ferner vg die Geschwindigkeit, mit der 
: fo) : ‘ 
das Wasser an der Stelle anlangt, in welcher die Verengung beginnt (also die 


1) J. NrELsEN, Wiener Ber. Bd. 128 [2a], S. 1253. 1919. 
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Geschwindigkeit in der Leitung), z die Erhebung der einzelnen Punkte der Diise 
iiber den Anfangsquerschnitt bezeichnet, so gilt fiir die Geschwindigkeit des 


Wassers 
z 


nae dz Ff dz 
F , t(l+F ¢) i 2g [(h—2)t Ae t(l+F @) F 
V= f é Up 4 Bi) Mee Fo é 


0 
Hiermit ergibt sich die anfangliche Austrittsgeschwindigkeit, indem man die 
Integrale von 0 bis zur Austrittséffnung (z = 2,) nimmt. Diese Gleichung gilt 
sowohl fiir eine sich erweiternde, wie fiir eine sich 
4 verengende Miindung. Sie fihrt fiir {= F, also fiir 


konstantes / auf ae ea g4 als Beschleunigung. 


21. AusfluB durch Ventile. Zahlreiche Versuche 
A iiber Strémung durch Ventile, Ventilwiderstand 
und Ventilbelastung nahm SCHRENK?) vor. Er fand 
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Abb. 15. Ausflu8 aus einem nicht vollen Rohr. Abb. 16. AusfluB aus einem Ventil. 





beispielsweise, daB, wenn ein Tellerventil ohne Ventilgehduse gedffnet wird, 
sich zunachst der Strémungszustand A bildet (Abb. 16), bei dem das Wasser an 
der Scheibe s infolge Unterdruckes haftet. Bei einem ganz bestimmten Hube h, 
springt der Zustand A plétzlich in B iiber. Wird umgekehrt das Ventil, vom 
groBen Hube ausgehend, dem Sitze gendhert, so erfolgt der Ubergang der 
Strémung B in A bei einem Hube h, << h,. Wird mit H die Uberdruckhéhe 
zwischen dem Raum vor und hinter dem Ventil bezeichnet und mit v die wage- 
rechte Geschwindigkeit im Spalt, so fand sich die fiir die Uberwindung der Ventil- 


2 
widerstande aufzuwendende Druckhéhe im Falle A = 0,043 a » im Falle 
2 
‘pe 0,138 57 , wahrend H in beiden Fallen wenig verschieden war, namlich 


0,09 bis 2,05 bzw. 0,08 bis 1,81 m betrug bei einem Ventilhub, der von 0,06 bis 
zu 0,4d (worin d die Lichtweite von 50 mm) gesteigert wurde. 

Zu einem eigentlichen Gesetze ist SCHRENK nicht gelangt, und dies diirfie 
der Grund sein, da8 Eck?) die namliche Aufgabe mathematisch anfaBte, namlich 
die Strémung hydrodynamisch behandelte, wobei er genétigt war, an Stelle 
der runden Ventile unendlich ausgedehnte Spalte und Deckel vorauszusetzen. 

22. Uberfall in voller Breite*). Der Uberfall wurde zuerst vom Markgrafen 
G. PoLENI (1717) behandelt, welcher4) ihn als aus einandergereihten AusfluB- 
éffnungen bestehend auffaBte. Diese Auffassung fihrt jedoch auf zu groBe 
Wassermengen. Es muB8 also eine Ursache vorhanden sein, welche die AusfluB- 








1) E. ScHRENK, Forsch.-Arb. Ings E1272) 1025" 

*) B. Ecx, Abhandign. a. d. aerodyn. Inst. a. d. Techn. Hochsch. Aachen H. 4, S. 1. 1925; 
gekiirzt ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 4, S. 464. 1924. 

3) Uber die theoretische Lésung dieser Aufgabe s. Kap. 1, Ziff. 39, ds. Bd. 

4) G. Potent, De motu aquae mixto. Patavia (Padua) 1717. 
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menge verkleinert. Diese liegt tatsdchlich vor und besteht, wie Bazin durch 
einen Versuch nachgewiesen hat, darin, da8 nur der oberste und der unterste 
Faden der Nappe in die freie Luft springen kann. Dadurch, da8 der unterste 
Faden dabei in einer flacheren Parabel zu springen vorhat als der oberste, ent- 
steht im Innern der Nappe ein Gegendruck, der die Ausflu8menge wesentlich 
verringert. 

Bezeichnet 6 die Uberfallbreite, 4 die Uberfallhéhe und’U die Geschwindig- 
keit im Zulaufgerinne, also die Ankunftsgeschwindigkeit des Wassers, so gilt 
nach WEISBACH?), wenn mandie durch die Reibung noch etwas verstarkte 
Verringerung der Uberfallmenge Q durch den einzigen Koeffi- 
zienten mw ausdrickt, 

2) — U2\8 U?\8 
=F wy2e5 (+ 52) — (az) | 
in welcher Formel Francis?) den Koeffizienten w fiir ein 
Wehr mit scharfer Schneide (Abb. 17), welches Wehr von einer 
Gerinnwand zur entgegengesetzten reicht, zu 0,622 bestimmte. 

Hat ein Wehr eine auf der Oberwasserseite liegende 
scharfe Schneide, tritt die atmospharische Luft nicht nur auf ae Sirah 
die Oberseite, sondern auch auf die Unterseite der Nappe frei een 
zu, und ist der Strahl seitlich nicht eingezwangt, so hat man 
einen stets genau wiederholten Fall, auf den sich auch die Formeln von WEIs- 
BACH und FRANCIS beziehen. Es ist der der freien Nappe (nappe libre) oder ge- 
liifteten Nappe Bazins. Fiir ihn fand der Genannte’) in metrischem MaB 

2 —— 
Q = b[0,405 + 23] [1 + 0,55] hy2eh, 
worin H die Tiefe des Zulaufgerinnes bedeutet, also der Faktor 1 + 0,55 h?/H? 
den Einflu8 der Zulaufgeschwindigkeit ausdriickt. Fir den gleichen Fall fand 
FreEsE‘) auf Grund eigener und fremder Versuche 


R = 5|0,410-+ 2"4) [1 + 0,55 J |hi2eh 








und REHBOCK®) 


0,002 ioe eae 
Q = b[0,406 + 55 Sonal [1 + 0.55 gal AY2E%, 
sowie spater fiir eine Wehrhéhe w 
2 1 h aa 
ane b (0,605 + 1050h —3 + 0,08 =| hy2gh. 


Eine einfachere Formel hat Kine®) gegeben, namlich 
hh? 
Q = 1,779 bh*"[1 + 0,56 Fa 


Ferner hat v. MisEs’) sein beim AusfluB besprochenes Verfahren auch beim 
Uberfall angewendet und die beiden Formeln Q = yb hy2gh = yw, bwy2gw auf- 


1) J. WeisBacu, HiilBes Maschinenenzyklopadie, S. 478. Leipzig 1841. 

2) J.B. Francis, Lowell hydraulic experiments. 4. Aufl. 1883; auch Trans. Amer. 
Soc. Civ. Eup. Bd: 13, S..303: é ; 

3) H. Bazin, Expériences nouvelles sur l’écoulement par déversoir. Paris 1898; An- 
nales de ponts et chaussées (6) Bd. 16, S. 446. 1888 IT. 

4) F. Frese, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 44, S. 1345. 1890. 

5) Tu. REHBOCK, Festschrift zur Feier usw., herausg. v. d. GroBherzogl. Techn. Hoch- 
schule Fridericiana. Karlsruhe 1900; Verh. d. Ges. d. Naturf. u. Arzte, 83, 1911; S. 140. 1912. 

6) H. W. KING u. Cu. O. WisLER, Hydraulics, S. 117. Neuyork 1922. 

7) R.v. Mises, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 61, S. 496. 1917. Genauer: A. Lauck, ZS. £: 
angew. Math, u. Mech. Beaescou it O25. 
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gestellt, in denen wie bisher # die Uberfallhéhe, w die Wehrhohe bezeichnet und 
fiir die er nachstehende Werte als zutreffend ermittelte: 
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Wenn nicht dafiir gesorgt ist, daB die Luft in den Raum unter der Nappe 
einzutreten vermag, so kann, wie BorLEAu4) bemerkt hat, zwischen ihr und dem 
Wehr eine Luftverdiinnung stattfinden (Abb. 18). Die iiberfallende Wasser- 
menge ist in diesem Falle, dem der gedriickten Nappe, 
groBer als friiher, allein der bloBe Anblick wiirde das 
Gegenteil glauben machen, weil die Sprungweite kleiner 
ist als vorher. REHBOCK erwahnt auch das Gegen- 
stiick dieses Falles, namlich die gehobene Nappe. Sie 
entsteht, wenn man den ZufluB der freien Nappe rasch 
Abb. 18, Grundri8’der verringert und zugleich das Entweichen der Luft ver- 
angeschmiegten Nappe. hindert. Bei einer Uberfallhdhe h=0,4w kann die 

bai unterfillte Nappe entstehen, welche bei freiem FuB 
mehr Wasser iiberfallen 1aBt als die freie von gleicher Uberfallhéhe. Das Wasser 
steigt in diesem Falle erst in einiger Entfernung vom Wehr auf seine endgiiltige 
Hohe an. Liegt der Unterwasserspiegel hoch, so findet der Wiederanstieg des 
Spiegels in der Wehrnahe statt. Ein Teil des iiberfallenden Wassers wird dann 
von Wirbeln bedeckt, und seine Menge Q, verhalt sich zur Menge Q bei freiem 
Uberfall und gleicher Hohe derart, daB bei gleicher Bedeutung von f# und w 
wie bisher | 


“00 = 1,06 + 0,16(4¢ — 0,05)" — 0,02(4" — 0,05) © 





ist. Hier bedeutet h, die Tiefe des Unterwasserspiegels unter der Wehrkrone 
und sind Unterwassersohle und Oberwassersohle in gleicher Hohe gedacht?). 
Ist das das Wehr bildende Brett nicht zu diinn, so kann schlieBlich das Wasser 
am Wehr haften bleiben. Ein solcher Uberfall liefert bis zu 0,3 Q mehr Wasser 
als der freie gleicher Héhe. Auch kann das Nappenhaupt mit Luft erfiillt sein. 

23. Uberfall mit Seiteneinzwangung. Wenn das Wehr, also die Wehr- 
éffnung, schmaler als der Zulaufgraben ist, so zieht sich die Nappe infolge der 
seitlichen Wasserzustrémung etwas zusammen. FRANcIS hat dem Rechnung 
getragen, indem er bei ein- bzw. beidseitiger Zusammenziehung b — 0,1 h bzw. 
6 — 0,2h an Stelle von 6 in die Formeln setzt. Richtiger ist es mit FRESE3) 
bei einer Breite B des Zulaufgerinnes und einer Wassertiefe H, in ihm 


, 





2 
Ep + 0,02 i 


zu schreiben. Ferner fand Héciy4) hierfiir die Formel 


Je 0,017 0,075 b? 0,0375_ \ h?]2 Pee 
Q= [05755 + on as AA j a acinus po 


| we a sutated 
Q=|0,405 — 0,030 2 =? 4 o7t| [4 + 0,55 2 | bh) 2gR. 





1) P. BorLeau, Traité de la mesure .des eaux courantes. Paris 1854. 

2) Mit dem unvollkommenen Uberfall befaBten sich auch FTELEY u. STEARNS, Trans. 
oe ay Civ. Eng. Bd. 12,.S. 103. 1883, besprochen von C. HERSCHEL, ebenda Bd. 14) 
“+. 3) F, Frese,:ZS. d. Ver; du Ing. Bd. 44,5) 1345, 4800. - ae 

4) V.M. Héety, C. R. Bd. 165, S. 105. 1017. PE 
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Auch anders geformte Wehre als die geraden sind bereits untersucht worden, 
so haben Versuche?) an der Universitat Michigan fiir’ dreieckige, rechtwinklige 
Wehroffnungen die Formel Q = 1,342 /?47 ergeben. CrpoLeTt12) wollte Wehre 
in trapezformigen Gerinnen herstellen (Abb. 19), welche fiir alle Wasserstande 
denselben Koeffizienten erfordern sollten. Er glaubte dies mit einem Wehr 
erreicht zu haben, dessen beiden Seiten unter der Neigung 1 wagrecht auf 4 lot- 
recht aufsteigen, und setzte fiir dasselbe Q = 1,86 Dh. Versuche von ConE 
haben jedoch gezeigt, daB bei niedriger Ankunftsgeschwindigkeit die Formel 
fiir Wassermengen von etwa 20 1/sek und 
mehr zu hohe Werte von Q liefert. 94 

24. Wirkliche Wehrformen. Bisher a4 
wurden die Abfliisse fir Wehre mit 
scharfer Kante, also fiir Me8wehre, an- 

_ gegeben. Solche waren zum dauernden 

aes ae Wasseraufstau fiir Kraftwerke.u. dgl. 
nicht genug fest. Man wendet dann 

héchst verschiedene Formen an, fiir welche Bazin), RAFTER*) und Horton) 
die AbfluBwerte festgestellt haben. Letzterer hat beispielsweise fiir ein Wehr 


der Form D (Abb. 20) unter Zugrundelegung der Formel Q = konst b(n + aa) 
fiir die Konstante nachstehende Werte ermittelt: 





Abb. 20. 
Hortons Wehr. 
































Hohe in engl. FuB.| 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 | 
H6he in Millimeter | 152 | 305 | 320 | 610 | 762 | 914 | 1067:| 12419 | 1374 | 1524 
Konstante 1,816 | 1,816 | 1,833 | 1,855 | 1,877 | 1,899 | 1,921 | 1,949 | 1,999 | 2,054 


25. Unvollkommener Uberfall. Unvollkommen heiSt der Uberfall, wenn 
der Unterwasserspiegel héher als die Wehrkrone liegt. Bezeichnet h, die Hohe 
des Oberwasserspiegels, 4, die des Unterwasserspiegels tiber der Wehrkrone, 
so kann nach Bazin®) zwischen h, — h, = 0,16 bis 0,2 w und h, — h, = 0,3 w, 
worin w die Wehrhdhe bezeichnet, der Abflu8 sowohl wellig (nappe ondulée) 
wie tauchend (nappe noyée en dessous recouverte par le reflux d’aval) erfolgen. 
Bezeichnet Q, den Abflu8 bei freier Nappe fiir eine Uberfallhdhe /,, so gilt nach 
Bazin fir den tatsachlichen AbfluB die Gleichung 


0:0. = 1,05(1+ 22) 45". > 


Wenn fh, — h, = 0,7 w wird, verwandelt sich beim weiteren Wachsen der Fall- 
hohe der Strahl in einen solchen mit freiem FuB8. 

26. Streichwehre. Bei ihnen stiirzt das iberschiissige Wasser eines Ka- 
nales seitlich in das Unterwasser ab und sind etwa zwei Ausfihrungsarten zu 
unterscheiden. ‘ Bei der ersten Ausfiihrungsweise wird der Werkgraben stromab 
derart verkleinert, da8 das in ihm verbleibende Wasser durchweg dieselbe Ge- 
schwindigkeit besitzt; bei der zweiten Bauweise wird der Werkgraben mit ein 
und derselben Breite ausgehoben, wodurch sich die Wassergeschwindigkeit in 








. 1) H. W. Kine u. C. O. WISLER, Hydraulics, S. 123; H. J. F. Gourtey u. B. S. Crimp, 
Min. Proc. Inst. Civ. Eng. Bd. 200, S. 388. 1915. 

2) C. C1poLetti, Canal Villoresi. Mailand 1887. 

3) H. Bazin, Annales des ponts et chaussées (6) Bd. 19, S.9. 1890 1; (7) Bd. 2, S. 445. 
1891 II; Bd. 7, S. 249. 1894 1; Bd. 12, S. 645. 1896 II. 

? G. W. RaFTer, Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 44, S. 266. 1900. 

5) R. E. Horton, U.S. Geological Survey, Paper Bd. 200, S. 88. 1906. Water suppley. 
6) H. Bazin, Expériences nouvelles, S. 99f.; Ann. de ponts et chaussées (7) Bd. 2, S. 445. 
1891 II; Bd. 7, S, 249. 18941; Bd. 8, S. 217. 1898 Il; Tu. REHBOCK, Festschrift, S; 28. 
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ihm stromab vermindert und der Spiegel stromab ansteigen kann1). Bezeich- 
net Q die Wassermenge in der Entfernung * vom Unterende des Streichwehres, 
Q, die im Graben verbleibende Wassermenge, 0, die daselbst verbliebene Breite, 
h die als unveranderlich geltende Wassertiefe, die Rauhigkeit, z die Spiegel- 
héhe tiber der wagerecht auszufiihrenden Streichwehrkrone an der Stelle x, 
Zq die Spiegelhdhe am Streichwehrunterende, « den Uberfallkoeffizienten, So 
gilt bei der erstgenannten Bauweise, d. i. bei gleichbleibender Wassergeschwin- 


digkeit ; is : , 
© Mo: 99 e/a 


Im zweiten Fall lautet statt dessen der entsprechende Ausdruck 
‘ 2 fae NE ewe eas 
ee Oh ae (2 «y2¢) sea 7 
27. GefaBentleerung. Fiir die Entleerung eines GefaBes gilt unter Ver- 
nachladssigung der Wandreibung nach Lorenz?) die Gleichung 
2 





ws — we 


2 
z Ow 
g2— 4) — 4] Sas = [Mas + mee 
1 1 





in der z, und 2, die Tiefen an der Oberfliche und in der AusfluBéffnung unter 
einer angenommenen wagerechten Ebene, w, und w, die daselbst herrschenden 
, 
FY 
Stelle s bezeichnet. Lorenz macht aufmerksam, daB die Entleerung mit 
einer Beschleunigungsperiode beginnt, bis die durch die Gleichung 
Fy 2 

28 (4 — 2) =| + 0) — 1] wf 
bestimmte Héchstgeschwindigkeit erreicht ist. Hierin be- 
zeichnet F, und F, die Querschnittsflache am Spiegel und 
in der Offnung, so daB zwar F,, nicht aber F, wagerecht 
sein muB, und bezeichnet 





Geschwindigkeiten, ¢ die Zeit und w—-ds den’ Druckverlust langs ds an der 








Abb. 21. Entleerung 4 d 
i Pri : 2 5 
: eines Tismas a — Zit Fe PR 
1 
den Widerstandskoeffizienten an der unteren Offnung F,. Die weitere Rechnung 
zeigt, daB, wenn die Offnung F, viel kleiner als der GefaBquerschnitt F ist, also 
fiir alle iiblichen praktischen Falle mit gentigender Genauigkeit die AusfluB- 





geschwindigkeit w, = y 2¢(%— z,) —C¢ Zp Besetat werden kann. Wird in die- 
ws 

Spi 2g 
so geht sie in die Formel TorricELLis w = V2¢ (2 —z,) iiber. 

Anwendungen lassen sich leicht aus letzterer Formel ziehen, so findet sich 

fur die Entleerung eines Prismas (Abb. 21) bei der Bezeichnungsweise neben- 

stehender Abbildung unabhangig von der Primengrundflache die Entleerzeit 


ra 2 [Se 5 yaa]. 


ser Formel der Druckverlust an der AusfluBéffnung, also ¢ vernachlassigt, 


3 2 


1) H. Encets, Forsch.-Arb. Ing. Heft 200/201. 1917; ZS. a. Ver. d. Ing. Bd. 62, 
S. 362, 387, 452 1918; S. 104. 1920. 
*) H. Lorenz, Technische Hydromechanik, S. 168. Miinchen u. Berlin 1940. 
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VI. WasserstoB. 


28. WidderstoB. In Leitungen, in denen das Wasser in Bewegung ist, 
bewirkt eine Verminderung der Bewegung, also z,B, eine Hemmung des Aus- 
flusses, eine Erhdhung des in der Leitung herrschenden Druckes. Bedeutet 
K = 20000 kg/cm = 2.108- kg/m den kubischen Elastizitétsmodul des Was- 
sers, ferner D den Rohrdurchmesser, s die Wandstairke und E den linearen 
Elastizitatsmodul der Rohrwandung, so hat eine Steigerung des Rohrdruckes 


um eine Ausdehnung des Rohres (VergréBerung seines Durchmessers) um die 
Strecke D 


1 
le tazsle 
zur Folge. Hieraus laBt sich ableiten, daB in einem wagerechten Strang bei 
vernachlassigbarem Druckverlust in der Leitung, die durch eine Hemmung des 
Durchflusses (SchluB eines Schiebers) bewirkte Drucksteigerung mit der Schnelligkeit 
4 


een) tied 
-—ViVa D 
PEs 


den Strang durchlauft. Dann folgt aus der weiteren Betrachtung, daB der Druck, 
in Wassersdulenhéhe gemessen, um 





uo uU Pi ghed sin 

fe ie | fk + Es) 
wachst, wo « die Strémungsgeschwindigkeit, y das Eigengewicht des Wassers 
bedeutet. Dabei ist allerdings vorausgesetzt, daB die SchlieBzeit T des Schiebers 
kleiner als die Zeit sei, welche die Welle gebraucht, um vom Schieber bis zum 
Behalter und wieder zuriick zum Schieber zu laufen, also daB T < 2//m sei, 
worin / die langs des Rohres gemessene Entfernung zwischen Schieber und 
Behalter bedeutet4). 

Bezeichnet « den Abstand von der Miindung, yH den langs des wagerecht 
vorausgesetzten Rohres auftretenden Druck und U die im Rohr auftretende 
Geschwindigkeit bei ruhigem Betrieb, y/ und w dieselben GréBen zur Zeit ¢ bei 
einer Stérung des Beharrungszustandes, so gilt nach ALLIEVI?) 


Ou Seon 


Ox w Ot 





und lautet die Lésung 
E & g 25 6 
h—-H=F(t—*)— 71+), «—-u=—% F(e—4)+ 7+ )]. 
Hier bezeichnen F und / Funktionen, deren Form mit den Endbedingungen zu 
ermitteln sind, und wird die Schnelligkeit @ der Druckwelle als konstant voraus- 
gesetzt. Wenn fiir x =/ fiir alle Werte der Zeit ¢ die Druckhéhe # = H werden 


soll, so muB i(e + “| a= FF ( - 2) sein. Dies kann durch entsprechende Wahl 
der Zeit ¢, geschehen, so daB 


flee ee und “f= 


1) A, Rirrer, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 34, S. 196. 1890; Bd. 35, S. 1383. 1891; J.P. FRIZELL, 
Trans. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 39, S.1. 1878; beide fiir feste K6rper. 

2) L. Attievi, Atti d. Soc. d. ingegneri ed architetti Bd. 37. 1903; ebenso Politecnico 
Bd. 51, S. 360, 405; 490. 1903, und Rev, de mécan, Bd, 14, S. 10. 1904. 
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wird. Man hat dann 
paner(—2)—r(+ 2 — 2), 
CoU EP eee 


@ 





oder nach Entwicklung der Funktion # nach der TAyLorschen Reihe und Ver- 
nachlassigung der Glieder vom dritten an 





h=H+2*—*P 9, w=u—28lry—+ri(a], 


@ 


Angenommen werde, daB F’(¢) konstant bleibe, dann muB beim Schieber die 


Geschwindigkeit #) = t /2gh, sein, worin hy die ebenda herrschende Druckhiéhe 
und t den Ausdruck (Schieberéffnung x AusfluBkoeffizient: Rohrquerschnitt) 


bezeichnet. Es folgt du /dt=t'/2gh) und zugleich du,/dt = —2gF'(t), also 
(i) =r a Viol y2 g. Fur die Miindung gilt weiter 





21 i 12 /2he 2 es iA 
ho = H+ —F'() =H+1 a oes oder H? — 2Hhy+ hj = 27 (c')?hg 


2 
he 





d By Gy = 
oder = 270 [1+ ae )*| + 1=0. 
Hier muB t’ = —U/T )2¢H sein, wenn linearer SchieberschluB vorausgesetzt 


wird. Daher gilt?) 
h? No 1 LU \2 ah 
H? —23 [1+ > (45) J+1=0 





oder, wenn man TH =YN setzt, hy, —-H= = ae 7, \ a + N, wobei das 
+ -Zeichen fiir das SchlieBen, das — Zeichen fiir das Offnen gilt2).. Diese 
Formel, die im allgemeinen gut mit der Wirklichkeit stimmt, wird in der Nahe 
der Zeit 2//m ungenau, so daB es zweifelhaft erscheint, ob t und F (é) gleichzeitig 
lineare Funktionen der Zeit sein kénnen. Leichter zu berechnen als nach ALLIEVI 


ist der WasserstoB nach einer Formel von WARREN2), nach der er 
LU 


=5 


(a) 


h= 





betragt, worin T die Zeit ist, die man zum SchlieBen des Schiebers verwendet, 
und die gréBer als 2//w sein mu8. Fiir sehr langsames SchlieBen oder sehr groBe 
Geschwindigkeit wird diese Formel unbrauchbar’). 

Graf SpARRE*) befaBte sich mit dem StoB in einer Leitung, deren Wand- 
starke und Durchmesser wechselt. Sind drei Durchmesser vorhanden, so setzt er, 
Wenn 1, Wy, Ws die drei Schnelligkeiten, und d,, dy, dy die drei Durchmesser sind, 

>, a? os a 


OG a eet = 
@, d’ B W, a2 





1) M. M. WarrEN, Proc. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 40, S.2521f. 1914. Elimination 
der Funktionen F und direkte Beziehung zweier aufeinanderfolgender Drucke: E. BRAUN 
Die Turbine Bd. 6, S. 81. 1909. f 

2) M. M. WARREN, Proc. Amer. Soc. Civ. Eng. Bd. 40, S. 2533. 1914. 
ss, pase. a hone? a eS cheat s. Enzyklopadie d. math. Wissensch. Bd. Ve 

; 5 as ‘ er unrichtige We : i 
eo a eae g ormeln s. auch WARREN, Proc. Amer. Soc. Civ. Eng. 

4) Graf SPARRE, C. R. Bd. 156, S. 152. 1913; Bd. 165, S. 533. 1917. 
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und er erhalt fiir den Schlu8 der mten Periode der hin- und hergehenden StoBwelle, 
wenn U die Geschwindigkeit bei ruhigem Betrieb bedeutet, als StoBdruckhéhe 


oe nay 2S ESt? o(1 + B)V(1 + 4) (1 + A) B 
ee leper at ee a) 


Wenn aber die Leitungsdurchmesser d,, d, und dg einander gleich sind, findet 
er den gréBten StoB 








cos (2” — 1) 


cat Say oe} 
oU ean ae ae 








am Unterende des Rohres 14 bgp . * : ; 
& 
: oy i ttt 
an der Verbindungsstelle der Rohre 1 und 2 hy3 = cee 
g 33 
kot Best) 
an der Verbindungsstelle der Rohre 2 und 3 fy, = oe a 


Bei Verminderung der Wandstarke des oberen Teiles einer Rohrleitung kann 
demnach bei plétzlichem SchluB der WidderstoB auf etwa das 11/,fache von 
wU/g steigen. Bei einheitlicher Wandstarke oder w, = w, = w, = o trifft dies 
allerdings nicht mehr zu, sondern sollte hy, = hy, = hy, = wU/g werden!). 

Durch geschlossene Windkessel kann man nach ALLIEvi?) nur StéBe er- 
maBigen, bei denen die SchlieBdauer T weniger als 2/:w betragt. Der Inhalt 
des Windkessels miisse mindestens 2722 (4 + 10H~1) UpT sein, worin 7 den 
Rohrhalbmesser, H die Druckhéhe, U, die Anfangsgeschwindigkeit in der 
Leitung bedeutet. 

29. Das WasserschloBproblem. Bei der vorstehenden Betrachtung ist der 
durch die Rohrreibung veranlaBte Druckhéhenverlust als vernachlassigbar be- 
trachtet und nicht beriicksichtigt worden. Das ist bei nachstehender Betrachtung 
nicht der Fall. Sie geht davon aus, daB ein Weiher, dessen Oberflache so groB 
ist, daB sein Spiegel sich bei Entnahmen nur unwesentlich senkt, durch einen 
Stollen von lotrechtem Querschnitt 7 
mit einem zylindrischen Wasser- 
schlo8 vom wagerechten Quer- 
schnitt F verbunden ist (Abb. 22). 
Dessen Spiegel liegt bei ruhigem 
Wasser in gleicher Héhe mit dem 
Weiherspiegel, bei bewegtem jedoch 
um 2z niedriger oder hoéher als dieser. 
Bedeutet U die Str6mungsgeschwin- 
digkeit im Stollen, R den Profil- 
radius seines Querschnittes, ¢ die 
Zeit, so ist bei einer Stollenlange / 
unter Vernachlassigung der unwe- 
sentlichen Spiegelanderung im Was- 
serschloB =SE= 
ae dU LF? igs LF dz 


ee a ap OR Appa ay t a ae 





Abb. 22. WasserschloB. 


z 


1) Graf SPARRE hat auBerdem in C. R. verdffentlicht: Uber den Sto8 in Leitungen 
Bd. 160, S. 983. 1915; StoB in 2 Leitungen Bd. 163, S. 559. 1916; StoB in Turbinenleitungen 
Bd. 172, S: 425. 1921; Druckverminderung bei Rohrbruch Bd. 175, S. 333. (1922; Sto8 in 
Pumpenleitungen Bd. 176, S. 935. 1923; ferner Aufsatze iiber Turbinen. Hier ist auch zu 
nennen: C. CAMICHEL, D. Eypoux u. M. Gare, Uber Stérungen, welche Manometer im 
Leitungsdruck bewirken konnen. C. R. Bd. 165, S. 548." 1917. 

2) SchluB seines genannten Aufsatzes. 
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oder Ce eh 1g a) a Ty oak 
dP BR} (Gi) + iR2= 0 
oder, wenn 
, 2eF Bia 
2 Ris Ay = ™M und IF =N 


gesetzt wird, FS eee ee a 
die a ee hes 


Die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung lautet dann 





dz 2n mie 
47 me +1) are 


und, wenn unter # der Héhenunterschied z bei ruhigem Betrieb verstanden wird, 
wie sich zeigen laBt, 











ag 2n _ m(z-h) 
at 24 mat A é ua 


Stellt man sich vor, daB zunachst der gewohnliche Betrieb im Gange ist, bei dem 
sich der WasserschloBspiegel in der Tiefe zz unter dem Weiherspiegel befindet, 
daB dann plétzlich der Betrieb eingestellt und der AbfluB ins Werk gehemmt 
werde, so kennt man m, ” und z; und kann 2z;; berechnen, das ist die Héhe, bis 
zu welcher der WasserschloBspiegel ansteigen wird, Die Lésung?#) obiger Differen- 
tialgleichung gibt naémlich 
mM 2 +1 — eM-*h) — mz, + 4 — ema -h) 
oder 
(mz; + 1) —In(m2; + 1) = (mzy +1) —In(mzq +1) = mh+1. 


Die hier gegebene Gleichung ist die einfachste, geht man aber auf die Wider- 
stande naher ein, die sich der Arbeit des Wassers entgegenstellen, so kommt man 
auf verwickeltere Beziehungen, wie dies VocT?) ausfiihrt. Er bezeichnet den 
Reibungsverlust im Stollen, etwa unter Hinzufiigung der Geschwindigkeitshdhe, 
mit 4y, den Gesamtfall vom Weiherspiegel zum Unterwasserspiegel mit Hy und 


Seuzt 1, = H, (1 ae Dann gilt, wenn w den Wirkungsgrad der Turbinen 
0 


bedeutet, fiir sehr kleine Schwingungen &, = 1 + hee und die- Stabilitatsbe- 


dingung lautet, daB ; we ai 
No 
eae 


£5 SOs 





ho 
Ey ee 
sein mu8, worin e = /{U¢/g Fh gesetzt ist. Hier versteht Voct unter / den Stollen- 
querschnitt, unter / den wagerechten Querschnitt des Wasserschlosses, unter Ue 
die mittlere Wassergeschwindigkeit im Stollen bei Vollast, unter J die mit 
i i urd}: [ { judf|? multiplizierte Stollenlange, wobei u die Wassergeschwindig- 
keit in den einzelnen Punkten des Stollenquerschnittes bedeutet. Er setzt ferner 


/ ees 14+2¢ 
fimo = Ye + (SE Bae Be 


und versteht unter %max den gesuchten gréBten Wert von h/hy, worin h die Tiefen- 
lage des Spiegels im WasserschloB unter dem Spiegel in der Fassung bezeichnet. 








NS PRASIL, Schweiz. Bau-Ztg. Bd. 52, S, 334. 1908; K. PRESSEL, ebenda Bad. 53, 

S.57.1909; F, PrAgiL, Schaulinien verinderlicher Strémung, Wasserkraft Bd. 17, e437 hO22e 

: 2) Fr. Voert, Berechnung und Konstruktion des Wasserschlosses, S. 76, 79, 90, Stutt- 
gart 1923. ; 
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Das ist aber nur der einfachste Fall, und Voct gibt auBerdem Formeln fiir 
wechselnde WasserschloBbreiten, Vorhandensein eines Uberfalles usw. Neben 
diesen und anderen rein rechnenden Methoden 1) gibt es noch einfachere graphische, 
wie solche BRAUN®), SCHOKLITSCH3) und MUHLHOFER‘) aufgestellt haben. 

Wenn die Leitung zu einem Kraftwerk abgesperrt war und sie plotzlich 
gedfinet wird, strémt ihr nicht nur durch den Stollen, sondern auch aus dem 
WasserschloB Wasser zu. Dabei hat das WasserschloB zu verhindern, daB im 
Stollen eine Spiegelsenkung eintritt und Luft in ihn gelangt. Wieder gilt in diesem 
Falle die Arbeitsgleichung 

lie 1 dU 
aregigin. ne gy eo: 


5 








die jetzt auf die Differentialgleichung 
LF @z 








1 he Sg aa PY fait 

e pre [Yo — 25 Ue Gy ta a erage 

fuhrt, in welcher /U, die Wassermenge bedeutet, die nach Ingangsetzung der 

Leitung standig vom Kraftwerk bezogen wird. Fiir den tiefsten Punkt der 
z-Kurven, also fiir zmax, muB dz/dt =O sein, so daB sich 

tv? LF (d*z 

4max = TER ef (Fa) 


findet. Fiir diesen Fall hat ForCcHHEIMER®) die Naherungsgleichung 














cu; ‘i UUg a 
ae 0,178 sete a \/(o.178 ate) e aH Up 





aufgestellt, wahrend Vocr*), wenn der Wasserverbrauch vom Wasserstand 
unabhangig ist, 


Reg eh ve — 0,275 ~n + a. = 0,9| (=) (1 7 | 


findet, worin x,, den Maximalwert des Verhaltnisses 4: /, des positiv nach unten 
gerechneten Wasserstandes im Wasserschlosse # zum Reibungsverlust h, im 
Stollen bei Vollast bedeutet, ferner ¢ =/f/U@/gF he gesetzt ist und den Be- 
lastungsgrad, nach dem Wasserverbrauch gerechnet, bezeichnet. Falls bei ver- 
haltnismaBig geringen Fallhdhen die Wirkung des Wasserstandes auf den Wasser- 
verbrauch zu beriicksichtigen ist, ist zunachst w aus der Formel (1 — / w?)w 
=n(1 — f) zu berechnen, worin /§ = hy:Hy = (Reibungsverlust im Stollen): 
(Héhenunterschied zwischen WasserschloBspiegel und Unterwasserspiegel), dann 


&=€ | Fae)" — 0,45 Bye be a= 


in der fiir x,, angegebenen Formel statt ¢ einzusetzen. 





1) L. Mturuorer, ZS. d. ésterr. Ing.- u. Archit.-Ver. Bd. 76, S. 393, 407. 1924. 

2) E. Braun, Uber Wasserschlo8probleme. ZS. f. d. ges. Turbinenw. Bd. 17, S. 145, 147. 
1920; R. T1LLMaANN in Pu. ForcHHEIMER, GrundriB d. Hydraulik, 2. Aufl., S. 113. 1926. 

8) A. ScHoxiitscu, Spiegelbewegung in Wasserschléssern. Schweiz. Bau-Ztg. Bd. 81, 
S. 129, 146. 1923; A. ScHoxiitscu, Graphische Hydraulik, S. 52. Leipzig u. Berlin 1923; 
A. ScHoxuitscH, Wasserkraft-Jahrbuch, Miinchen 1925/26. S. 214. 

4) L. Muu iyorer, Zeichnerische Bestimmung der Spiegelbewegung in Wasserschlossern. 
Berlin 1924. 

5) Pu. FoRCHHEIMER, Hydraulik, S. 357; Zod Verd. Ing, Bd. 56; 55. 1292) 1912: 
Bd. 57, S. 545. 1913. 

8) F. Voet, Berechnung und Konstruktion usw., S. 48, 56. 
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Eine eigentiimliche Stérung dés Betriebes von Turbinen. kann dadurch ent- 
stehen, da die Regler der Turbinengeschwindigkeit nur verspatet wirken konnen, 
da erst die zu groBe oder zu kleine Geschwindigkeit der Turbine sie in Tatigkeit 
setzt. TuomA!) driickt den Druckverlust in einem Stollen, den er als kreisrund 

; (we : 
voraussetzt, in der von WEISBACH beliebten Form durch ¢ 2 Ip aus, worin /] 
die Stollenlange, D den Stollendurchmesser, U die Wassergeschwindigkeit be- 
deutet. Wird dann weiter mit Q die mittlere oder die fiir den Betrieb vor- 
geschriebene Aufschlagmenge, mit H die Héhe des WasserschloBspiegels tiber 
dem Unterwasserspiegel, mit H der Mittelwert von H, mit z der mittlere Druck- 
hdhenverlust im Stollen, mit f der lichte Stollenquerschnitt, mit / der wage- 
rechte WasserschloBquerschnitt bezeichnet, so entstehen, wie THOMA beweist, 
fiir 











Files ge 2a) Vege ail — 


stets gréBer werdende oder angefachte Schwingungen, und wird fiir 


‘Dif 20 Df = o Df? wie 
F> ra\(1+ 22 — 29] + /[1 + PE a — onl 4 
nach kleiner Stérung der neue Beharrungszustand ohne Schwingung erreicht?). 

30. Wassersto8. Infolge der Turbulenz, die in str6mendem Wasser herrscht, 
ist es nicht gleichgiltig, ob das Wasser in Bewegung und der in ihm tauchende 
oder ganzlich untergetauchte K6érper in Ruhe ist, oder ob das Wasser sich in 
Ruhe und der K6rper in Bewegung befindet. Wieder hiervon verschieden ist 
der Druck eines Strahles gegen eine feste Flache. 

DANIEL BERNOULLI*) war es, der zuerst den letztgenannten Fall richtig 
behandelt hat. Er fand, daB bei dem geraden, wagerechten StoB, bei welchem 
der Strahl senkrecht zu der von ihm getroffenen, lotrechten 
Platte gerichtet ist, der Druck, dem die Platte ausgesetzt 
ist, die GréBe 











U2 
P=AOU= 27 F— 
gvUr 2s, 





hat. Hier bedeutet P den senkrecht zur Platte gerichteten 

Abb. 23. Wasserstrahl Druck, Q die Ausflu8menge in der Zeiteinheit, U die 

senkrecht gegen eine Strémungsgeschwindigkeit im nicht abgelenkten Strahl, 

Platte. F den Strahlquerschnitt. Es ist also der gerade Wasser- 

stoB gleich dem Gewichte einer Wassersdule, die den Strahl- 

querschnitt zur Grundflache und die doppelte Geschwindigkeitshéhe zur 
Hohe hat. 

Bei einer kleinen runden Platte, deren Mittelpunkt in der Strahlachse liegt, 
kann es vorkommen, da8 die Wasserteilchen unter einem Winkel von der Platte 
abflieBen. Betragt der Winkel zwischen der Plattenachse und der AbfluB- 
richtung # (Abb. 23), so gilt nach BERNOULLI 


P= *QU(1 —cosf), 


D. THoma, Beitrage zur Theorie des Wasserschlosses. Dissert. Miinchen 1910. Uber 
Schwingungen in Turbinenleitungen s. H. Lorenz, Lehrbuch der technischen Physik 
ZN Technische Hydromechanik, S. 194. Miinchen u. Berlin 1910. 

?) Ubersicht tber den Hoéchstschwall: F. Sirre, Wasserwirtschaft 1925. 

3) D. BERNOULLI, Commentarii academiae scientiarum imperialis Petropolitanae, Bd. 8 
S.109, 112, 124. Petersburg 1736. : rae 
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worin U wieder die Geschwindigkeit im nicht abgelenkten Strahl bezeichnet. 
Der Strahldruck ist ebenso groB, wenn die Platte nicht eben, sondern gekriimmt 
ist, und dabei ist es méglich, den Strahl selbst zur Umkehr zu veranlassen. Wird 
der Winkei zwischen den Strahlteilen und der urspriinglichen Strahlachse mit py 
bezeichnet, so gilt in diesem Falle 


P= QU(1 + cosf,), 


wonach, wie schon EULER bemerkt hat, das Maximum von P bei volliger Strahl- 
umkehr eintritt. Dieses Maximum erreicht dann die GréBe 


p= gu. 
5 


WEISBACH!) befaBte sich mit einschlagigen Versuchen, aus denen hervor- 

ging, daB die Abflu8geschwindigkeit des Wassers infolge der Reibung  be- 

trachtlich geringer als dessen urspriingliche Geschwindigkeit war. ; 
LaBt man den Strahl eine mit Leisten versehene 

Platte treffen, so kann man seine vollstandige Um- 

kehr bewirken. Dies hat Morost?) getan und so bei ieee 2 

ein- bzw. zweimaliger Umkehr Drucke erhalten, die Soy ee 

sich zum Druck des einfachen Strahles wie 1:1,8:3,2 

verhalten. Trifft der Strahl die Platte unter einem 

Winkel « < 90°, so ist der Normaldruck auf sie 

(Abb. 24) Abb. 24. Wasserstrahl schrag 

‘ y ‘ gegen eine Platte. 
N= = QUsina. 








Dann umgibt den Treffpunkt zwischen Strahlachse und Platte eine Wasser- 
schicht, deren Dicke in der Entfernung @ vom Treffpunkte WITTENBAUER?®) zu 








fae Q sin? « 
~ 2a20U 1+ cos?a — 2cosa cosy N : 
berechnet. Hierin bezeichnet m den Winkel, den die 8g g 
Bewegung eines lings der Plattenebene gleitenden Sy 
Wasserteilchens mit der Projektion der Strahlachse  §; 
auf die Plattenebene einschlieBt. WITTENBAUER be- N 
Re 


rechnet dann weiter‘), wie groB der WasserstoB ist, 
falls man durch einen Leisten den Abflu8 auf einem 
Teil der Platte verhindert, und kommt zu dem _ Abb. 25. Platte mit Leisten. 
Ergebnis, daB dann 


i a 


Pa P : 
ee ae __ Cosa sin (my — wy) siny 4 
age gi a44 2a }1-+ cos?“ —2cosacosy P 
fi 





sein miisse. Hier bedeutet (Abb. 25) y den Winkel zwischen der Neigungslinie 
der Platte und dem langs der Platte gleitenden Strahl, y die Neigung der Leisten- 
normalen gegen die auf der Platte senkrecht zur Plattenneigungslimie gezogene 
Gerade. 


[= 


.GrasHor, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 7, S. 242. 1863. 

.Moros1, Memorie dell’ I. R. Istituto Bd. 1, S. 309. Mailand 1812, 1813. 
. WITTENBAUER, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 46, S. 189. 1901. 

. WITTENBAUER, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 46, S. 197f. 1901. 
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31. Widerstand eingetauchter Korper!). Fiir den Widerstand P, den eine 
reibungslos gedachte Flissigkeit vom Eigengewichte y einem K6rper entgegen- 
setzt, der sich mit der Geschwindigkeit V bewegt, hat bereits NEwron?) den 


Ausdruck ; py 


aufgestellt, in welchem ¢ fiir 4hnliche Vorgange, namlich fiir gleiche Werte von 


V2: VF, ebenfalls den gleichen Wert behadlt. Das Zutreffende dieser Formel 
haben viel spater ENGELS und GEBERS?) nachgewiesen, welche lotrechte Platten 
teils vollstandig unter Wasser tauchten, teils iiber den Spiegel hervorragen lieBen 
und sie so fortbewegten. Sie fanden so z. B. fiir untertauchende Quadrate von 
0,1 m Seitenlange, deren Oberkante sich 0,1 m unter dem Wasserspiegel befand, 
fir V = 0,5 bis 3,5 m/sec den Koeffizienten ¢ = 1,26 bis 1,10 und bei gleicher 
Lange des untergetauchten Quadrates, wenn die Platte iiberdies aus dem Wasser 
emporragte, € = 1,26 bis 1,41. Ubrigens nahm ¢ ab, wenn die Tauchtiefe der 
untergetauchten Quadrate wuchs. Ahnliche Versuche mit 4hnlichem Ergebnis 
nahm MatTruHias*) vor. 

Das Gesetz fiir den Widerstand gegen die Fortbewegung einer Platte im 
Wasser scheint mit dem gegen deren Fortbewegung in Luft ziemlich iiberein- 
zustimmen. So tritt der starkste Druck nicht bei Bewegung der Platte senkrecht 
zu ihrer Richtung, sondern bei schrager Bewegung auf. Hieraus erklirt sich wohl, 
da der Reibungswiderstand, wie ScHOBER®) gemessen hat, iiber der Mitte 
einer ebenen Sohle geringer als zu beiden Seiten derselben ist. 

Wenn die Platte sich in Ruhe befindet und gegen sie eine Strémung statt- 
findet, so ist die zwischen der Platte und dem Wasser wirkende Kraft eroBer 
als im Falle, daB das Wasser in Ruhe ist und die Platte sich bewegt. Das kommt 
daher, da8 dann immer neues Wasser durch die Turbulenz der Stré6mung gegen 
die Platte gefiihrt wird, wahrend bei Bewegung der Platte in ruhigem Wasser 
dieselbe nur giinstig vorbewegte Wasserteile vorfindet. Die betreffenden Zahlen- 
angaben stimmen aber nicht itberein, so fanden die Grafen pu Buat-Nan¢ay®) 
und PAmBouR’) den Widerstand, namlich die Summe aus der Druckerhéhung 


vor der Platte und der Druckverminderung hinter ihr = 1,43 F ae worin F 

den Plattenflacheninhalt und V die Wassergeschwindigkeit bedeutet, wahrend 
2 

Beauroy§) hierfiir 1,12 F = ermittelte. Der Grund dieser starken Abweichung 


liegt vermutlich darin, daB die Turbulenz des Wassers in den beiden betrachteten 
Fallen eine verschiedene war, in einem Falle also mehr Kraft an seitlich bewegte 
Flissigkeit abgegeben werden muBte als im anderen. 

Wenn eine kleine Kugel im Wasser bewegt wird und ihre Geschwindigkeit 
v gering genug ist, so ist ihr Widerstand einfach v proportional®), Es ist namlich 


1) Vgl. hierzu auch Kap. 2, Ziff. 58 ds. Bds. des Handb. 

?) J. Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica 1687, lib. 2, sectio Te 
prop. 32, theor. 26. 

3) H. ENGELS u. FR. GEBERS, Schiffbau Bd. 9, S. 201f., 435f. 1907—1908. 

4) F. Marrutias, Schiffbau Bd. 13, S. 249, 299, 351, 396. 1911. 

5) R. ScHoBER, Versuche iiber den Reibungswiderstand zwischen flieBendem Wasser 
und benetztem Umfang, Dresden-A. 1916. Besprechung: Osterr. Wochenschr. f. d, éffentl. 
Baudienst S. 545. 1917. S. auch FR. AHLBORN, Turbulenz und Geschwindigkeitsverteilung 
in FluBlaufen. Phys. ZS. Bd. Diem oe NA, OPPs. 

8) Graf L. C. pu Buat-Naneay, Principes d’hydraulique. 2. Aufl., Bd. IT, S. 215. 1816. 

”) H. Gaupry, Traité des machines A vapeur Bd.I, S. 70. Paris. 1856. 

8) M. BEauroy, Nautical and hydraulic experiments. By Colonel BEAvFoy, 1834. 

%) Vgl. Kap. 2, Ziff. 16 ds. Bds. des Handb. ; 
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nach STOKEs!) die Endgeschwindigkeit einer kleinen fallenden Kugel vom Halb- 
messer y und vom Eigengewicht y, in einer Fliissigkeit vom Eigengewichte y 


durch pa enn? 





y® gegeben, worin 7 ihre innere Reibungszahl oder Zahigkeit 


Beceniet, Hiernach mu8 das um den Auftrieb verminderte Kugelgewicht 
zn —y)r=6xnrv sein. Wird der Kugelhalbmesser y etwas gréBer, z. B. 
bei Sand in Wasser von 15°C gleich 0,0085 cm gewahlt, so tritt nach ALLEN?) 
ein von ihm durch Versuche nachgewiesener Ubergangszustand ein, bei welchem 


1 2 5 : : 
Ves 51 — 7) (£) (,— =r.) ist, worin 7, den Kugelhalbmesser bedeutet, 


bei dem der Stoxessche Ansatz zu gelten aufhort. 

Bei gréBeren Kugeln wachst der Widerstand, wie SCHOKLITSCH$) aus Ver- 
suchen von THOULET) berechnet, proportional mit v'®!. Die Versuche waren 
bei Bewegung der Kugeln in einer Réhre von etwa 1 cm Durchmesser mit Kugeln 
von 1,7 bis 4,2mm Durchmesser bei Strémungsgeschwindigkeiten von 6 bis 
67 cm/sec vorgenommen worden. Wird die Kugel noch gréBer gewahlt und 


‘ v2 é : 
der Widerstand = € yr 59 angenommen, so ist nach den verschiedenen Forschern 


¢ verschieden groB. So glaubte NeEwtTon5) und spater Graf pu Buat ¢ = 0,5, 
Hutton ¢ = 0,594 und Breauroy ¢ = 0,383. Das 1laBt darauf schlieBen, daB 
der Exponent 2 nicht der richtige und die GefaBweite von Einflu8 ist. Neue 
Versuche waren am Platze. 

Wird abweichend von den bisher angefiihrten Messungen die Kugel z. B. 
durch einen Bindfaden schwebend festgehalten und das Wasser gegen sie stromen 
gelassen, so wachst ¢. So fand in diesem Falle EyTELWeErn®) den Widerstand 


2 
= 0,789 x x? = , also in bewegtem Wasser gréBer, als er in stillem Wasser gewesen 


war. Das Ausweichen des Wassers erfordert in ersterem Falle also mehr Arbeit. 
Aus dem namlichen Grunde erlangt ein fallender Kérper in bewegtem Wasser 
eine geringere Endgeschwindigkeit als in stillem. 

Ganz anderer Art ist unsere Kenntnis vom Widerstand, den untergetauchte 
Prismen erleiden. Hier sind es nicht theoretische Betrachtungen, sondern Ver- 
suche — von ENGELS und GEBERS’) —, die gezeigt haben, daB der Gesamtwider- 
stand eines Prismas von quadratischem Querschnitt zunachst kleiner als der einer 
quadratischen Platte von der GréBe des Prismenquerschnittes ist, und seinen 
kleinsten Wert fiir eine Lange gleich der doppelten Quadratseite hat. Er wachst 
dann mit der Prismenlange und wird dem Plattenwiderstande wieder gleich, 
wenn die Prismenlange etwa gleich der 30fachen Quadratseite wird. 

32. Schiffswiderstand. Von besonderem Belang werden die erwahnten Wider- 
stande, wenn es sich nicht um den von ebenen Platten und von Kugeln, sondern 
um den von Schiffen handelt8). Neben den Formeln von RANKINE, Kirk, 
MIDDENDORF und AFONASSIEF, welche es erméglichen, die erforderlichen indi- 
zierten Pferdestarken der Schiffsmaschine nach den Abmessungen des Schiffes 


1) G. G. Stokes, Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 9. 1850. 

*) H. S. ALten, Phil. Mag. (5) Bd. 50, S. 326. 1900. 

3) A. SCHOKLITSCH, Uber Schleppkraft und Geschiebebewegung, S. 25, 26, 44. Leip- 
zig-Berlin 1914. 

4) J. Twouret, Ann. des mines (8) Bd. 5, S. 512. 1884, I. 

5) J. Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica. 3. Aufl,, 2. Buch; 7..Ab- 
schnitt. London 1726. : ye 

6) J, A. EyTELWEIN, Handbuch der Mechanik. 2. Aufl., S. 244. Leipzig 1823. 

7) H. Encets u. FR. GEBERS, Schiffbau Bd. 9, S. 201, 243f., 435. 1907—1908. 
8) F. V. Meyer, Hittte. 24. Aufl., Bd. II, S. 826. 
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fiir verschiedene Schiffsgeschwindigkeiten zu berechnen, gibt es die Formel von 
Wo. Froupe, die einen Modellschleppversuch voraussetzt. Bei diesem soll der 
Querschnitt der Schlepprinne tiber 100mal, die Breite mehr als 15 mal, die Tiefe 
mehr als 20mal so groB wie die des Modells sein, welches den ins Wasser tauchenden 
Teil des Schiffes in verkleinertem MaBstabe darstellt. Dann wird fiir verschiedene 
Geschwindigkeiten der Reibungswiderstand des Modelles und des Schiffes nach 
der Formel Reibungswiderstand = yOv™} ermittelt, in der y das spezifische 
Gewicht des Wassers (etwa des Seewassers), O die benetzte Oberflache des Modelles 
und auch die des Schiffes in m2, v die Geschwindigkeit von Modell und Schiff 
in m/sec und / sowie m Konstante bedeuten. Hier ist z. B. nach TIDEMANN 
fiir das Modell aus glattem Paraffin und der Modellange 2 bis 6m der Exponent 
m = 1,94, die Konstante / = 0,183 bis 0,152, fiir einen angestrichenen eisernen 
Schiffskérper von der Lange von 20 bis 120 m jedoch m = 1,829 und / = 0,1572 
bis 0,146. Man zieht von dem durch den Schleppversuch ermittelten Gesamt- 
widerstand des Modells den nach der Formel berechneten Reibungswider- 
stand ab und erhaltso den Formwiderstand des Modells. Diesen multipliziert 
man mit %?, wenn « das Verhaltnis der einander entsprechenden Mae von Schiff 
und Modell darstellt, und erhalt nunmehr den Formwiderstand des Schiffes. 
Hierzu addiert man dessen Reibungswiderstand und erhalt auf diese Weise einen 
Gesamtwiderstand. 

_ Diese Methode wurde von GEBERsS!) sehr verbessert. Da das Schiff das 
unmittelbar neben ihm befindliche Wasser mit sich schleppt, entfallt die Reibungs- 
ziffer und gilt fiir das Modell von der Lange /,, das sich mit der sekund- 
lichen Geschwindigkeit U, in Wasser vom Eigengewicht y, bewegt, fiir Ul, > 5 
bis 6 m?/sec die Gleichung 


: 0,875 ; ’ 
Reibungswiderstand = 0,0103 (22) > hedged EA Ram eh Sete 


worin 0,0103 eine unbenannte Zahl ist, 4 die Zahigkeit des Wassers, F, die ein- 
tauchende Oberflache des Modelles (also nicht etwa die einseitig tauchende 
Langsflache) bezeichnet. Kennt man aus der Formel den Reibungswiderstand, 
so folgt aus ihm der Formwiderstand P, des Modelles, der ja mit dem Reibungs- 
widerstand zusammen den gemessenen Gesamtwiderstand geben muB. Aus Pe 
folgt bei einem Langenverhiltnis /,:/, von Schiff und Modell und einem Verhaltnis 
der Eigengewichte des Wassers (z. B. von Seewasser gegen FluBwasser) V4 ie 
der Formwiderstand des Schiffes 


‘ = 1(2)"p 
. 2 \ly at 


Dabei miissen die Geschwindigkeiten ‘von Schiff und Modell im Verhiltnis 
U L . i : f 
TT, = \z zueinander stehen. Zum Formwiderstand des Schiffes kommt dann 
noch dessen Reibungswiderstand, der wieder nach obiger Formel mit hae 
1, und W, (statt y,, Fy, l,, W,) zu rechnen ist. 

Fur den Widerstand, den Schiffe in Kandlen erleiden, ist nicht nur die Form 
des Schiffes, sondern auch die des Kanalquerschnittes maBgebend, so daB dies- 


beziiglich*) eine einheitliche Form des mathematischen Ansatzes nicht gegeben 
werden kann. 





1) FR. GEBERS, Schiffbau Bd. 22, S. 687, 713, 738, 767, 791, 842, 899, 928. 1920—1921. 
) S. als vergleichsweise neueste Ver6ffentlichung H. Krey, Forsch.-Arb. Ing. 
Heft 107, 1911, woselbst weitere Literatur. ; j 


Kapitel 4. 


Tragfliigel und hydraulische Maschinen. 


Von 


A. BETZ, Gottingen. 


Mit 84 Abbildungen. 


I. Einleitung. 


1. Gegenstand und Quellen. Der Gegenstand dieses* Kapitels hat sich 
hauptsachlich aus zwei urspriinglich ganz getrennten Gebieten entwickelt: 


Im Wasserturbinenbau einerseits verwendet man im allgemeinen Einrich- 
tungen mit vielen rdumlich stark zusammengedrangten Leitflachen (Turbinen- 
schaufeln). Die Fliissigkeit ist zwischen diesen Flachen sehr stark gefiihrt, und 
man kann die Strémung angenahert als Vorgang in einem Kanal (Kapitel 3 
ds. Bds.) ansehen. Die moderne Entwicklung des Turbinenbaues ging aber in 
eine Richtung, bei der das Verhaltnis von Schaufellange zu Schaufelabstand 
immer kleiner wurde (extremes Beispiel: Kaplanturbine, Abb. 65 von Ziff. 57), 
so daB die Voraussetzungen, welche der Auffassung als Kanalstr6mung zugrunde 
liegen, vielfach nicht mehr zutreffen. 


Im Flugzeugbau andererseits hat man sich hauptsichlich mit einem ein- 
zelnen Fliigel oder mit einer Verbindung von einer kleinen Anzahl von Fliigeln 
befaBt. Dabei konnte als vereinfachender Umstand vorausgesetzt werden, dab 
die vom Fligel verursachten Stdrungen klein Beceuuber der Blngecschwindie: 
keit sind. 


Eine Aufgabe, welche zwischen diesen beiden Ausgangspunkten liegt, tritt 
in einem wichtigen technischen Gebiet, beim Schraubenpropeller, auf. Deshalb 
ist die Theorie, welche eine Verbindung zwischen deni-Ergebnissen. der Trag- 
fliigeltheorie und der Turbinentheorie schafft, hauptsachlich fiir Propeller aus- 
gearbeitet. Sie laBt sich aber auch auf andere Arten von hydraulischen Maschinen 
ausdehnen. Gegenstand dieses Kapitels ist die Theorie der Tragfliigel und das 
Ubergangsgebiet zur Turbinentheorie. 


Die Literatur iiber diese verhaltnismaBig neuen Gebiete ist zum gréBten 
Teil in Zeitschriften!) verstreut. Dazu kommen, insbesondere als Quellen fir 





1) Zeitschrift fiir Flugtechnik und Motorluftschiffahrt (ZS. f. Flugtechn.); Zeitschrift 
fiir angewandte Mathematik und Mechanik (ZS. f. angew. Math. u. Mech.); Nachrichten 
von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu G6ttingen, Math. ciate Kl. (G6ttinger 
Nachr.). (In Klammern die in den Zitaten benutzte Abkirzung.) 
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Versuchsergebnisse, die regelmaBigen Berichte der aerodynamischen Versuchs- 
anstalten?), 

Uber rein turbinentechnische Gebiete gibt es, dem Alter und der Bedeutung 
dieses Industriezweiges entsprechend, eine umfangreiche Literatur”). Uber den 
eigentlichen Gegenstand dieses Kapitels gibt es dagegen nur verhaltnismaBig 
wenig Literatur in Buchform®), 


II. Begriffe und wesentliche Eigenschaften. 


2. Auftrieb und Widerstand. Wenn man einen Korper in einer ruhenden 
Fliissigkeit bewegt, so erfahrt er eine Kraft P, welche im allgemeinen einen 
stumpfen Winkel mit der Bewegungsrichtung bildet (Abb. 1). Zur Autrecht- 
erhaltung der Bewegung mu8 man Arbeit leisten, indem 
jene Komponente von P, welche der Bewegung entgegen- 
gesetzt ist, iberwunden werden mu8. Man bezeichnet 
diese Komponente, welche fiir den Energieverbrauch 
maBgebend ist, als Widerstand W. Die zur Bewe- 
gungsrichtung senkrechte Komponente, welche keinen 
w Energieverbrauch bedingt, nennt man Auftrieb A. 


Uy 
UY Die letztere Bezeichnung stammt aus der Flugtechnik, 
wo diese Kraftkomponente beim horizontalen Fluge nach 


Abb. 1. Krafte aufeinen oben gerichtet ist. In anderen Anwendungsgebieten ist 
peo tan ee He on weet, dafiir auch die Bezeichnung Quertrieb oder Quer- 
aay a kraft gebrauchlich. 

Ist die Fliissigkeit nicht in Ruhe, so kann man diese Begriffe ohne weiteres ver- 
wenden, wenn die Flissigkeit eine drehungsfreie Parallelstromung, d. i. eine gleich- 
férmige Strémung, ausfiihrt bzw. ausfiihren wiirde, falls der Korper nicht vor- 
handen ware. In diesem Falle tritt an Stelle der absoluten Geschwindigkeit des 
K6rpers seine Geschwindigkeit relativ zur Fliissigkeit. Fiir viele theoretische 
Uberlegungen ist es sogar zweckmaBiger, den Kérper als ruhend und die Fliissig- 
keit dagegen strémend anzunehmen, da der Strémungsvorgang dann stationdr 


A 





*) Technische Berichte. Herausg. von der Flugzeugmeisterei der Inspektion der Flieger- 
truppen (Bd. I bis III) (Techn. Ber. d. Flugzeugm.); Ergebnisse der aerodynamischen Ver- 
suchsanstalt zu G6ttingen, 1. u. 2. Lief. Miinchen: R. Oldenbourg; G. Errret, La résistance 
de Vair et l’aviation. Paris: H. Dunot & E. Pinat 1910; G. E1rFEeL, Nouvelles recherches sur 
la résistance de l’air et l’aviation. Paris: H. Dunot & E. Pinat 1914; G. E1rret, Résumé 
des principaux travaux exécutés pendant la guerre 1915—1918. Paris: Librairie aeronau- 
tique E. Chiron; G. Eirrer, Etudes sur Vhelice aérienne. Paris: Librairie aeronautique 
E. Cytron; Technical report of the advisory committee for aeronautics. London: H. M. 
stationery office; Annual report of the national advisory committee for aeronautics. Washing- 
ton: Government printing office. 

*) Als eines der gebrauchlichsten Lehrbiicher sei erwabnt: R. CAMERER, Vorlesungen 
uber Wasserkraftmaschinen. 2. Aufl. Leipzig: Wilhelm Engelmann 1924. 

3) O. Lit1entHaL, Der Vogelflug als Grundlage der Fliegekunst, 2. Aufl., Munchen: 
R. Oldenbourg 1910; ie W. LANCHESTER, Aerodynamics. London: Archibald Constable 
& Co. 1907 (Deutsche Ubersetzung von C. u. A. RUNGE. Leipzig: B. G. Teubner 1909) ; 
R. v. Mises, Theorie der Wasserrader. Leipzig: B. G. Teubner 1908; F. W. LANCHESTER, The 
aerofoil and the screw propeller. London Inst. of automobile engineers 1915; N. JouKowsk1 
u. S. DRZEwiEcx1, Aérodynamique. Paris: Gauthier-Villars 1916; R. GrammgEt, Die hydrody- 
namischen Grundlagen des Fluges. Braunschweig: Fr. Vieweg & Sohn 1917: W. KUCHARSKY, 
Stromungen einer reibungslosen Flissigkeit bei Rotation fester Koérper. Miinchen: R. Olden- 
bourg 1918; R. Fucus u. L. Hopr, Aerodynamik. Berlin: Rich. Carl Schmidt & Co. 1922; 
A. PrR6xL, Flugtechnik, Grundlagen des Kunstfluges. Miinchen: R, Oldenbourg 1919; 
TH. V. KaARMAN u. T, Levi-Crvita, Vortrage aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik 
(Innsbruck 1922). Berlin: Julius Springer 1924; A. Brerz, Windenergie und ihre Ausnutzung 
durch Windmiihlen. G6ttingen: Vandenhoeck & Ruprecht 1926. 
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ist. Im Falle einer allgemeinen, also nicht gleichformigen Flissigkeitsbewegung 
kann man die Begriffe Auftrieb und Widerstand auch dann noch verwenden, 
wenn der Korper geniigend klein ist, so da8 man die Strémung in der Umgebung 
des KGrpers als gleichf6rmig ansehen kann. Ist auch diese Voraussetzung nicht er- 
fiillt, befinden sich also verschiedene Stellen des Kérpers in verschieden gerichteter 
oder verschieden schneller Str6mung, so kann man unter Umstanden auch dann 
noch den Begriffen Auftrieb und Widerstand einen Sinn geben, indem man sich 
den K6rper in so kleine Stiicke unterteilt denkt, daB fiir jedes Stiick die Strémung 
als hinreichend gleichférmig angesehen werden kann, und die Krafte auf die 
einzelnen Stiicke getrennt betrachtet. Dabei ist jedoch die Stérung der Strémung 
durch die jeweiligen anderen Stiicke zu beriicksichtigen. 

3. Gleitzahl, Definition des Fliigels. Bei hydraulischen Maschinen liegt meist 
die Aufgabe vor, Krafte zwischen festen Kérpern und Fliissigkeiten zu tiber- 
tragen. Da die Widerstandskomponente stets mit Energieverlust verbunden ist, 
so ist es wirtschaftlicher, mit der verlustlosen Auftriebskomponente zu arbeiten 
und die Widerstandskomponente méglichst zu vermeiden. Man verwendet daher 
in solchen Fallen, wo Energieverluste vermieden werden sollen, nach Méglich- 
keit zur Krafteiibertragung solche Kérperformen, bei denen der schadliche 
Widerstand klein ist im Verhaltnis zum niitzlichen Auftrieb. Solche Kérper nennt 
man Fliigel oder Tragfliigel, oder in manchen Anwendungsgebieten auch 
Schaufeln. Das Verhaltnis von Widerstand zu Auftrieb, das die Giite eines 
Fliigels kennzeichnet, heigt Gleitzahl. Diese Bezeichnung riihrt daher, daB 
die Tangente des Winkels, unter dem ein Flugzeug einen Gleitflug ausfihren 
kann, gleich dem Verhaltnis von Widerstand zu Auftrieb ist. 

DaB der Widerstand stets mit Energieverlusten verbunden ist, schlieBt nicht 
aus, da8 man Kraftiibertragungen mittels des Widerstandes trotzdem mit gutem 
Wirkungsgrad ausfiihren kann (Beispiele: unterschlachtiges Wasserrad, Rad- 
propeller bei Schiffen). Meistens bedingen aber diese Konstruktionen bei gleicher 
Leistung gréBere Maschinen als die entsprechenden mit Fligeln arbeitenden 
(Gegenbeispiele : Wasserturbine, Schraubenpropeller). 

Der Umstand, da8 bei Fliigeln der Widerstand klein gegeniiber dem Auf- 
trieb ist, bringt fiir die theoretische Behandlung der Strémungsvorgange am 
Fliigel eine ganz wesentliche Erleichterung mit sich. Da namlich fiir den Str6- 
mungsvorgang, der sich unter der Wirkung der auftretenden Krafte ausbildet, 
der verhaltnismaBig kleine Widerstand nur eine untergeordnete Rolle spielt 
gegeniiber dem erheblich gréBeren Auftrieb, so kann man ohne grofen Fehler 
in sehr vielen Fallen den Einflu8 des Widerstandes ganz vernachlassigen. Da 
aber die Energieverluste nur durch den Widerstand bedingt sind, so erhalt man 
dabei eine verlustlose Strémung, wie sie ideale Flissigkeiten (Kapitel 1 ds. Bds.) 
ausfiihren. Die mathematische Behandlung dieser Strémungen idealer Flissig- 
keiten (Potentialstrémung) ist aber wesentlich einfacher als die Behandlung 
allgemeiner, mit Energieverlusten verbundener Strémungsvorgange. é 

Wenn hier von Energieverlusten die Rede ist, so soll damit eine Uberfiihrung 
in solche Formen kinetischer Energie verstanden sein, die sich nicht mehr zuriick- 
gewinnen lassen (wirbelige Bewegung). Diese Energie verwandelt sich allmahlich 
in Warme. Bei nicht stationdren Bewegungen treten meist auch positive oder 
negative Widerstandskomponenten auf, welche aber zur Vermehrung oder Ver- 
minderung der Energie der allgemeinen Stroémung dienen, also keine Verluste 
im obigen Sinne verursachen. Diese Unterscheidung ist jedoch nicht scharf 
eindeutig. Mit zanehmender Erkenntnis der Strémungsvorgange wird man immer 
mehr mit Widerstand und Energieverlust verkniipfte Vorgange auch als nicht 
stationare Vorgange auffassen und damit der theoretischen Behandlung zugang- 
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lich machen kénnen. Ein Beispiel eines solchen. Widerstandes ist der induzierte 
Widerstand von Fliigeln (Ziff. 29). 

4. Ubliche Bezeichnungen. In der Flugtechnik, wo der Fliigel eine besonders 
wichtige Rolle spielt, sind gewisse Bezeichnungen und Darstellungsweisen iblich 
geworden, welche vielfach auch in die anderen Anwendungsgebiete ubernommen 
wurden. Die gréBte Erstreckung / des Fliigels senkrecht zur Bewegung heiBt 
Spannweite (Abb. 2). Der Querschnitt des Fligels senkrecht zur Spannweite 
wird gewohnlich Fligelprofil genannt. 

Die groBte Erstreckung des Profils ist die Profiltiefe ¢ (auch Fligeltiefe, 
unter Umstinden auch Fliigelbreite genannt; bei Flugzeugen versteht man unter 
Breite jedoch meist die Spannweite). Bei Profilen mit hohler Druckseite pflegt 
man die itber die Héhlung gelegte Berithrungsgerade, die sog. Profilsehne, 


ae Momenten- 
se L At ye 
Da eee 


Abb. 2. Tragfliigel. Abb. 3. Fligelprofil. 





als Bezugslinie zu nehmen und bezeichnet den Winkel dieser Sehne mit der 
Richtung der ungestérten Strémung (Geschwindigkeit im Unendlichen bei 
ruhendem Fliigel bzw. Geschwindigkeit des Fliigels bei ruhender Fliissigkeit) 
als Anstellwinkel « (Abb. 3). Bei Profilen ohne hohle Druckseite muf die 
Bezugsgerade jeweils besonders bezeichnet werden. 

Wenn o die Flissigkeitsdichte, f die Flache der gr68Bten Projektion 
des Fliigels (in der Regel Spannweite mal Fligeltiefe) und v die Geschwindig- 
keit des Fliigels gegeniiber der Flissigkeit bedeuten, so definiert man die dimen- 
sionslosen Beiwerte 








Auftriebsziffer 6g = oe ; (1) 
2 Fy 
2, 

: : W 

Widerstandsziffer c, = : : 42) 
& Fy 
2 

: W (ey 
Gleitzahl Net te (3) 


Um die Lage (den Angriffspunkt) der Kraft festzulegen, gibt man vielfach 
das Moment M derselben um eine bestimmte Achse an. In der Regel wahlt man 
hierzu eine Achse, welche durch einen Punkt der Profilsehne geht, der lotrecht 
zur Sehne unter dem vordersten Punkt des Profiles iegt (Momentenpunkt 
in Abb. 3). Der dimensionslose Beiwert des Moments M ist die 


M 


Momentenziffer c,, = : 
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2; 





(4) 


5. Fligelrader, Leitapparate. Bei hydraulischen Maschinen, welche im 
allgemeinen einen umlaufenden Teil besitzen, sind die Fliigel meist symmetrisch 
zur Drehachse angeordnet. Sie bilden ein Fliigelrad (Schaufelrad). Sitzen 
die Flugel am umlaufenden Teil, so spricht man von einem Laufrad. Vielfach 
ordnet man auch ein feststehendes System von Fliigeln an, um die Zustrémung 
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der Fliissigkeit zum Laufrad in bestimmter Weise zu regeln, oder um die vom 
Laufrad verursachten Stérungen der Strémung wieder zu beseitigen. Ein solches 
feststehendes Fliigelrad nennt man Leitapparat. 
Strémt die Fliissigkeit im wesentlichen in axialer ae as 

Re Pere das Laufrad (axial beaufschlagte 

ader), so fihren die umlaufenden Fliigel relativ 
zur Flissigkeit eine Schraubenbewegung oo Man bs es aS je x 
spricht dann von Schraubenrdadern, z. B. Schrau- A 
benpropellern, Schraubenpumpen. Strémt die / i 
Flissigkeit im wesentlichen in radialer Richtung von 
innen nach auSen oder von auSen nach innen durch 
das Fligelsystem (radial beaufschlagte Rader), so spricht man von Zentrifugal- 


bzw. Zentripetalradern, z. B. Zentrifugalpumpen. Daneben kommen 
aber auch alle Zwischenformen vor. 


Abb. 4. Gerade Fliigelreihe. 


6. Fliigelreihen oder Schaufel- \ 7 
gitter. Ein System von regelmabig 
angeordneten, parallel zueinander ste- ( ~- cea 
henden Fliigeln (Schaufeln) mége F1ii- 
gelreihe oder Schaufelgitter ge- f 


nannt werden. Von Bedeutung sind \ 
hauptsachlich zwei Anordnungen: 

1. Die Fliigel befinden sich in ~~ \_ 
gleichen Abstanden auf einer geraden = 
Linie: Gerade Fliigelreihe, sie hat / 
unendlich viele Fliigel (Abb. 4). 


ee 
Bi tee Wiesel’ befuden’ sich: in mci ) 
es 


< ae 


AS 
a 


gleichem Abstand auf einem Kreise 
verteilt: Kreisférmige Fliigel- 
reihe, die Fligelzahl ist hierbei im 
allgemeinen endlich (Abb. 5). 

Die Fliigelreihen dienen meist als Idealisierung von Fliigelradern, um die 
dort auftretenden Strémungsvorgange in ihren wesentlichen Erscheinungen 
leichter verfolgen zu kénnen. Das kreisférmige Gitter 
kann zum Studium der entsprechenden Vorgange in 
radial beaufschlagten Radern dienen. Das geradlinige 
Gitter wird vielfach als Idealisierung von Schrauben- 
radern benutzt. Man geht dabei von der Uberlegung aus, 
daB in vielen Fallen die radialen Geschwindigkeitskompo- 
nenten in einem solchen Rade sehr klein sind. Man kann 
sich daher in die Fliissigkeit zwei dicht benachbarte 
konaxiale Zylinder gelegt denken (Abb. 6) und die 
zweidimensionale Strémung zwischen diesen beiden Zy- 
lindern unabhangig von den ibrigen Vorgdngen be- 
trachten. Durch Abwicklung dieses zylindrischen Gebietes 


Abb. 5. Kreisférmige Fligelreihe. 





Abb. 6. Zylinderschnitt 
4 : es : durch ein Schraubenrad, 
auf eine Ebene erhalt man eine gerade Fliigelreihe. dessen Abwicklung eine 


7. Einteilung der Fliigelrader. Die duBerliche gerade Fligelreihe er- 


Unterscheidung in axial und radial beaufschlagte Rader eine: 

ist bereits in Ziff.5 erwadhnt. Ein weiteres wesent- 

liches Unterscheidungsmerkmal ist die Richtung der Energietibertragung. Es 
gibt Rader, welche Energie von auBen auf die Flissigkeit ibertragen (Pumpen, 
Propeller) und solche, welche Energie aus der Flissigkeit gewinnen (Turbinen, 
Windmiihlen). Nehmen wir dazu den mehr Auferlichen Einteilungsgrund, 


220 Kap. 4. A. Betz: Tragfligel und hydraulische Maschinen. Ziff. 8. 


ob die Rader von einem Gehaduse umgeben: sind oder nicht, so erhalten wir 
folgende vier Haupttypen von Fliigelradern: 


Energietibergang Mit Gehaduse Ohne Gehause 
Rad — Fliissigkeit. ... Pumpe Propeller 
Flissigkeit->» Rad... . Turbine Windmiihle 





Die angefiihrten vier Maschinenarten sind natiirlich nur 
typische Vertreter ihrer Art, so gehéren z. B. zur Gruppe 
der Pumpen auch die Geblase oder Ventilatoren. 
Bei Turbinen sind sowohl axial wie radial beauf- 
Abb. 7. Freistrahlturbine. schlagte Rader sowie Zwischenformen  gebrauchlich. 
AuBerdem gibt es noch sog. Freistrahlturbinen 

(Abb. 7), die man aber nicht eigentlich zu den Fliigelradern rechnen kann. Bei 
ihnen tritt die Flissigkeit (Wasser) aus einer Diise aus und trifft als freier Strahl 
auf becherférmige Schaufeln, welche an einem Rade befestigt sind. Durch den 
StoB des auftreffenden Strahles!) wird das Rad in Drehung versetzt. Das Rad 
und die nicht gerade arbeitenden Schaufeln laufen in Luft, damit sie wenig 
Widerstand finden. Freistrahlturbinen sind meist extreme Langsamlaufer (Ziff. 5 3). 
Pumpen (Geblase) werden hauptsdchlich als Zentrifugalrader und als 
Schraubenrdader (radiale und axiale Beaufschlagung) ausgefiithrt ; Zwischenformen 
kommen seltener vor. Propeller und Windmiihlen werden fast ausschlieBlich 
als Schraubenrdder, also mit axialer Beaufschlagung, ausgefiihrt. Neben den 
Schraubenpropellern sind auch noch sog. Radpropeller gebrauchlich, welche 
aber nicht den Auftrieb, sondern den Widerstand bewegter Flachen (Schaufeln) 
als Nutzkraft verwenden (Ziff. 3) und deshalb nicht zu den Fligelradern gehéren. 





III. Ebene Vorgdénge beim einzelnen Fliigel. 


8. Zusammenhang zwischen Auftrieb und Stromungsverlauf ; Zirkulation. 
Damit ein Korper eine Auftriebskraft erfahrt, miissen die Driicke iiber die Ober- 
‘flache des Korpers entsprechend verteilt sein. Nehmen wir der einfacheren Ver- 
standigung wegen den Auftrieb nach oben gerichtet an, wahrend die Bewegung 
wagerecht stattfinden soll, so muB8 der Druck auf der Oberseite des Ké6rpers 
im Durchschnitt niedriger sein als auf der Unterseite. Wahlen wir ein Koordinaten- 
system, in dem der Kérper ruht, so erhalten wir eine stationare Strémung, in 
der die Strémungsgeschwindigkeit v durch die BERNOULLIsche Gleichung 2) 


p+ $ v2 = 4, = konst. (1) 


eindeutig mit dem Druck # verkniipft ist. Da, wo der Druck niedrig ist, ist die 
Geschwindigkeit groB, und umgekehrt. Bei einem Korper, der Auftrieb erfahrt, 
muB daher die Geschwindigkeit auf der Oberseite durchschnittlich gréBer sein 
als auf der Unterseite. Bildet man das Linienintegral der Geschwindigkeit®) 
langs einer den Fliigel umschlingenden Linie, so heben sich die positiven und 
negativen Anteile nicht wie in einer Potentialstr6mung mit einwertigem Potential 
auf, sondern der Anteil der Oberseite des Fliigels tiberwiegt wegen der groBeren 
Geschwindigkeit ttber den der Unterseite (Abb. 8, der Umlaufsinn ist hier so 
gewahlt, daB der Anteil der Oberseite positiv, der der Unterseite negativ ist), 


1) Vegi. Kap. 3, Ziff. 30 ds. Bds. des Handb. Me Wied Kap. 1, Ziff. 12 ds. Bds. 
8) Vgl. Kap. 1, Ziff. 15 ds. Bads. 
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Das Linienintegral um den Auftrieb gebenden Fliigel hat demnach wie das 
Linienintegral um einen Wirbel einen endlichen Wert, dessen GréBe mit der 
Gr6éBe des Auftriebes offenbar ursichlich zusammenhangt. Man nennt den Wert 
dieses Linienintegrals die Zirkulation I’ 

Die quantitative Verfolgung dieses Gedankenganges!) fithrt zu der unter 
dem Namen Kutra-JouKowsky sche Formel bekannten Beziehung 


A=ov!f1, (2) 
wobei v, die Geschwindigkeit im Unendlichen 2 
und / die Lange des Fliigelstiickes bedeutet, CIHHHIZz> 
auf das die Kraft A wirkt. re 
Gleichung (1) miiBte, streng genommen | 


eigentlich lauten: Abb. 8. Linienintegral der Geschwin- 


on xa =. yA, digkeit um einen Fligel. 


wobei y = g-o das Gewicht der Volumeneinheit der Flissigkeit und / die Ent- 
fernung des betrachteten Punktes von einer dariiberliegenden wagerechten 
Ebene bedeuten. Das Glied yA bringt die statische Druckzunahme mit der Tiefe 
zum Ausdruck. Als Kraftwirkung ergibt dieses 


Glied einfach den archimedischen Auftrieb 
—————— ES 


eines untergetauchten K6rpers. Fiir ein Flissig- —_—=-—__————_____ 
keitsteilchen ist dieser Auftrieb gerade gleich 
dem Gewicht des Teilchens, so dB os re 
trieb und Gewicht gerade aufheben. Mankann —_ SSS 
daher fiir die Bewegungsvorginge im Innern 
einer homogenen Fliissigkeit von dem EinfluB 
der Schwere absehen. Dies ist nicht mehr zu- 
lassig, sobald Vorginge an der Grenze zweier ee 


Fliissigkeiten von verschiedenem spez. Gewicht, a 


oder an freien Oberflachen in Frage kommen. 


In diesem Kapitel ist das nicht der Fall, so ce eng ee pet 


daB8 iiberall Gleichung (1) verwandt werden =———__> 
kann. 


9. Die GroBe der Zirkulation. Der Kutra- BAG ee 


JouKowskysche Satz gibt einen Zusammen- ee 
hang zwischen dem Auftrieb und den die Stré- ll 








mung kennzeichnenden Gré8en: Geschwindig- 

keit im Unendlichen und Zirkulation. Er sagt ~~~ Ss 
Omer Olete Gatuuer dis, wie groh in einem: —— - = - 
gegebenen Falle die Zirkulation und damit der app. 9. Strémung um ein Fligel- 
Auftrieb wird. Bei den technisch wichtigsten profil, oben bei zu kleiner, unten bei 
Fliigelformen, welche fast immer eine mehr 24 groBer, ees ee bei richtiger 
oder weniger scharfe Hinterkante haben (Ab- rig Sees 

bildung 9), 1aBt sich die GréBe der Zirku- 

lation auf Grund der Erfahrungstatsache ermitteln, daB die Flissigkeit nicht 
um scharfe Kanten herumstrémt. Bei einem Fliigel in normaler Arbeitsstellung 
(Abb. 9) wiirde bei einer Strémung ohne Zirkulation der hintere Staupunkt, d. i. 
der Punkt, in welchem die Str6mung der Ober- und Unterseite sich wieder zu- 
sammenschlieBt, auf der Oberseite des Fliigels liegen (Abb. 9 oben). Die Fliissigkeit 
-wiirde also von der Unterseite her um die scharfe Hinterkante herumstrémen 


DeVel. Khaped,, Zit. 55 ds. Bds. 
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miissen. Bei zu groBer Zirkulation wiirde der hintere Staupunkt auf der Unter- 
seite des Fliigels liegen und die Fliissigkeit von der Oberseite her um die Hinterkante 
herumstrémen. Beides tritt, wie erwahnt, erfahrungsgemaB nicht ein. Es stellt 
sich vielmehr eine Zirkulation von der GréBe ein, daB sich die Strémung gerade 
wieder an der Hinterkante zusammenschlieBt. Durch diese Bedingung ist dem- 
nach die GréBe der Zirkulation fiir Kérper mit scharfer Hinterkante eindeutig 
durch die Kérperform und Stellung sowie durch die Translationsgeschwindigkeit 
bestimmt. 

Da man es praktisch nie mit vollkommen idealen Flissigkeiten zu tun hat, 
so ist zu beriicksichtigen, daB beim Zusammenschlu8 der Str6émung der Ober- 
und Unterseite ein sog. Totwasser entsteht. 
Beim Strémen langs der Ké6rperoberflache ver- 
lieren namlich die in der Nachbarschaft der Ober- 
flache befindlichen Fliissigkeitsschichten durch 
Reibung einen Teil ihrer kinetischen Energie, sie 
bilden eine Grenzschicht?). Bei einer Str6mung 
mit Zirkulation ist diese Grenzschicht auf der Ober- 
seite wesentlich gréBer als auf der Unterseite. Dies 
hat zur Folge, daB das Totwasser hauptsachlich 
von der Oberseite des Fliigels herkommt und die 
Stromlinien dort etwas nach oben verschiebt 
(Abb. 10). Eine solche Strémung ist aber beziig- 
=> lich der Geschwindigkeits- und Druckverteilung 
Abiaiode Gerba ne cae each annahernd gleichwertig einer Potentialstré6mung 
Fliigel ohne Totwasser (oben) Mt verminderter Zirkulation (Abb. 9 oben), deren 
und mit Totwasser (unten, Tot- Staupunktsstromlinie ungefahr in der Mitte des 

wassergebiet punktiert). Totwassers liegt”). Der Auftrieb wird also durch 

das Totwasser verkleinert. 

Der Begriff der Zirkulation ist bei Vorhandensein eines Totwassers nicht mehr 
eindeutig, da das Linienintegral in dem mit Wirbeln erfiillten Totwassergebiet 
vom Wege nicht unabhangig ist. Will man den Kutra-JouKowsxyschen Satz 
auf Stromungen mit (geringem) Totwasser anwenden, so muB man als Definition 
der Zirkulation jenes Linienintegral wahlen, bei dem der Integrationsweg im 
Totwassergebiet senkrecht zu den Stromlinien liegt). (Uber einen Fall, wo dieser 
Unterschied von Bedeutung ist, vgl. Ziff. 22.) 

Da mit dem Auftreten des Totwassers sowohl der Widerstand4) des Fligels 
wie auch die besprochene Verminderung des Auftriebes verkniipft ist, so besteht 
offenbar ein Zusammenhang zwischen dieser Auftriebsverminderung und der 
GréBe des Widerstandes®). Eine erschépfende Aufklarung dieses Zusammen- 
hanges ist jedoch bis jetzt noch nicht méglich. 

10. Die physikalischen Vorgange bei der Entstehung der Zirkulation. Bei 
Fligeln mit scharfer Hinterkante war, wie wir im vorhergehenden sahen, die 
Gr6éBe der Zirkulation durch die Erfahrungstatsache bestimmt, daB die Fliissig- 
keit nicht um die scharfe Hinterkante herumstrémt. Bei K6rpern mit ab- 
gerundetem Hinterende ist die Frage nach der GréBe der Zirkulation nicht mehr 
so leicht zu beantworten. Man muBf hier auf die feineren Vorgange bei der Ent- 














1) Vgl. Kap. 2, Ziff.27 ds. Bd. *) A. Betz, ZS. f. Flugtechn. 1945, S. 47333 
) G. J. Taytor, Phil. Trans. Bd. 225, S. 238. 1925. 
) Vgl. Kap. 2, Ziff. 58 ds. Bd. 

5) C. WIESELSBERGER, Die wichtigsten Ergebnisse der Tragfliigeltheorie und ihre 
Priifung durch den Versuch. Vortrage aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik (Inns- 
bruck 1922, herausg. von v. KARMAN u. Levi-Civita). Berlin: Julius Springer 1924. 
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stehung der Zirkulation eingehen. Damit wird auch gleichzeitig die bisher mit 
der Erfahrung begriindete Tatsache, da® die Fliissigkeit nicht um eine scharfe 
Kante herumstrémt, dem Verstandnis naher gebracht. Solange der K6rper und 
die Flussigkeit in Ruhe sind, ist selbstverstandlich die Zirkulation um jede be- 
liebige geschlossene Linie Null, da ja die Geschwindigkeit iiberall Null ist. Wenn 
spater die Zirkulation von Null verschieden ist, so miissen nach einem Satz der 
Potentialtheorie auBerhalb der geschlossenen Linie (evtl. im Unendlichen) singu- 
lare Stellen vorhanden sein, welche Wirbel von der entgegengesetzten Zirkulation 
darstellen. 

Das Auftreten der Zirkulation ist also wesentlich an die Entstehung von 
Wirbeln gebunden. In der freien Fliissigkeit ist die Bildung von Wirbeln so gut 
wie ausgeschlossen, dagegen zeigt die PRANDTIsche Grenzschichttheorie, 
da8 beim Vorbeistreichen der Fliissigkeit an der Oberflache von Kérpern Wirbel 
entstehen, welche durch die iibrige Strémung vom Korper fortgefiihrt werden. 
Immer, wenn nun ein solcher Wirbel eine den Kérper umschlingende Linie tiber- 
schreitet, vermindert sich die Zirkulation 


um das von der Linie umschlungene Ge- a ies Be 

biet um die Zirkulation des betreffenden ya a 

Wirbels, bzw. vermehrt sich, wenn der / \ 3) 
abgehende Wirbel entgegengesetzten Dreh- oe Ca PIE SARs 2 tae = 
sinn hat. Bei einem symmetrischen Kérper mea V/P-> A ®) 

(Abb. 11) entstehen im allgemeinen gleich x oe 

viel rechts und links drehende Wirbel von ae aig 


gleicher Starke, so da8 durch deren Ab- 
wanderung aus dem umschlossenen Ge- 
biet die Zirkulation um dieses Gebiet im 
Mittel konstant bleibt. Anders liegen die Verhaltnisse bei einem unsymmetrischen 
K6orper. Wir miissen dazu etwas naher auf den Vorgang der Grenzschicht- 
ablésung eingehen. 7% 

Da das verzdgerte Grenzschichtmaterial infolge seiner verminderten 
kinetischen Energie nicht ohne weiteres in Gebiete héheren Druckes eindringen 
kann, so flieBt es an Stellen zunehmenden Druckes bzw. abnehmender Geschwindig- 
keit nur so weit der Kérperoberflache entlang, als es von der 4uBeren Strémung 
durch Zahigkeit [bzw. Turbulenzeinfliisse1)] mitgeschleppt wird. Dann ldést es 
sich von der KGrperoberflache ab und wandert als Wirbel in die freie Strémung 
hinein. Ist die Geschwindigkeit in der Grenzschicht im Abstand y von der Kérper- 
oberflache v’, so ist die Zirkulation pro Flacheneinheit rotv’ = dv'/dy. Die 
Zirkulation der sekundlich auf diese Weise in die Flissigkeit eintretenden Wirbel 
ist demnach | - 
der Grenzschicht an der Ablésungsstelle bedeutet. 

Um die Zirkulation um den Kérper zu vermehren, mu8 an der einen Ab- 
lésungsstelle mehr Zirkulation mit der Grenzschicht abwandern als an der 
anderen, d. h. die eine Ablésungsstelle muB an einer Stelle gréBerer Geschwindig- 
keit bzw. niedrigeren Druckes liegen als die andere. Wovon hangt nun die 
Lage der Ablésungsstelle ab? Die Ablésungsstelle liegt da, wo die 4uBere Strémung 
nicht mehr ausreicht, um durch Zahigkeitswirkung die Grenzschicht gegen den 
ansteigenden Druck mitzuschleppen?). Je dicker die Grenzschicht und je rascher 
der Druckanstieg, desto frither wird daher Ablésung eintreten. Nehmen wir nun 
z. B. einen Korper, bei welchem die Oberseite mit einer sanften Krimmung, 


Abb. 11. Wirbelbildung hinter einem 
symmetrischen K6rper. 


vay= , wobei v die Geschwindigkeit unmittelbar auBerhalb 


1) Vgl. Kap. 2 ds. Bds. 2) Vgl. Kap. 2, Ziff. 30 und 61 ds. Bds. 
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die Unterseite mit einer verhaltnismaBig scharfen Kriimmung nach dem Hinter- 
ende hin verlauft (Abb. 12, 7, > 7,). Dann wird infolge des langsameren Druck- 
anstieges auf der Oberseite die Ablésungsstelle in ein Gebiet héheren Druckes 
vorriicken als auf der Unterseite, wo der Druck sehr rasch ansteigt. (Die Grenz- 
schichtdicke ist oben und unten angenadhert von derselben GréBenordnung.) 
Damit wandert aber von der unteren Ablésungsstelle mehr Zirkulation in die 
Flissigkeit als von der oberen und die Zirkulation um den Kérper wachst. 


Mit dem Wachsen der Zirkulation andert sich aber die auBere Potential- 
strémung und damit auch die Bedingungen, welche die Ablésungsstellen fest- 
legen. Die Geschwindigkeit auf der Oberseite des 
Korpers wird gréBer, dementsprechend der Druck 
kleiner. Dies hat aber einen starkeren und damit 
auch rascheren Druckanstieg zur Folge. Dadurch 
wird der Ablésungspunkt nach einer Stelle niedri- 
Abb. 12. Wirbelablésung an geren Druckes bzw. gréBerer Geschwindigkeit ver- 
einem unsymmetrischen Kérper. schoben und die Wirbelproduktion auf der Ober- 

seite steigt. Auf der Unterseite wirkt die Zirku- 
lation um den K6rper im entgegengesetzten Sinne. Je mehr die Zirkulation 
zunimmt, um so mehr gleicht sich die Wirbelerzeugung auf der Ober- und Unter- 
seite aus und um so langsamer nimmt dann die Zirkulation zu, da ja die Zu- 
nahme gerade die Differenz der Zirkulation der abgewanderten Wirbel ist, bis 
schlieBlich asymptotisch ein Gleichgewichtszustand mit der endgiiltigen Zirku- 
lation erreicht wird. Diese Ausbildung der Zirkulation beim Beginn der Be- 
wegung geht in der Regel ziemlich rasch vor sich. Dabei wickeln sich die un- 
gleich starken Wirbelschichten der Ober- und 
Unterseite zunachst zu einem einzigen groBen 
Wirbel auf, der so lange anwachst, bis die 
ihn speisenden rechts und links drehenden 
Wirbelschichten gleich stark geworden sind. 
Dann wandert er als sogenannter Anfahr- 
wirbel mit der Strémung vom Fliigel ab. 
Die Zirkulation um diesen Anfahrwirbel ist 
gerade so grob, aber von entgegengesetztem 


Abb. 13. Erzeugung der Zirkulation Drehsinn, wie die Zirkulation um die Fligel. 
um einen Kreiszylinder durch ein- 
seitiges Absaugen der Grenzschicht 11. Erzeugung von Zirkulation und 


(S = Schlitz, durch den die Grenz- Auftrieb durch andere Mittel als durch reine 

schicht abgesaugt wird). Formgebung (Magnuseffekt). Nach dem 

Vorhergehenden tritt Zirkulation immer dann 

auf, wenn fiir die Ablésung der Wirbel unsymmetrische Bedingungen vorliegen. 

AuBer durch die Form des Fliigels kénnen solche unsymmetrischen Bedin- 
gungen auch noch durch andere Mittel erreicht werden: 


Wenn man z. B. einen Teil der die Grenzschicht bildenden Flissigkeit in 
der Nahe der Ablésungsstelle in das Innere des Korpers absaugt, so wird die 
Grenzschicht diinner, die Ablésung erschwert. Die Ablésungsstelle verschiebt 
sich. Fiihrt man dies nur an der einen der beiden Ablésungsstellen aus, so kann 
man dadurch Zirkulation auch bei Kérpern hervorrufen, bei denen sie sonst aus 
RR ausgeschlossen erscheint, z. B. bei einem Kreiszylinder?) 

. 13). 








1) L. Pranpti, Uber Flissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verh. d. 3. inter- 
nationalen Math.-Kongr. in Heidelberg. Leipzig: B. G. Teubner 1905. 
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LaBt man einen geeigneten Kérper (Kugel, Kreiszylinder oder auch anders 
geformte) rotieren, so wird auf der Seite, auf der die Umfangsgeschwindigkeit 
gleichgerichtet mit der Strémung ist, weniger Grenzschicht entstehen, als auf 
der entgegengesetzten. AuBerdem wird nun auf jener Seite die Grenzschicht 
nicht nur durch die auBere Strémung, sondern auch durch die bewegte K6rper- 
oberflache gegen den Druckanstieg geférdert. Die hierdurch bedingte Unsym- 
metrie in den Ablésungsbedingungen bewirkt gleichfalls das Zustandekommen 
von Zirkulation und Auftrieb. Wie man sich leicht iiberlegen kann, ist die auf 
den K6rper ausgeiibte Kraft nach der Seite hin gerichtet, wo Umfangsgeschwindig- 
keit und Strémung der Richtung nach iibereinstimmen. Die Erscheinung wird 
Macnus-Effekt genannt, nach dem Berliner Physiker MAGNus, der sie zuerst 
etwas eingehender untersuchte. Bei geniigend 
hoher Umfangsgeschwindigkeit kénnen ganz 
ungewohnlich hohe Flachendriicke erzielt werden. 
Wahrend bei gewéhnlichen Fliigeln der Maximal- 
wert der Auftriebsziffer (Ziff. 4) cg = 1,2 bis 1,4, 
bei anormalen Formen bis etwa c, = 2 ist, 
konnten an rotierenden Zylindern Werte bis 
etwa Cc, = 11 gemessen werden!). 

12. Der maximale Auftrieb. Vergr6éBert 
man den Anstellwinkel eines Fligels, so wachst 
die durch das Abstrémen an der Hinterkante 
bedingte theoretische Zirkulation (vgl. Ziff. 9). 
Gleichzeitig wachst aber auch das Totwasser, 
daja die Geschwindigkeit anuf.der Oberseite und ~~ = = =~ = 
damit der Energieverlust durch Reibung gréBer Abb. 14. Verhalten der Stromung 
werden. Das Totwasser hat aber eine Verminde- beim Uberschreiten des maximalen 
rung der wirklichen Zirkulation zur Folge eae rae aie Sr 
(Ziff. 9). Diese Verminderung kann bei groBen De ant Strémung mit ver- 
Anstellwinkeln von der GrdBenordnung der mindertem Auftrieb. 
theoretischen Zirkulation werden, so daB die 
tatsdchliche Zirkulation und damit der Auftrieb trotz VergréBerung des 
Anstellwinkels nur noch unwesentlich zunimmt oder sogar wieder abnimmt. 
Meistens ist das Verhalten jedoch so, daB die Grenzschicht, welche sich bis Zu 
einem gewissen Anstellwinkel der Fliigeloberflache anschmiegt, nach Uber- 
schreiten dieses Winkels der Fliigeloberflache nicht mehr folgen kann und sich 
bereits ziemlich weit vorne ablést, wodurch dann das Totwasser plétzlich ganz 
wesentlich vergréBert wird (Abb. 14). Der Auftrieb sinkt dabei unstetig auf einen 
niedrigeren Wert. Man nennt diesen Vorgang ,,AbreiBen“. Vielfach ist es auch 
so, da8 man durch Verkleinerung des Anstellwinkels eine einmal abgerissene 
Strémung nicht sofort wieder zum Anliegen bekommt, sondern erst bei einem etwas 
kleineren Anstellwinkel als der, bei dem das AbreiBen stattfand. Es gibt dann 
einen Winkelbereich, in welchem die Zirkulation und der Auftrieb zwei Werte 
haben, je nachdem man von gréBeren oder von kleineren Winkeln kommt (Ziff. 65, 
Abb. 82). Durch diese Erscheinung des AbreiBens ist die maximale Auftriebs- 
ziffer bei normalen Fliigelprofilen auf etwa Cymax = 1,2 bis 1,4 beschrankt ; bei 
sehr stark gewélbten Profilen kann man auch noch etwa Camax © 2 erreichen. 
Hohere Werte scheinen nur durch kiinstliche Einwirkung auf die Grenzschicht 














1) Nach Messungen von AcKERET in der aerodynamischen Versuchsanstalt zu Géttingen : 
J. AckereT, Das Rotorschiff und seine physikalischen Grundlagen. Gottingen: Vanden- 
hoeck & Ruprecht 1925; L. PranptL, Naturwissensch. 1925, 6.937 Avbpiz, 2s. dv Ver: 
d, Ing.-1925, S: 9; vel. auch Kap. 2, Ziff. 56 ds. Bds. des Handb. 
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méglich zu sein: Spaltfliigel*), bei denen der Grenzschicht von der Druck- 
seite her Fliissigkeit mit annahernd unverminderter Energie beigemischt wird; 
Absaugefligel?), bei denen die Grenzschicht teilweise in das Innere des 
Fligels abgesaugt wird; Kérper mit bewegter Oberflache, bei denen die Grenz- 
schichtbildung durch Verminderung der Relativgeschwindigkeit zwischen Fliissig- 
keit und Kérperoberflache vermindert wird (Magnuseffekt, Ziff. 11). 

13. Verhalten bei sehr kleiner Zahigkeit bzw. sehr groBer Reyno.psscher 
Zahl. Nach dem Vorhergehenden spielt die Zahigkeit fiir den Ablésevorgang 
und damit fiir das Zustandekommen der Zirkulation eine wesentliche Rolle. Man 
méchte daraus vielleicht den SchluB ziehen, daB bei geniigend kleiner Zahigkeit 
[oder allgemeiner bei geniigend groBer REyNoLDsscher Zahl?)] es unméglich wird, 
Auftrieb zu erzeugen. Das ist aber nicht zutreffend. Einmal wird bei groBen 
Reyno_psschen Zahlen die Zahigkeit durch eine mit der Turbulenz zusammen- 
hangende scheinbare Zahigkeit*) ersetzt, welche wesentlich langsamer abnimmt 
als die wahre Zahigkeit. Leider ist iiber den Ablésungsvorgang bei turbulenter 
Grenzschicht noch sehr wenig bekannt. Es ist aber sehr wohl denkbar, daB dabei 
eine Ablésungsstelle auch bei beliebig hoher REyNoLpsscher Zahl bestehen bleibt. 

Aber abgesehen von diesen noch wenig geklarten Verhaltnissen lassen sich 
die Ablésungsvorgange, welche zur Erzeugung von Auftrieb erforderlich sind, 
beliebig aufrechterhalten, wenn wir mit abnehmender Zahigkeit gleichzeitig den 
Abrundungsradius der Hinterkante (7, in Abb. 12) verkleinern. Dadurch kénnen 
wir stets die erforderliche Ablésung an dieser Stelle erzwingen. Daraus geht hervor, 
da8 eine vollstandig scharfe Hinterkante auch bei beliebig hoher REYNOLDsscher 
Zahl die Erzeugung des Auftriebes ermdglicht. 

14. Das Stromungsfeld in groBer Entfernung vom Fliigel. Die Potential- 
stromung um einen Fliigel laBt sich in zwei Strémungen (Komponenten) zer- 
legen, von denen die eine die Potentialbewegung ohne Zirkulation bei der gegebe- 
nen Translationsgeschwindigkeit v» ist (Abb. 15), wahrend die andere eine reine 
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Abb. 15. Stromung um einen Fligel Abb. 16. Reine Zirkulationsstroémung 
ohne Zirkulation. ohne Translationsgeschwindigkeit um 


einen Fligel. 


Zirkulationsstrémung mit der Zirkulation I’, aber ohne Translationsgeschwindig- 
keit ist (Abb. 16). Da beides Potentialbewegungen sind, kann man sie iiber- 
lagern [d. h. die Geschwindigkeiten in jedem Punkte vektoriell addieren®)] und 


1) F. HanpLEY Pace, Aeronautical Journal, Juni 1921; C. WizsELsBercer, ZS. ¢. 
Flugtechn. Bd. 12, S. 161. 1921; ders., Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanstalt 
zu Gottingen 2. Lief., S. 55. Miinchen: Oldenbourg 1923; G. Lacumann, ZS. f. Fluchtechn. 
Bd. 12, S. 164. 1921; Bd. 14, S. 74. 1923 Bd. 155 S: 109) 173, nm. 1845 1924; A. Betz 
Berichte u. Abh. der wissenschaftl. Ges. £. Luftiabrt H. 6, Si_23. 1922. : 

zs) J. ACKERET, A. BETZ u. O. SCHRENK, Vorlaufige Mitt. d. aerodyn. Versuchsanst. 
zu GOttingen (nicht im Buchhandel) H. 4, Gottingen 1926; J. AcCKERET, ZS. d. Ver. d 
Ing. Bd. 70, S. 1155. 1926. 

3) Vgl. Kap. 2, Ziff. 10 ds. Bds. 4) Welt Kap, 2). Ziff. 50 ds. Bds: 

5) Vgl. Kap. 1, Ziff. 35 ds. Bds. 
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erhalt damit wieder eine Potentialbewegung, welche sowohl eine Translations- 
bewegung (Geschwindigkeit vy im Unendlichen) als auch eine Zirkulation I” be- 
sitzt, also Auftrieb ergibt (die Komponentenstrémungen fiir sich ergeben nach 
Gleichung (2) von Ziff. 8 keinen Auftrieb, da bei der einen J" = 0, bei der anderen 
Ug =) 04st). 

Dementsprechend 1aBt sich auch die vom Fliigel verursachte Stérungs- 
bewegung trennen in eine solche, welche vom Fliigel ohne Zirkulation bewirkt 
wird undin die Zirkulationsbewegung. Die erstere Stérungsbewegung wird dadurch 
hervorgerufen, da8 der Fliigel auf der Vorderseite Fliissigkeit verdrangt, welche 
auf der Hinterseite wieder zusammenstrémt. Dieses Verdrangtwerden und Wieder- 
zusammenstrémen laBt sich als Wirkung von ideellen Quellen und Senken auf- 
fassent). Da aus dem Kérper weder Fliissigkeit herauskommt noch in ihn hinein- 
strémt, mu8 die Ergiebigkeit dieser Quellen und Senken gleich groB sein, damit 
sie sich gerade aufhebt. Die Geschwindigkeit im Felde solcher gleich groBer 
Quellsenkenpaare nimmt aber (bei ebener Strémung) in groBer Entfernung wie 
bei einem Dipol mit dem Quadrat der Entfernung ab’). Im Gegensatz hierzu 
1aBt sich die Zirkulationsstré6mung als Feld von Wirbeln darstellen, welche sich 
gegenseitig nicht aufheben, sondern zusammen eine endliche Zirkulation, eben 
die Zirkulation um den Fliigel, ergeben. Das Feld eines einzelnen Wirbels besteht 
in Kreisbahnen, die Geschwindigkeit in einem Punkte ist umgekehrt proportional 
dem Abstand des Punktes vom Wirbel und steht senkrecht zur Verbindungslinie 
des Punktes mit dem Wirbel). Das Feld eines Systemes von Wirbeln ergibt sich 
durch vektorielle Addition der Felder der einzelnen Wirbel. Fir Punkte in groBer 
Entfernung von den Wirbeln ist die Richtung nach den einzelnen Wirbeln nur 
sehr wenig verschieden, dementsprechend fallen auch die Richtungen der zu 
addierenden Geschwindigkeiten nahezu zusammen, so daB bei der Uberlagerung 
die Richtung und damit die Form der einzelnen Strom- 
linien nur sehr wenig gedndert wird. Je weiter man sich 
daher vom Fliigel entfernt, um so mehr nahern sich die 
Stromlinien der Zirkulationsstrémung Kreisen, indem 
das resultierende Feld der Wirbel, durch welche sich r 
die Zirkulationsstro6mung aufbauen laBt, dem Felde eines 
einzelnen Wirbels sich nahert (vgl. Abb. 16). Da die 
von der Zirkulationsstrémung herrithrenden Geschwin- 
digkeiten (Feld eines Wirbels) nur mit der ersten Potenz 
der Entfernung abnehmen, wahrend die von der Verdran- Abb. 17.  Stdrungsge- 
gung herriihrenden Stérungen, wie wir oben sahen, mit  schwindigkeit w im Ab- 
dem Quadrat der Entfernung abnehmen, so itberwiegt stande y vom Fltigel. 
mit zunehmender Entfernung das Zirkulationsfeld 
immer mehr iiber das Verdrangungsfeld. In groBer Entfernung vom Fliigel ist 
das Stérungsfeld daher identisch mit dem Feld eines einzelnen Wirbels von 
einer Zirkulation gleich der des Fliigels. Die Stérungsgeschwindigkeit in einem 
Punkte im Abstande 7 vom Fliigel ist demnach 

w =o (1) 
2Y ow 
und steht senkrecht zu 7 (Abb. 17). 

Fiir die meisten technischen Zwecke ist dieser Ersatz des Fligels durch einen 
einzelnen Wirbel noch bei Entfernung von etwa der GréBe der Fliigeltiefe brauch- 
bar. Die Lage des den Fliigel ersetzenden Wirbels ist dann ungefahr im Angriffs- 
punkt des Auftriebes zu wahlen. 

1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 26 ds. Bds. 2) Vgl. Kap. 1, Ziff. 23 ds. Bds. 

3) Vgl. Kap. 1, Ziff. 27 ds. Bds. 
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15. Das Stromungsfeld in der Nahe des Fliigels. Fiir die Strémung in der 
Nahe des Fliigels ist natiirlich neben der Zirkulation die Form desselben von 
ausschlaggebender Bedeutung. Es gibt hauptsachlich zwei Methoden zur Er- 
mittlung dieses Feldes: Bei der einen Methode wird das Filiigelprofil konform 
auf einen Kreis abgebildet. Die Stromung geht dabei in die Stromung um einen 
Kreiszylinder tiber, welche dieselbe Zirkulation wie der Fligel besitzt [KutTTa- 
Jouxowsky-Biasius!)]. Bei der anderen wird der Fligel durch Wirbel (evtl. 
auch Quellen und Senken) in solcher Anordnung ersetzt, daB die Strémung der 
Kontur des Fliigels folgt. Die letztere Methode eignet sich besonders zur naherungs- 
weisen Ermittlung der Strémung auf Grund weniger charakteristischer Form- 
angaben, wie Anstellwinkel, Wélbung, Kriimmung héheren Grades [nach PRANDTL 
und BrrnBauM?®)]. 

16. Einfache konforme Abbildungen von Fliigelprofilen. Wenn man die 
z-Ebene durch die Funktion 


C=24+— (1) 


auf eine ¢-Ebene abbildet, so geht ein Kreis mit dem Radius 1 um den O-Punkt 
in der z-Ebene in eine Gerade zwischen den Punkten —2 und +2 in der ¢-Ebene 
uber (ebene Platte). Nehmen wir einen 
Punkt z = e’” des Einheitskreises (Abb. 18), 
dessen Radiusvektor mit der reellen Achse 
(x-Achse) den Winkel  bildet, so liegt der 
Punkt 7 =1/z=e-*” ebenfalls auf dem 
Einheitskreise, aber unter dem Winkel —q 
gegen die x-Achse. Der Punkt €=z+ 1 [2 
ergibt sich durch vektorielle Addition der 
beiden Radienvektoren nach z und z’ und 
; ; liegt, wie sich nach dieser Konstruktion ohne 
Beatie ae cian Pak eee weiteres ergibt, auf der x-Achse. Alle 
Punkte auBerhalb des Einheitskreises der 
z-Ebene erfiillen die ganze ¢-Ebene. Die Punkte innerhalb des Kreises der 
z-Ebene erfiillen ebenfalls die ganze ¢-Ebene, in einem zweiten RIEMANNschen 
Blatt (man erhalt denselben Wert €= z+ 1 /z. far einen Punkt z auBerhalb 
des Einheitskreises wie fiir einen Punkt z’ = 1/z innerhalb des Eirtheitskreises). 
Legen wir den Kreis in der z-Ebene so, daB er zwar wieder durch die Punkte 
—41 und +1 geht, daB aber sein Mittelpunkt M nicht mit dem Nullpunkt zu- 
sammenfallt, sondern um die Strecke f dariiber liegt, so geht er bei der gleichen 
Abbildungsfunktion € = z-++ 4/z in der €-Ebene in einen Kreisbo gen zwischen 
den Punkten —2 und +2 mit der Pfeilhdhe 27 ber (Abb. 19, Kutrasche 
Abbildung). Ist z ein Punkt des Kreises oberhalb der x-Achse, so liegt 1/z unter- 
halb der x-Achse, aber ebenfalls auf dem Kreise, und umgekehrt. 
Legen wir den Kreis in der z-Ebene so, daB er durch den Punkt +1 geht, 
daB aber der Punkt —1 in seinem Innern liegt (Abb. 20), so kénnen wir dazu 





1) W.M. Kurta, Ill. aeron. Mitt. 1902, S. 133; Miinchener Ber. 1910, 2. Abh.; 1911, 
S. 65; N. Jouxowsxy, Bull. Inst. Aérodyn. de Koutchino H. 14, S. 51, 2. Aufl. Moskau 1912; 
ZS. f. Flugtechn. Bd. 1, S. 281. 1910; W. DeErmteEr, ZS. f. Flugtechn. Bd. 3,122 93 ta 107, 
1912; H. Brastus, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 59, S. 225. 1911; Bd. 60, S. 354. 1912: O. Biu- 
MENTHAL, ZS. f. Flugtech. Bd. 4, S. 125. 1913; E. TREFFTz, ebenda Bd. 4, S. 130. 1913; 
R.v. Mises, ebenda Bd. 8, S. 157. 49175 9 Bd. Ad SS6S iw. m8 7h 1920; TH. v. KARMAN u. 
E. TREFFIz, ebenda Bd.9, S. 111. 1918; J. GECKELER, ebenda Bd. U3 eos 137ml Oodle 
1922; A. Betz, ebenda Bd.15, S. 100. 1924; W. MULier, ZS. f, angew. Math. u. Mech. 
Bdy4, S. 213. 389. 1924. 

2) W. Birnpavum, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, S. 290. 1923, 
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einen anderen Kreis zeichnen, welcher den ersten im Punkt +4 beruhrt, aber 
auch durch den Punkt —1 geht (Abb. 20, gestrichelt). Von dem letzteren wissen 
wir (vgl. Abb. 19), daB er durch die Abbildung ¢ = z-+ 1/z ineinen Kreisbogen 
tbergeht. Da der erste Kreis bis auf die Berithrungsstelle itberall auSerhalb 

















Abb. 19. Konforme Abbildung eines Abb. 20. Konforme Abbildung eines 
Kreises auf einen Kreisbogen. Kreises auf ein JoukowsKy-Profil. 


des zweiten Kreises liegt, so muB er bei dieser Abbildung in eine Kurve iiber- 
gehen, welche den Kreisbogen umschlieBt und ihn im Punkte +1 beriihrt, 
wobei sie eine Spitze bilden mu8 (Joukowskysche Abbildung). Die auf 
diese Weise gebildeten Formen haben teilweise sehr groBe Ahnlichkeit mit den 
praktisch benutzten Fligelprofilen. 

17. Zusammenhang zwischen Fliigeleigenschaften und Form der Fliigel. 
Nach den in Ziff. 145 erwahnten Methoden ist es auch méglich, den Auftrieb nach 
GréBe und Lage (sein Moment) fiir beliebige Profile theoretisch zu berechnen?) (iiber 
die Abweichung der wirklichen Werte von den theoretischen vel. Ziff. 9 u. 65). 
Fiir einen allgemeinen Uberblick empfiehlt es sich, von der endlichen Dicke der 
Profile zunachst abzusehen und nur unendlich diinne Profile zu betrachten und 
daran den Einflu8 des Anstellwinkels und der Wélbung zu studieren. Profile 
von maBiger Dicke verhalten sich angenahert wie diinne Profile von der Form 
der Profilmittellinien (iiber die Bedeutung von 4a, t, cq 
und ¢,, s. Ziff. 4. Momentenachse ist die Vorderkante 


der Fliigel). Fir Kleine Wélbungen und Anstell- i ae 
winkel gelten nachstehende Formeln: j = pai 
4. Ebene Platte (Abb. 21) 


i ae .24. Ebene Platte. 
Ca = Dat SInG , Cm = > sina; (1) U. (2) Abb 241 ene atte 


2. Kreisbogenférmige gewdlbte Platte (Abb. 22) 





ea 25 sin (0 — ss es (sina a a (3) : 
; SS 

pipes as ee ie £ Abb. 22. Kreisbo enprofil. 

Cm = = Sin(& + y) = 3 (sina + 44). (4) 8 

Bei der ebenen Platte liegt der Angriffspunkt des Auftriebes in der Entfernung ¢/4 
-von vorn; bei der Kreisbogenplatte bei 0° Anstellwinkel in der Mitte (¢/2). Nach 
der Naherungsrechnung von PRANDTL und BirnpauM?) kann die Kreisbogen- 
platte mit dem Anstellwinkel « als eine Uberlagerung der Stroémung um eine 
Kreisbogenplatte mit 0° Anstellwinkel und um eine ebene Platte mit dem 


1) Literatur s. Ziff. 15. 


230 Kap. 4. A. Betz: Tragfliigel und hydraulische Maschinen. Ziti oe 


Anstellwinkel « aufgefaBt werden. Dadurch wird verstandlich, daB der Angriffs- 
punkt des Auftriebes mit wachsendem Anstellwinkel von der Mitte (¢/2 = 0) 


nach vorn gegen die Stelle ¢/4 hin wandert. 


3. Profil von der Form y = 3 |B —y a 1 ean (Abb. 23) 





i % C, = 2asin (0 + p- a (5) 







eee 


Sag ey tm = = sin(a + 26 —>y). (6) 
yes eee ‘i . 

bd eas Hierbei ist B=4(~i+ 92) und y=4(y, — 9»). 

Abb. 23. Profil mit ver- 18. Erscheinungen bei grofer Geschwindigkeit. 

anderlicher Kriimmung. Kavitation. Luft und andere Gase kénnen als in- 


kompressible Flissigkeiten angesehen werden, solange 
die bei der Bewegung auftretenden Druckunterschiede klein sind gegeniiber dem 
mittleren Druck des Gases (im allgemeinen also gegeniiber 1 at = 1 kg/cm2). Da 
die Druckdifferenzen nach der BERNouLLischen Gleichung [Ziff. 8, Gleichung (1)] 
mit den auftretenden Geschwindigkeiten zusammenhangen, so 14Bt sich die Be- 
dingung, unter der die Volumanderungen der Gase vernachlassigbar sind, auch 
durch Angabe einer Geschwindigkeitsgrenze ausdriicken. Es ist namlich erforder- 
lich, daB die auftretenden Geschwindigkeiten klein gegeniitber der Schallgeschwin- 
digkeit in dem betreffenden Gas sind. Praktisch hat sich gezeigt, daB bei Fliigeln 
Abweichungen von den normalen Eigenschaften beobachtet werden, wenn die 
Fligelgeschwindigkeit gréBer als etwa die halbe Schallgeschwindigkeit ist). 
(Wegen der erhéhten Geschwindigkeit auf der Saugseite der Fliigel herrschen 
dort schon Geschwindigkeiten, welche der Schallgeschwindigkeit sehr nahe- 
kommen, auch wenn die Fliigelgeschwindigkeit an sich noch erheblich davon 
entfernt ist.) Bei gréBeren Geschwindigkeiten verschlechtert sich die Gleitzahl 
merklich, insbesondere bei einigermafen dicken Profilen. Man verwendet deshalb 
fiir sehr schnell laufende Luftschrauben, wo man in dieses Geschwindigkeitsgebiet 
kommt, zweckmaBig méglichst dine Profile (Reedschrauben). Diese Uber- 
legenheit der diinnen Profile gegenitber den dicken ist dadurch begriindet, daB 
bei ihnen geringere Ubergeschwindigkeiten auf der Saugseite auftreten. 

Nach Uberschreiten der Schallgeschwindigkeit andern sich dié Strémungs- 
verhaltnisse vollstandig?). . 

In Wasser spielt bei den technisch vorkommenden Geschwindigkeiten die 
Zusammendriickbarkeit keine Rolle. Dagegen tritt hier eine andere Stérung 
bei hohen Geschwindigkeiten auf, die Kavitation oder Hohlraumbildung. Wenn 
an irgendeiner Stelle der Druck sich dem absoluten Nullpunkt nahert, so scheidet 
das Wasser Luft- und Dampfblasen aus; es bildet sich ein Hohlraum, der mit 
einem schaumigen Gemisch von Wasser und Gasen gefiillt ist. Hierdurch wird 
ebenfalls die Strémung gestért und bei gréBerer Ausdehnung des Hohlraum- 
gebietes ist eine Verschlechterung der Gleitzahl zu beobachten. AuBerdem ist 
diese Erscheinung auch mit erheblichem Gerausch verbunden (Schraubengerausch 
bei Schiffsschrauben). Die unangenehmste Folge sind aber die starken An- 
fressungen der Fliigel, welche vielfach bei Kavitation beobachtet werden [bei 
Schiffsschrauben und bei Wasserturbinen 3)]. 








) L. J. Briees; G. F. Hutz, H. L. DRYDEN, National advisory committee for aero- 
nautics, Report Nr. 207. Washington 1925. Vgl. Kap. 5, S. 342 ds. Bds. ds. Handb. 

*) Hieritber wird ausfihrlich in Kap. 5 berichtet. 

3) H. FOrrincer, Untersuchungen tiber Kavitation und Korrosion bei Turbinen, Turbo- 
pumpen und Propellern. Hydraulische Probleme. Berlin: VDI-Verlag 1926. 
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IV. Ebene Vorgange bei Fliigelreihen. 


19. Potentialstrémung durch gerade Fligelreihen!). Da in einer Fliigelreihe 
(Ziff. 6) kein Fliigel vor dem anderen ausgezeichnet ist, findet an jedem derselbe 
Vorgang statt. Wenn man daher, von irgendeinem Punkte der Strémung 
ausgehend, parallel dem Gitter fortschreitet, so wiederholt sich die Strémung 
immer wieder, sobald man um die Gitterteilung a (Abb. 24) weitergeht. Ziehen 
wir in der Fliissigkeit zwei in der Gitterrichtung um den Fligelabstand a gegen- 
einander versetzte kongruente Linien AB und CD (Abb. 24), welche zwischen 
den Profilen hindurchgehen, 
so herrschen in entsprechen- 
den Punkten derselben genau 
die gleichen Geschwindigkei- 
ten. Verbinden wir diese bei- 
den Linien vor und hinter dem 
Gitter durch je eine Gerade 
parallel zur Gitterrichtung AC 
und BDzueinem geschlossenen 
Linienzug und bilden das Li- 
nienintegral der Geschwindig- 
keit (die Zirkulation) laings 





( 
| 
| 
. . > 
desselben, so finden wir, daB | j ete 
die Anteile der beiden um | | 4 P12 
den Gitterabstand verschobe- | | Lg 
nen Linienstiicke genau gleich if ‘ 
sind, aber entgegengesetzte mie e 


Vorzeichen haben, da die bei- Abb. 24. Gerade Fliigelreihe. (Die Kraft- und Ge- 
den Linien im entgegengesetz- schwindigkeitskomponenten mdgen positiv gerechnet 
ten Sinne durchlaufen werden werden, wenn sie nach rechts bzw. nach oben ge- 
Ei Beit Zivicalati "  richtet sind; die Kraft P, ist demnach im vorliegenden 
‘inen Beitrag zur Zirkulation a Falle negativ.) 

liefern nur die beiden Verbin- ; 

dungsstiicke AC und BD von der Lange a. Bezeichnen wir die Geschwindig- 
keitskomponente parallel zur Gitterrichtung mit #, und zwar mit u, die vor dem 
Gitter, mit “, die hinter dem Gitter (Abb. 24), so ist das Linienintegral itber das 
eine Verbindungsstiick (wenn wir den Integrationsweg im Urzeigersinn wahlen 

a 


und die Geschwindigkeiten wie in Abb. 24 gedacht sind) [ud S = —4%, a, wobei 4, 


0 
den Mittelwert von wu, bedeutet. Entsprechend ist das Linienintegral iiber das 
andere Verbindungsstiick “a, also die Zirkulation um den von dem Linienzug 
umschlungenen Fliigel fe pea (1) 


Da sie bei einer Potentialstrémung vom Wege unabhangig ist, so ergibt sich 
dieser Wert fiir jeden Linienzug, der einen Fliigel umschlingt. 

Beachten wir weiter, da8 nach der Kontinuitaétsbedingung in das von dem 
Linienzug umschlossene Gebiet ebensoviel Flissigkeit hinein- wie herausstrémen 
muB. Da durch das eine der kongruenten Linienstiicke ebensoviel hineinstrémt 
wie durch das andere herausstrémt, so mu auch durch die Verbindungsstiicke 
gleichviel strémen. Da diese aber gleich lang sind, so muB die Normalgeschwindig- 
keit, d. h. die Geschwindigkeitskomponente v, senkrecht zur Gitterrichtung im 
Mittel vor und hinter dem Gitter konstant sein, 

0, = Uy. (2) 

1) R. GRAMMEL, Die hydrodynamischen Grundlagen des F luges, §7. Braunschweig 1917. 


232 Kap. 4. A. Betz: Tragfliigel und hydraulische Maschinen. LAL 20,924 


Die Fligelreihe bewirkt also eine Ablenkung der Strémung, wobei die Kompo- 
nente senkrecht zur Gitterebene im Mittel konstant bleibt und nur die Kompo- 
nente parallel zum Gitter sich andert. (Bemerkung: Dies gilt nur unter Voraus- 
setzung ebener Strémung. Ist z. B. die Méglichkeit gegeben, daB sich die Stré- 
mung senkrecht zur Zeichenebene zusammenzieht oder erweitert, so kann sich 
natirlich auch die Komponente v andern; Ziff. 42.) 

In hinreichender Entfernung vom Gitter werden u und v immer mehr kon- 
stant (Ziff. 25), es wird daher v, = 0), #, = U4, Ve = Vg, und UM = HH. Wir wollen 
fiir die folgenden Uberlegungen Stellen in so groBen Entfernungen vom Gitter 
betrachten, daB dies hinreichend genau zutrifft. = 

20. Krafte auf eine gerade Fliigelreihe. Wir wollen ein Bezugssystem be- 
trachten, in dem die Fligelreihe ruht, die Strémung also stationar ist. Die 
Geschwindigkeiten 2, %, v2, “, sollen demnach die Geschwindigkeiten der 
Flissigkeit relativ zur Fliigelreihe sein. Bezeichnen wir den Druck vor dem 
Gitter mit ~,, hinter dem Gitter mit f,, so ist nach der BerNouttischen Gleichung 


A+ Fit @) =p+2 (+2. 
Da v, = 2, ist, so wird 
by — Pa = > («3 — wi). (1) 


Betrachten wir nun an dem Linienzug ABCD (Abb. 24) die Driicke und Impulse: 
Die kongruenten Stiicke liefern wieder keinen Beitrag. Die Driicke auf die End- 
linien liefern fiir ein Stiick des Fliigels von der Lange / (Ziff. 8) eine Kraft P, senk- 
recht zur Gitterrichtung, welche sich unter Beriicksichtigung der Gleichung (1) 
und der Gleichung (1) in Ziff. 19 in folgender Weise ausdriicken 1aBt: 


Py= (fr — fy) al = 0 (E™) (u, — my) al = 9 SE 1, (2) 


Die Impulse liefern eine Kraft parallel zur Gitterrichtung 
P, = g val (uy — w%) = —0T'I. (3) 


Diese Krafte wirken auf jeden Fliigel. Die Formeln sind im wesentlichen dasselbe 
wie die Kutta-Joukowskysche Auftriebsformel (Ziff. 8) fiir einen einzelnen 
Fligel. (Durch Ubergang auf unendlichen Fligelabstand, a = oo, erhalt man 
die gewohnliche Kurra-Jouxowskysche Formel.) Man kann die Kraft auf 
einen Fliigel eines Gitters nach der gewohnlichen KuttTa-JouKkowskyschen 
Formel berechnen, wenn man nur beachtet, daB an Stelle der Geschwindigkeit 
im Unendlichen beim einzelnen Fliigel das arithmetische Mittel aus der Ge- 
eee vor und hinter dem Gitter tritt [mit den Komponenten (uy + u)/2 
und yj. 

21. Potentialstromung und Krifte bei kreisformigen Fliigelreihen. Bei 
einer kreisformigen Fliigelreihe strémt die Flissigkeit radial von innen nach 
auBen oder von auBen nach innen durch das Gitter. Dementsprechend miissen 
wir fiir die idealisierte Strémung im Mittelpunkt eine Quelle oder Senke an-' 
nehmen. (Bei den wirklichen Maschinen strémt die Flissigkeit in axialer Richtung 
za und wird in die radiale Richtung abgelenkt bzw. umgekehrt.) Die Strémung 
kann auBerdem tangentiale Geschwindigkeitskomponenten u haben. Zur theo- 
retischen Darstellung der letzteren miissen wir im Mittelpunkt noch einen Wirbel 
annehmen. Ist %, die mittlere Tangentialgeschwindigkeit auf einem Kreise vom 
Radius 7, im Inneren der Fliigelreihe, so ist 


2%, 8 ee Ly 7 (1) 


Zit. 24. Potentialstr6mung und Krafte bei kreisférmigen Fligelreihen. 233 


die Zirkulation um den Wirbel’im Mittelpunkt. Da diese konstant ist, muB Uy 
umgekehrt proportional 7, sein: 


Uy 7, = konst. 


_Ast rr die Zirkulation um jeden einzelnen Fligel und sind z Fliigel vorhanden, 
so ist die Zirkulation fiir eine auBen um die Fligelreihe herumlaufende Linie 


Pah? (2) 


“ 


(L; ; and. f° kénnen natirlich auch verschiedene Vorzeichen haben). Fiir die 
mittlere Tangentialgeschwindigkeit auBerhalb der Fliigelreihe im Abstand 7, 
vom Mittelpunkt ergibt sich die Beziehung 


29.3 Hy == ST (3) 


= Z at 
Yq yg = 1%, + =. (4) 


oder 


Da die Menge Q, welche durch jeden um den Mittelpunkt gezogenen Kreis 
(genauer durch &nen Zylindermantel von der Lange J, wenn wir von der ebenen 
Strémung eine Schicht von der Dicke 1 
betrachten) strémt, konstant ist, ndmlich ee 
gleich der Ergiebigkeit der Quelle (bzw. iy 
Senke), so besteht fiir die Radialkompo- | Sie 





nente v der Geschwindigkeit die Beziehung fe e 
2rnvl=Q, 8) f ie ae (a 
welche sowohl innerhalb wie auBerhalb aa 
der Fligelreihe gilt. v ist demnach eben- "2 is 
falls umgekehrt proportional dem Radius. [ : a 
Das Impulsmoment, das die in der Ce 
Sekunde durch den Kreis 7, str6mende a 
Fliissigkeitsmenge Q besitzt, ist 
: % r, 
1,00 =0Q 5". Y. ves 
AuBerhalb des Gitters ist es 
zt; Abb. 25. Kreisférmige Fligelreihe. 





1,200 =o057- 7 
Infolgedessen miissen die Fligel um den Mittelpunkt der Reihe ein Drehmoment 
= - @ 
M = 001% — 7%) = 22, —-1) = — 22 ar (6) 
erfahren (EULERsche Turbinengleichung). 

Bei der gradlinigen Fliigelreihe konnten die Driicke vor und hinter dem 
Gitter auf Grund der BERNoutLischen Gleichung ermittelt werden, da es dort 
stets méglich ist, durch Verwendung eines Koordinatensystemes, in welchem die 
Fliigelreihe ruht, den Strémungsvorgang stationar zu machen. Bei kreisférmigen 
Fliigelreihen ist dies nicht ohne weiteres méglich. Wenn namlich die Fliigelreihe 
nicht (wie bei einem Leitapparat) still steht, sondern umlauft, so miBte zum 
Stationarmachen ein rotierendes Koordinatensystem verwandt werden, das aber 
wegen der Zentrifugal- und Corioliskrafte dem ruhenden nicht gleichwertig ist. 
Fiir eine suhende, kreisférmige Fliigelreihe ergibt die BERNouLLIsche Gleichung 


prt (it a) = p+ 5 (+ 8). 
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Lauft die Fliigelreihe selbst mit der Winkelgeschwindigkeit w in der in Abb. 25 
angegebenen Richtung um, so leistet sie die sekundliche Arbeit Ma. Man er- 
halt nun eine Aussage tiber die Driicke innerhalb und auBerhalb der Reihe aus 
der Bedingung, daB die sekundlich auf der einen Seite zuflieBende Energie um 
den Betrag Mw kleiner sein muB als die auf der anderen Seite abflieBende 
(unter der theoretischen Voraussetzung, daB kein Energieverlust stattfindet; 
iiber den EinfluB der Energieverluste s. Ziff. 22). Dies ergibt, wenn v und 
u iiber den betreffenden Kreis als konstant betrachtet werden kénnen (Ziffer 19) 


2 1,9 2 O ies 2 2D 
Py i) 7) (v3 + 3) 4 aes pa 





(7) 


=pt+ >t @) — O(1, My — %q Ug) @. 


22. EinfluB des Fliigelwiderstandes. Da wir es in Wirklichkeit nie mit reiner 
Potentialstrémung zu tun haben, indem die Fliigel auBer dem Auftrieb auch 
einen Widerstand haben, so findet ein Energieverlust statt. Wenn wir die 
Zirkulation um die Fliigel einer Reihe, wie sie sich gema8 @leichung (1) von 
Ziff. 19 berechnet, festhalten, so sind bei gegebener Zustrémung (v, und 1,) 
die Austrittsgeschwindigkeiten v, und “, rein kinematisch, also unabhangig von 
etwa eintretenden Energieverlusten, bestimmt. Ein Energieverlust kann sich 
daher nur darin auBern, daf der Druck 4, kleiner ist als bei verlustloser Strémung. 
Es ist dann 


by — bo => (we — i) + 2", (1) 


wobei f’ diesen Druckverlust im Gitter bedeutet. Berechnen wir nun in gleicher 
Weise wie in Ziff. 20 die Krafte auf den einzelnen Fligel, so finden wir, daB P, 
unveradndert bleibt, wahrend P, um den Betrag f’a 
vergroBert ist. Bei einem einzelnen Fliigel liegt die den 
Energieverlust bedingende Kraft, der Widerstand, in 
Richtung der Strémung: Es mu8B daher verwunderlich 
erscheinen, daB sie bei einem Fliigel einer Fliigélreihe 
eine andere Richtung hat, zumal da man doch durch 
VergréBerung der Gitterteilung einen Ubergang zum 
einzelnen Fliigel herstellen kann. Der Widerspruch lést 
sich dadurch, daB die Zirkulation hier, wo wir keine 
Potentialstro6mung mehr haben, nicht mehr von der 
Wahl des Umschlingungsweges unabhangig ist. Wir 
haben im vorliegenden Falle die Zirkulation aus 1, 





Abb. 26. EinfluB des A : 
Energieverlustes: Ohne Und “, bestimmt und zu dem Zwecke den Integrations- 


Energieverlust ware die weg gemaB Abb. 24 gewadhlt. Dabei schneidet der 
Kraft aufden Fligel P’, Integrationsweg das mit dem Widerstand zusammen- 


infolge des Energiever- x Rene : 
Victcs ist Ale hangende Totwassergebiet im allgemeinen (wenn Uy = 0) 


Unterschied p’al steht Unter einem Winkel mit der Stromrichtung. Wir haben 
senkrecht zur Gitter- in Ziff.9 bereits darauf hingewiesen, daB bei der An- 
richtung. wesenheit eines Totwassers die Zirkulation von der Lage 

des Integrationsweges im Totwassergebiet abhangt und 

der Kutta-Joukowskysche Satz nur dann richtige Werte ergibt, wenn der Integra+ 
tionsweg im Totwassergebiet senkrecht zu den Stromlinien liegt. Gehen wir von 
der verlustlosen Strémung mit den Geschwindigkeiten u, vor und uw, hinter dem 
Gitter aus, so mége die resultierende Kraft A, sein (Abb. 27). Sie steht senkrecht 
zur mittleren DurchfluBgeschwindigkeit c’ [mit den Komponenten v und (uy, + U5) /2, 
Ziff. 20] und folgt dem Kurra-Jouxowskyschen Satz A, =oc'l\/ tir den 
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einzelnen Fliigel, wobei I, = a(u, — u,) die Zirkulation fiir jede beliebige einen 
Fliigel umschlingende Linie ist. Halten wir die Geschwindigkeiten 1, und u, fest, 
und lassen nun einen Energieverlust eintreten, so finden wir die resultierende 
Kraft P. Diese unterscheidet sich von A, um die Kraft p’al, welche senkrecht 
zur Gitterrichtung steht. Betrachten wir den Fliigel fiir sich allein, so finden wir 
fiir einen Integrationsweg, der das Totwassergebiet senkrecht schneidet, eine 
Zirkulation I’, = I’, und demgema8 auch einen Auf- 

trieb A, 2 A,. Wenn ™ <u, ist A, > A, (Abb. 27 Wp 

oben); ist #4, > u,, so ist A, < A, (Abb. 27 unten). A | 

Von diesem gréBeren bzw. kleineren Auftrieb unter- 7 

scheidet sich nun die resultierende Kraft um die 

Kraft W, welche als normaler Widerstand in Rich- A 

tung der Bewegung liegt. Aus diesem Zusammenhang ‘ 

ergibt sich fiir den Winkel 6, den die resultierende 

Kraft P mit dem Auftrieb A bildet, ebenso wie beim 

einzelnen Fliigel die Beziehung 


W 
3 
(e = Gleitzahl, Ziff. 3 u. 4). 
23. Der Wirkungsgrad von Fliigelreihen. Der 
Zweck der Fliigelrader und damit auch ihrer ideali- 
sierten Form der Fliigelreihe ist im allgemeinen der, 
Leistung auf die Fliissigkeit zu iibertragen oder aus 
ihr zu entnehmen. Da ein ruhender Fliigel weder 
Arbeit leisten noch aufmehmen kann, so missen 
Arbeit iibertragende Fliigel stets bewegt sein. Denken 
wir uns die Fliigelreihe der Abb. 24 in der Gitter- 
richtung, und zwar in Richtung der Kraft P, mit 
der Geschwindigkeit uw) bewegt, so leistet jeder Fliigel 
der Reihe die sekundliche Arbeit P,-u). Sind wu, 
bzw. wu, wie bisher die Geschwindigkeiten in der 
Gitterrichtung, relativ zum Fliigel (d. h. in einem 
Koordinatensystem, das sich mit den Fliigeln mit- 
bewegt), dann sind die entsprechenden Absolut- ie ss See ae = 
geschwindigkeiten (in dem Koordinatensystem, in ee The Enel ee 
dem die Fliigel die Geschwindigkeit u haben) “,—%) just, oben wenn u, < Us 
bzw. u, — u). Die auf eine Gitterteilung a und die (Turbinen, Windmihlen), 
Schaufellange / treffende Energie, welche in der Se- unten wenn % >, (Pum- 
kunde auf der einen Seite zustrémt, ist Pens Propeller): 


tzd = 


= € 





alr, |b, + =o + = (v4 — u)?| , 


die abstrémende Energie ist 


QO 9 oe 2 
alv, Pe £ (a, — )*| , 


Die beim Durchgang durch die Reihe an einen Fliigel abgegebene Energie ist 
demnach die Differenz. Wenn man beachtet, da8 nach Gleichung (2) von Ziff. 19 
und Gleiclung (4) von Ziff. 20 


(as ae @ 3 
%,=%,=v und Pica ee fa oo 
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ist, ergibt sich fiir diese abgegebene Leistung L = alvgug(u, — 2). Da aber nach 
Gleichung (3) von Ziff. 20 oval (u, — ug) = P, ist, so ist die abgegebene Leistung 
Pug, also genau so groB wie die von einem Fliigel geleistete Arbeit. Dieses 
Resultat war auch zu erwarten, da wir ja Potentialstr6mung voraussetzten, 1n 
der kein Energieverlust eintritt. Praktisch muB allerdings die Energie der aus- 
tretenden Fliissigkeit meistens ganz oder teilweise als Verlust gebucht werden, 
da es in der Regel nicht méglich ist, sie vollstandig weiter zu verwerten. Dieser 
Verlust hangt aber von der Gesamtanordnung ab und ist nicht den Fliigeln 
zuzurechnen (vgl. z. B. den Begriff ,,maximaler theoretischer Wirkungsgrad“‘ 
beim Propeller; Ziff. 45). Dagegen ist der durch den Fliigelwiderstand bedingte 
Verlust eine charakteristische Eigenschaft der Fligelreihe. Er betragt pro Zeit- 


einheit und Fliigel Ly coe b' alv ~3 We', (1) 


wie man sich an Hand der Abb. 27 iiberzeugen kann. Man kann diesen 
Verlust auch in Form eines Wirkungsgrades ausdriicken, man mu8 dabei nur 
festlegen, was man als Nutzleistung der Fliigelreihe ansehen will. An sich ist 
die Nutzleistung des Gitters P,u%). Es ist jedoch nicht zweckmaBig, diese GroBe 
zum Vergleich mit dem Verlust heranzuziehen, da sie nicht dem Gitter an sich 
bzw. der betreffenden Strémung wesentlich ist, sondern von der zufalligen Gitter- 
geschwindigkeit, also von der Wahl des Koordinatensystemes abhangt. Es ist 
zweckmaBiger, die Aufgabe der Fliigelreihe allgemeiner darin zu erblicken, im 
stationaren Vorgang (also bei ruhendem Gitter) Druck in Geschwindigkeit um- 
zusetzen und umgekehrt. Bei der Umsetzung von Druck in Geschwindig- 
keit (Turbine, Windrad; vgl. Ziff. 7) ist die sekundlich verbrauchte Energie 
alv(p,—p2), die Nutzleistung (VergréBerung der kinetischen Energie). 
alv(u3 — uj). Die Differenz (s. oben) ist E= ’alv. Als Wirkungsgrad der 
Fliigelreihe ergibt sich demnach nach dieser Definition 


_ 9 (Us — Uj) Pp 
me ee Ne rier Sy 
Wir kénnen diesen Ausdruck so umformen, daB der Zusammenhang mit der fiir 
den Verlust maBgebenden Fliigeleigenschaft, der Gleitzahl ¢ = W/A hervortritt. 
Setzen wir zur Abkiirzung (u, + u)/2 = wu’, so ist in Abb. 28 
p A, senkrecht zur mittleren Stroémungsrichtung mit den Komponen-- 
ten v und w’. Mithin ist tg8=u’/v. Schreiben wir den obigen Aus- 








~— 








: yee Le 
8 druck fiir 7, in der Formy, = oa Woe ¥ 
hrs 
4 R so kénnen wir aus der Abb. 28 links. 
8 ae =f : : ; 
=| SS i. | ohne weiteres ablesen, daB dies ergibt 
eee Wr RQ res top eee tae 
RA nas + tg(B+6) 1+ tgdctgp’ 
N rey ° . : 
Q ne x tg dist aber, wie sich aus Abb. 27 ergibt, 
& 8 g nichts anderes als die Gleitzahl ¢. Fiihren 
eae 
| ce wir auBerdem fiir tgf den oben abge- 
sae Az s-—— leiteten Wert u'/v ein, so erhalten wir 
Abb. 28. Darstellung des Wirkungsgrades 1—— ra 
einer Fligelreihe, links fiir u, << u,, rechts i 2): 
fir uw > uy. he vi (2) 
1 + é 7 


In ganz entsprechender Weise kann man auch eine Fliigelreihe behandeln, bei 
welcher Geschwindigkeit in Druck umgesetzt wird, wie sie zur Idealisierung von 
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Pumpen und Schraubenpropellern (Ziff. 7) dient. Man findet dabei (Abb, 28 
rechts) als Wirkungsgrad 














UV 
/ Neal Jee 3 
No = Pz Pr = 4 a = — al . (3) 
is (u2 — v2) ee (u? 2 1 s 
2 1 2 ai a, 3) 5 : Uv 


Wir werden spater bei der Behandlung der raumlichen Vorginge sehen, da man 
die Verluste so trennen kann, da8 der durch die Gleitzahl verursachte Verlust 
durch diesen Wirkungsgrad zum Ausdruck gebracht werden kann (Ziff. 44). 

24. Anderung der Fliigeleigenschaften durch die Einwirkung der Nachbar- 
fligel bei Fligelreihen. Von den Fliigeleigenschaften ist der unter bestimmten 
Verhaltnissen auftretende Auftrieb durch theoretisch ziemlich klarliegende Ur- 
sachen bedingt (Ziff.9 u. 10). Hierin dndert auch die Anordnung der Fligel 
in Fligelreihen nichts Wesentliches. Dagegen sind wir bei zwei anderen Eigen- 
schaften, dem Widerstand und dem maximalen Auftrieb zur Zeit noch fast 
ausschlieBlich auf das Experiment angewiesen, da die Theorie hier nur eine 
qualitative Einsicht erméglicht. Die Frage, ob und in welchem Sinne sich diese 
Eigenschaften unter dem Einflu8 der Nachbarfliigel andern, 1a8t sich daher 
auf Grund theoretischer Uberlegung nur sehr unsicher beantworten. Experi- 
mentelle Arbeiten hieriiber sind zur Zeit noch nicht ganz abgeschlossen. 

Der Widerstand hangt mit der Bildung von Grenzschichten und deren Ab- 
lésung zusammen. Da hierfiir der Druckverlauf langs der Profile von groBer 
Bedeutung ist, so kann man schlieBen, daB bei einer Fligelreihe mit starkem 
Druckabfall (uw, << w,, Turbine) das Anwachsen der Grenzschicht und die Nei- 
gung zum Ablésen derselben vermindert und dementsprechend der Widerstand 
und die Gleitzahl des Profiles kleiner werden. Bei Fligelreihen fiir Umsetzung 
von Geschwindigkeit in Druck (u, > u,, Pumpe) tritt das Umgekehrte ein, 
die Gleitzahl verschlechtert sich. | 

Ahnlich liegen die Verhdltnisse fiir den maximalen Auftrieb (Ziff. 12). Auch 
hierfiir ist ein Druckanstieg in der Fliigelreihe ungiinstig, Druckabfall giinstig. 
Der letztere Einflu8 tritt besonders hervor, wenn die Fliigeltiefe gréBer als die 
Gitterteilung ist, hierbei kann man die An- 
stellung der Fliigel so weit vergréBern, daB ; 

Sas Gite makers cme AbschluBwand © —~ 7 7 7 7” 
bildet (Abb. 29). Als theoretischen Grenz- 

wert erhalt man fiir eine solche Anord- Ailes rans ora seiace mites 
nung Cy = 4. reihe, bei welcher trotz hoher Fligel- 

25. Der Verlauf der Stromung durch  belastung kein AbreiSen stattfindet. 
Fliigelreihen. In ahnlicher Weise wie beim 
einzelnen Fliigel kann man auch bei dem Filiigel einer Reihe die Strémung 
konform auf das 4uBere eines Kreises bzw. auf eine Halbebene abbilden?). Dieses 
Verfahren ist aber noch nicht sehr weitgehend ausgebildet, so daB es praktisch 
wohl nur selten zur Anwendung gelangt. 

In sehr vielen Fallen geniigt es aber auch, jene Annaherung zu benutzen, wo- 
nach jeder einzelne Fliigel durch einen Wirbel ersetzt wird, dessen Geschwindigkeits- 
feld mit 1/r abnimmt (Ziff. 14). Um auf dieser Grundlage das Feld einer geraden 
Fliigelreihe bestimmen zu kénnen, miissen wir das Feld einer unendlichen Reihe 
gerader Wirbel, welche im Abstand a auf einer Geraden liegen, ermitteln. Die 
Zirkulation um jeden Fliigel bzw. um jeden Wirbel sei J. Wir kénnen den Streifen 


1) E. Konic, Potentialstrémung durch Gitter. ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 2, 
S. 422. 1922, bzw. Dissert. Gdttingen 1921. 
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von der Breite a (Gitterteilung Abb. 30) in der z-Ebene durch die Funktion 
2isn 

€=e* auf eine schlichte Ebene (f-Ebene) abbilden, in welcher von der 

Wirbelreihe nur noch ein Wirbel vorhanden ist (die anderen befinden sich in 

anderen RIEMANNschen Blattern, welche aber alle identisch sind). Man muB 

hierbei aber beachten, daB, wenn das 

Strémungsfeld in der z-Ebene symme- 





| : von der Zirkulation —J’/2 vorhanden 
ist. Ein weiterer von gleicher GréBe 
liegt im Unendlichen, entsprechend 
dem Punkt -++ oo der z-Ebene. Das 


| | the | trisch zur Fligelreihe sein soll (andere 
| | ee Falle lassen sich durch Uberlagerung 
| | | i \2-f0e7€ einer konstanten scree aa 
auf zuriickfiihren), auch im punkt 
at ee Bate der ¢-Ebene, welche dem Punkt —oco 
| i der zEbene entspricht, ein Wirbel 
| 
| | 








&-fbene Feld der beiden im Endlichen der 
| ¢-Ebene liegenden Wirbel J’ und 
—- 9-2 oF —I/2 in den Punkten +14 und 0 laBt 
4 ae sich leicht durch Addition der Felder 

| 


der beiden einzelnen Wirbel berechnen. 
Geht man nun wieder zuriick in die 
z-Ebene, so erhalt man das Feld der 
Wirbelreihe. Es ergeben sich fiir das 
Potential ® und die Stromfunktion WY in einem Punkt x, y folgende Werte 
(X-Achse in Gitterrichtung, Y-Achse senkrecht dazu, Nullpunkt mit einem 
Wirbel zusammenfallend) : 


Abb. 30. Konforme Abbildung einer Wirbel- 
reihe auf einen einzelnen Wirbel. 


: XT 
ee a 
@D = aa otcts at iit (1) 
xg — 
a 
ip Se yx BIG me VO : 
aes oie ple eae 22 = ets 
Y= 7 In(sin 7 COP icos* — eur =). (2) 


Fur die Geschwindigkeitskomponente parallel zum Gitter ergibt sich 











yr 
Sia ps 7 ae 3) 
Ot is cos? ~* (ee = eae *) 
a a a 
Fir die Komponente senkrecht zum Gitter ergibt sich 
t XI 
vee =—2 a (4) 
Ps og 2 2 ava ae) t 
CoP te a eee 


In Ziff. 20 war fiir die Druckgleichung vorausgesetzt, daB sich die Geschwindig- 
keiten ausgeglichen haben. Man kann aus den vorstehenden Gleichungen ersehen, 
wie weit diese Voraussetzung fiir einen bestimmten Punkt zutrifft, bzw. wie weit 
man von der Fliigelreihe sich entfernen mu8, um die Gleichung (1) von Ziff. 20 
mit hinreichender Genauigkeit anwenden zu kénnen. 
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; In ganz ahnlicher Weise wie fiir die gerade Wirbelreihe la8t sich auch fiir 
die kreisférmige das Feld berechnen. Der Radius des Kreises, auf dem die Wirbel 
liegen, mége 1 sein. Einer der Wirbel habe die Polarkoodinaten r= 1, m = 0. 
Wenn wir, um eine symmetrische Strémung zu erhalten, im Mittelpunkt einen 
Wirbel von der Zirkulation —zJ°/2 anordnen (z = Anzahl der Wirbel auf dem 
Kreise, /’= Zirkulation um jeden Wirbel der Reihe), so ergibt sich 
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V. Raumliche Vorgange beim einzelnen Fligel. 


26. Vorgang in der Nahe der Fliigelenden; Bildung einer Unstetigkeits- 
flache. Auf der einen Seite (der Druckseite) eines Fligels, der Auftrieb gibt, 
herrscht Uberdruck, auf der anderen (der Saugseite) Unterdruck. In der Nahe 
des seitlichen Endes, am Rande des Fliigels, kann sich dieser Druckunterschied 
durch Umstrémen des Randes ausgleichen. Die Uber- und Unterdriicke werden 
daher nach dem seitlichen Fliigelrande hin abfallen (Abb. 31). Wir haben auf 


| 

! 

| 
So alee ste 
GSS SSS SS SSS —_ 
— + + + 


Abb. 31. Schnitt durch Abb. 32. Ablenkung der Stromung Abb. 33. Unstetigkeits-~ 
einen Fliigel senkrecht zur durch das Druckgefalle am seit- flache hinter dem Fligel. 
Flugrichtung. Druckab- lichen Rande eines Fliigels. An- 
fall am seitlichen Rande  sicht auf die Saugseite des Fligels. 

des Fliigels. 


der Druckseite des Fliigels ein Druckgefalle nach dem Rande hin, auf der Saug- 
seite ein Druckgefalle vom Rande weg. Wenn nun die Fliissigkeit itber den Fligeh 
hinwegstrémt, so werden die Fliissigkeitsteilchen unter der Wirkung dieser Druck-. 
gefalle seitlich aus ihrer Bahn abgelenkt, und zwar auf der Druckseite nach auBen 
(nach dem Fliigelende) hin, auf der Saugseite umgekehrt (Abb. 32). Wenn sich 
die Flissigkeit dann hinter dem Fliigel wieder zusammenschliebt, so stimmen. 
die Geschwindigkeiten nicht mehr iiberein. Es entsteht eine Unstetigke its-~ 
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flAche in der Strémung, welche die iiber und unter dem Fliigel hinweggegangenen 
Fliissigkeitsteile trennt. : 
Die Strémung hinter dem Fliigel ist demnach eine Potentialstromung mit 
einer Unstetigkeitsflache. Da sie auBer dieser Unstetigkeitsflache keine singularen 
Stellen enthalt, so ist sie nach den Satzen der Potentialtheorie vollstandig be- 
stimmt, wenn die Geschwindigkeiten auf der Unstetigkeitsflache (und die Ge- 
schwindigkeit im Unendlichen) gegeben sind (itber ihre Berechnung s. Ziff. 30). 
27. GréBe des Geschwindigkeitssprunges in der Unstetigkeitsflache. Wir 
wollen voraussetzen, daB die vom Fliigel verursachten Stérungsbewegungen klein 
gegeniiber der Geschwindigkeit im Unendlichen sind. Fir die flugtechnischen 
Verhaltnisse trifft dies einigermaSen zu, fiir die turbinentechnischen vielfach nicht 
mehr. Unter dieser Voraussetzung kénnen wir auch in der Nahe des Fligelrandes 
die Strémung noch im wesentlichen als eben 
ansehen. Das Druckgefalle am Fliigelrande be- 
| wirkt dann wohl eine Quergeschwindigkeit, 
aber auf die kurze Strecke der Fligeltiefe noch 
; keine merkliche Versetzung der Stromlinien. 
ee Betrachten wir die Str6mung um den Fligel 
| im Abstande x vom Fliigelrande (Abb. 34) und 
verfolgen ein Fliissigkeitsteilchen vom vorderen 
Abb. 34. Profilschnitt in der Nahe Staupunkt (V) bis zur Hinterkante (H), sowohl auf 
des Fligelrandes. der Saugseite wie auf der Druckseite. Wir wollen 
im folgenden die erstere mit dem Zeiger s, die 
letztere mit dem Zeiger d bezeichnen. In einem Punkte der Saugseite, der langs 
des Profilumfanges gemessen, den Abstand s, vom vorderen Staupunkt V hat, 
herrsche die Geschwindigkeit v, und dementsprechend der Druck #, = py — 0v2/2. 
Das Druckgefalle vom Rande weg ist 


Op, Ou, 


dx O86 











Bezeichnen wir mit u die Geschwindigkeitskomponente in Richtung der Spann- 

weite vom Rande weg, so erfahrt infolge dieses Druckgefalles ein Flissigkeits- 
: 2 : du; 1 OD, 

teilchen die Beschleunigung et Ree 

Strecke ds, durchlauft, wozu es die Zeit di = ds,/v, braucht, nimmt demnach 
1 Op, ds, 

"@ Ox Uy 


vom Rande weg. Wahrend es die 








die Quergeschwindigkeit u, um den Betrag du, = zu. Setzen wir 


fiir Op,/0x den obigen Wert ein, so ergibt sich 
Ou, Ov, 
Os (One 
An der Hinterkante besitzt das Teilchen dann eine Geschwindigkeit 
H 


Ov, 
Us =(3 ass , 
V 


wobei das Integral vom vorderen Staupunkt V bis zur Hinterkante H iiber 
die Saugseite zu erstrecken ist. Entsprechend finden wir fiir ein Teilchen der 
Druckseite 
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wobei hier das Integral langs der Druckseite lauft. Der Geschwindigkeitssprung ist 
H H 
ty — a= | Gedy — [Setdsy = Perds = 3, (4) 
Vv v 
da ja Quds =T ist. 

Man kann diesen wichtigen Zusammenhang der Wirbelverteilung bzw. des 
Geschwindigkeitssprunges in der Unstetigkeitsflache mit der Verteilung der 
Zirkulation iiber die Fliigelspannweite 
auch in folgender Weise einsehen, wo- 
bei sich auch ergibt, daB die Be- 
schrankung auf kleine Stérungs- 
geschwindigkeit (s. oben) fiir die Giil- 
tigkeit dieses Zusammenhanges nicht 


erforderlich ist. Das _ Linienintegral SK 

langs der geschlossenen Linie J (Ab- IQS 

bildung 35) ist J. Da man diesen i 

Linienzug, ohne Wirbel zu schneiden, 

in den Linienzug JJ wiberfiihren kann SS 


(auBerhalb des Fliigels und der Un- 
stetigkeitsflache sind ja keine Wirbel Abb. 35. Linienintegrale um den Fligel und 
vorhanden), so muB auch die Zirkulation um den Rand der Unstetigkeitsflache. 
um den Linienzug JJ den Betrag J’ 

z 


haben. Diese ist aber f (us — ua)dx, wie man ohne weiteres einsieht, wenn 
0 


man das Linienintegral unmittelbar itber und unter der Unstetigkeitsflache 
bildet (Abb. 36). Daraus folgt ol’/0x = u, — ug. 

Da das Linienintegral IJ (Abb. 35 u.36), die Poten-_ ———f 
tialdifferenz zwischen der Ober- und Unterseite der Un- 





stetigkeitsflache, den Potentialsprung 4@ derselben dar- I 
stellt, so ergibt sich der Satz: 
Der Potentialsprung an I 
—— = einer otelie der Unste- ssi ESA hall = net 
oe tigkeitsflache ist gleich 
Stl del der Zirkulation um das (@* ‘e) LZ 
davorliegende Fligel- app. 37. Querschnitte 
Abb. 36. Linienintegral um ; 5 Peas meted 
den Hand der Unstetivkeits- profil AO=T. (2) durch die Unstetigkeits 


flache in verschiedenem 
28. Weiterbildung der Abstande hinter dem 
Unstetigkeitsflache hinter si ano eeaetare 
dem Fliigel. Unter dem Einflu8 der vom Fliigel hervor- Unstetigkeitsflache aber 
gerufenen Stérungsbewegung wird sich die Unstetig- die Zwischenformen IT 
keitsflache hinter dem Fliigel allmahlich deformieren. und JJ in zwei ein- 
Unmittelbar hinter dem Fliigel hat sie die Gestalt der 7¢® Wiebe AV) diber 
Fliigelhinterkante (Abb. 37 J), dann rollen sich die 
Enden ein und spulen sich immer mehr auf (Abb. 37 IZ), so daB sich schlieB- 
lich die Unstetigkeitsflache in zwei spiralige Gebilde verwandelt (Abb. 37 IIJ), 
welche allmahlich durch Zahigkeitseinwirkung in zwei gewodhnliche Wirbel 
(Abb. 37 IV) tibergehen. Solange wir uns in der Theorie auf den Fall beschranken, 
daB die Stérungsbewegungen sehr klein sind gegeniiber der Hauptbewegung 
(Geschwindigkeit im Unendlichen), kénnen wir uns den Umwandlungsvorgang 
so langsam vorstellen, da8 wir noch in beliebiger Entfernung vom Fligel mit 


flache. 
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einer unveranderten Unstetigkeitsflache rechnen kénnen, Fir manche _Uber- 
legungen, welche auf Energie und Impuls der Stérungsbewegung sich griinden, 
ist tibrigens das Aufrollen der Unstetigkeitsflache auch in kiirzerer Zeit ohne 
EinfluB8, weil dabei keine Energie- und Impulsaénderungen mehr auftreten. : 
Betrachten wir die Fliissigkeit als ruhend und den Fliigel bewegt, so ist 
offenbar vor Beginn der Bewegung alles in Ruhe, also auch keine Unstetigkeits- 
flache vorhanden. Die Unstetigkeitsflache bildet sich nur an den Stellen, wo 
die Flissigkeit durch den Fliigel getrennt wurde und sich nachher wieder zu- 
sammenschloB. Sie erstreckt sich also nur itber das vom Fliigel durchlaufene 
Gebiet. Nach einem der Hrtmuottzschen Satze?) kénnen nun aber Wirbel 
(und die Unstetigkeitsflache besteht ja aus solchen) 
¢ nicht irgendwo im Endlichen endigen, sondern 
“luge! syiissen in sich geschlossen sein bzw. ins Unend- 
liche gehen. Es mu8 daher auch am vorderen und 
hinteren Ende der Unstetigkeitsflache eine Wirbel- 
verbindung vorhanden sein, welche die beiden ent- 
gegengesetzt drehenden Seiten der Unstetigkeits- 
flache verbindet. Am vorderen Ende wird diese 
Verbindung durch den Fliigel selbst gebildet (Ab- 
bildung 38). Denken wir uns die Unstetigkeitsflache 
in lauter einzelne Wirbellinien aufgeteilt, so ko6nnen 
wir diese Wirbellinien uns im Fligel fortgesetzt 
denken, wo sie gerade die nach Ziff. 27 (Abb. 35) 
sich ergebende Zirkulation um den Fliigel be- 
er ar wirken. Am hinteren Ende wird die Verbindung 
, durch jenen Wirbel hergestellt, welcher bei Beginn 
Oe aa men Paocdee vom Fliigel abwandert und die 


Ende der Unstetigkeitsflache, : ; : ; L 
gebildet durch den Fligel und Entstehung der Zirkulation um den Filiigel be- 


den Anfahrwirbel. wirkt (Ziff. 40), den sog. Anfahrwirbel (Ab- 
bildung 38). 

29. Induzierter oder Randwiderstand?). Wenn man nur ein Gebiet be- 
trachtet, das vom hinteren Ende der Unstetigkeitsflache, welche dem Beginn 
der Bewegung entspricht, sehr weit entfernt ist, so kann man darin die Bewegung 
als stationdr ansehen fiir ein Koordinatensystem, in welchem der Fligel ruht. 
Ist das Gebiet auBerdem vom Fliigel, dem vorderen Ende der Unstetigkeitsflache, 
weit entfernt, so daB es nur die Unstetigkeitsflache und deren Feld enthalt, so 
kann man unter der obenerwahnten Voraussetzung kleiner Storungsgeschwindig- 
keiten den Vorgang auBerdem auch fiir ein Koordinatensystem, in welchem die 
Flissigkeit im Unendlichen ruht, als stationar ansehen. Dieses Stationarmachen 
ist jedoch nur -zulassig, soweit es sich um den Bewegungsvorgang in dem be- 
treffenden Gebiet handelt. Fiir die Beurteilung der Energieverhaltnisse der 
gesamten Strémung ist zu beachten, daB der Gesamtvorgang nicht stationar 
ist: Die Unstetigkeitsflache wird ja immer langer, je weiter sich der Fliigel von 
seiner Ausgangsstelle beim Beginn der Bewegung entfernt. Wenn die Bewegung 
bereits lange Zeit gedauert hat, so ist die Unstetigkeitsflache so lang, daB sich 
in ihrem mittleren Teil der EinfluB der Enden (d. 1. des Fliigels und des Anfahr- 
wirbels) nicht mehr bemerkbar macht, die Strémung ist dort so, als ob die 
Unstetigkeitsflache sich nach vorne und hinten ins Unendliche erstrecken wiirde. 
Bei der Vorwartsbewegung verlangert sich nur dieses mittlere Gebiet, da der 


1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 16 ds. Bds. 
*) L. PRANDTL, Tragfligeltheorie, 1. Mitt. Gdttinger Nachr. 1918, S. 451; A, Betz, 
Techn, Ber. d. Flugzeugm. Bd. 1, S, 98. 1917; Naturwissensch. Bd. 6, S. 557. 1918. 
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Bereich, in dem sich der Einflu8 der Enden (Fligel und Anfahrwirbel) geltend 
macht, unverdndert bleibt. Ist v, die Geschwindigkeit des Fliigels relativ zu 
der im Unendlichen ruhenden Flissigkeit, so ist die sekundliche Verlangerung 
gleich vj. Da das Feld der Unstetigkeitsflache kinetische Energie enthalt, so 
wachst mit zunehmender Lange dieser Flache auch die kinetische Energie der 
Stérungsbewegung. Diese Energie muS von auBen durch die Bewegung des 
Fliigels zugefithrt werden. Bei der Bewegung ist daher Arbeit zu leisten, das ist 
aber nur méglich, wenn der Fliigel nicht nur Auftrieb, sondern auch Widerstand 
erfahrt. 

Dieser durch die endliche Spannweite bedingte Widerstand spielt in 
der Flugtechnik, und teilweise auch bei anderen Anwendungen der Fliigel, eine 
sehr groBe Rolle, da er meist erheblich gréBer ist als der mit dem Totwasser 
hinter dem Profil zusammenhangende sog. Profilwiderstand, der bei ebener 
Strémung auftritt. Man nennt diesen Widerstand Randwiderstand, da er 
durch den seitlichen Rand des Fliigels bedingt ist, oder sehr haufig auch indu- 
zierten Widerstand. Letztere Bezeichnung rithrt daher, daB fiir seine Be- 
rechnung ganz dhnliche Gesetze eine Rolle spielen wie bei der Berechnung von 
induzierten Strémen in der Elektrotechnik (Biot-SAvartsches Gesetz). Vom all- 
gemeinen physikalischen Standpunkt aus hat der induzierte Widerstand beson- 
deres Interesse, weil es der erste und bisher noch einzige Fall ist, in dem es 
gelang, einen wesentlichen Teil des Widerstandes eines K6rpers aus seiner Form 
und Geschwindigkeit richtig herzuleiten. 

30. Die Berechnung des induzierten Widerstandes. Wie wir in der vorher- 
gehenden Ziffer sahen, ist die sekundliche Zunahme der Energie der Fliissigkeit 
gleich der kinetischen 
Energie der Stérungs- 

geschwindigkeiten 
zwischen zwei um die V0 
Strecke vg voneinan- _ éiger etal 
der entfernten par- —2— ~*~... -.- —_— 
allelen Ebenen, die in 
groBer Entfernung 
hinter dem _ Fligel 
senkrecht zur Flug- eg othe 
richtung gelegt sind Abb. 39. Sekundliche Verlangerung der Unstetigkeitsflache. 
(Abb. 39). Wenn nun b es 
die Verteilung der Wirbel (des Geschwindigkeitssprunges) in der Unstetigkeits- 
flache bekannt ist, so kann man daraus die Stérungsgeschwindigkeiten (es handelt 
sich um eine ebene Bewegung, da ja der EinfluB der weit entfernten Enden weg- 
fallt) und damit die Energie berechnen. Durch Division mit der Fliigelgeschwindig- 
keit vy erhalt man daraus den induzierten Widerstand 


+co +co 
Wi=/ [Sctanay, (1) 


wobei c die Stérungsgeschwindigkeit bedeutet und das Doppelintegral itber die 
ganze senkrecht zur Hauptbewegung v stehende Ebene mit den Koordinaten x 
und y zu erstrecken ist. 2 

Zu dem gleichen Resultat kommt man, wenn man den Widerstand aut Grund 
der Druckunterschiede auf zwei Ebenen vor und hinter dem Fliigel bestimmt, 
da ja der Unterdruck fiir einen Punkt mit der Stérungsgeschwindigkeit c gerade 
auch oc?/2 ist. 


16* 
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Es gibt aber noch einen einfacheren Weg, diesen induzierten Widerstand zu 
berechnen, indem man untersucht, wie am Fliigel selbst, wo ja die Energie 
zugefiihrt werden mu8, dieser Widerstand entsteht. Mathematisch gesprochen, | 
ist das eine Verwandlung eines Flachenintegrales in ein Linienintegral iiber den 
Rand der Flache. Das Feld der Unstetigkeitsflache bewirkt eine Anderung der 
Zustr6mung zum Fliigel, insbesondere bewirkt die Vertikalkomponente w der 
Stérungsgeschwindigkeit c eine Abwartsneigung der Zustromung um den Winkel 
y =w/vy. Nach dem Kutra-JouKowskyschen Satz iibt die Fliissigkeit auf ein 
Fliigelstiick von der Lange dx die Kraft P = ov, l'dx aus [Ziff. 8, Gleichung (2)]. 
Da die Auftriebskraft senkrecht zur Zustrémungsrichtung steht, ist auch die 

















Abb. 40. Neigung der Auftriebskraft und Abb. 41. Zur Berechnung der St6rungs- 
Zerlegung derselben in den eigentlichen geschwindigkeiten. 
Auftrieb und deren induzierten Widerstand. 


Richtung dieser Kraft um den Winkel m nach hinten geneigt (Abb. 40), und es 
ergibt sich eine Komponente entgegengesetzt der Bewegung, also bezogen auf 
die ungestérte Zustromrichtung v, ein Widerstand 


dW;,;=—dA=owldx. 
Uo © 


Zur Berechnung des induzierten Widerstandes ist es daher nur notig, die 
Vertikalkomponenten w der Stérungsgeschwindigkeiten langs der Fliigelspann- 
weite (die Fliigeltiefe wird hierbei als vernachlassigbar klein angenommen) zu 
berechnen. Der induzierte Widerstand des ganzen Fliigels von der Spannweite J 
ist dann 41/2 
1/2 

Die nachste Aufgabe ist nun die Ermittlung der Vertikalstérungen w am 
Orte des Fliigels. Wir wollen die Verteilung der Zirkulation I’ iiber die Fliigel- 
spannweite zundchst als gegeben voraussetzen, damit ist nach Ziff. 27 auch die 
Verteilung des Geschwindigkeitssprunges in der Unstetigkeitsflache langs der 
Spannweite gegeben. In einer Entfernung % von der Fliigelmitte (Abb. 41) ist die 
Zirkulation um einen Streifen der Unstetigkeitsflache von der Breite dx 


or 
dD =~ dx =I axe 


Ein solcher Streifen ist ein Wirbel von der Zirkulation dl’. Betrachten wir nun 
einen Punkt des Fligels im Abstande é von der Mittellinie. Wiirde der Wirbel- 
streifen der Unstetigkeitsflache sich nach vorn und nach hinten ins Unendliche er- 
strecken, so ware?) dieim Punkte é (Abb. 41) als Feld dieses Wirbels sich ergebende 


1) Vgl. Kap. 1, Ziff.27 ds. Bds. 
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Stérungsgeschwindigkeit dI'/2x(x — é), und zwar nach abwarts gerichtet. Da 
der in Rechnung zu stellende Teil des Wirbels aber am Fliigel endigt (die Fort- 
setzung im Fliigel liefert keinen Beitrag), so daB von einem Punkt des Fligels 
aus betrachtet gerade der halbe Wirbel fehlt, so ist dort die wirkliche Sto- 
rungsgeschwindigkeit dw nur halb so groB: 


rar. fs 
An(y~é)° ~ 4u(~— 6)’ 


aw 


Das Feld der ganzen Unstetigkeitsflache ergibt demnach im Punkte € eine 
Stérungsgeschwindigkeit 
+1/2 


Ti aie, G8 | 
a = fT TAC Sab (3) 
—1/2 





Der induzierte Widerstand des ganzen Fliigels ergibt sich hiernach und nach 
Gleichung (2) zu 
+1/2 +1/2 +1/2 
& Q ae 
Wess owas = ral | Pe) Tx) : (4) 
— 4/2 —12 1/2 








31. Minimum des induzierten Widerstandes. Der Verschiebungssatz}). 
Wie aus Ziff. 30 hervorgeht, ist der induzierte Widerstand von der Verteilung 
des Auttriebes (bzw. der Zirkulation I’) tiber die Spannweite abhangig. Es liegt 
daher die Frage nahe: Wie mu8B man den Auftrieb ttber die Spann- 
weite verteilen, um bei gegebenem Gesamtauftrieb und bei 
gegebener Spannweite den kleinsten induzierten Widerstand 
zu erhalten? Zur Beantwortung dieser Frage ist folgende Hilfsiiberlegung 
von Nutzen: Fiir den Energieverlust, der den induzierten Widerstand bedingt, 
ist die kinetische Energie des Feldes der Unstetigkeitsflache in einem Quer- 
schnitt weit hinter dem Fliigel maBgebend (Ziff. 29). Wie und wo die Un- 
stetigkeitsflache entstanden ist, ist dafiir gleichgiiltig, wenn nur die Entstehungs- 
stelle weit genug von der Stelle, wo wir die Verlustenergie bestimmen, ent- 
fernt ist (was stets in unserem Belieben steht) und die Verteilung der Un- 
stetigkeit quer tiber die Flache unverandert bleibt. Wenn wir daher Teile eines 
Tragwerkes (die Uberlegung gilt nicht nur fiir einen einzelnen Fliigel, sondern 
auch fiir beliebige Zusammenstellungen von Fliigeln, wie z. B. Doppeldecker) in 
Richtung der Hauptbewegung gegeneinander verschieben, ohne daB sich dabei 
die Auftriebsverteilung iiber die einzelnen Tragwerksteile andert, so bleibt der 
induzierte Widerstand unverandert [Verschiebungssatz, zuerst von MuNK}) 
in anderer Form bewiesen], da ja die Verteilung der Geschwindigkeitsspriinge 
in der Unstetigkeitsflache nur von der Auftriebsverteilung der davorliegenden 
Tragwerksteile, nicht aber von ihrer Entfernung abhangt. 

Dieser Verschiebungssatz bietet nun ein bequemes Hilfsmittel, um die 
viinstigste Auftriebsverteilung zu finden (vgl. auch die Anwendung bei Propellern 
Ziff. 41). Solange die Verteilung nicht die giinstigste ist, kann man den induzierten 
Widerstand unter Beibehaltung des Gesamtauftriebes verkleinern, wenn man an 
manchen Stellen den Auftrieb etwas erhéht und an anderen ihn ebensoviel er- 
niedrigt. Im Falle der giinstigsten Verteilung mu jede Vermehrung bzw. Ver- 
minderung des Auftriebes um den gleichen Betrag an jeder Stelle dieselbe Er- 
héhung bzw. Erniedrigung des induzierten Widerstandes mit sich bringen. Es 


1) M. Munk, Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Dissert. Gottingen 
1919; s. auch die in Ziff.29 angegebene Literatur. 
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ist nun aber nicht ganz leicht einzusehen, wieviel der induzierte Widerstand 
zunimmt, wenn man an irgendeiner Stelle des Fliigels den Auftrieb etwas erhoht, 
da ja nicht nur die erhéhte Zirkulation zusammen mit der vom ganzen Fliigel 
an der betreffenden Stelle verursachten Stérungsgeschwindigkeit w eine Zunahme 
des induzierten Widerstandes bedingt. Vielmehr verursacht der hinzugefiigte 
Auftrieb auch eine Anderung der Stérungsgeschwindigkeiten an allen iibrigen 
Stellen des Fliigels und damit auch dadurch eine Anderung des induzierten Wider- 
standes. Nach dem Verschiebungssatz erzielen wir aber die gleiche Wirkung 
auf den induzierten Widerstand, wenn wir die kleine Auftriebserhéhung nicht 
am Filiigel selbst, sondern in einiger Entfernung hinter dem Fligel, etwa durch 
ein kleines dort angebrachtes Fliigelchen, bewirken. Wenn wir dieses theoretische 
Hilfsfliigelchen weit genug vom eigentlichen Fligel entfernt anbringen, konnen 
wir erreichen, daB die von ihm verursachte Stérung am Hauptfliigel beliebig 
klein wird, andererseits ist dann die vom Hauptfliigel verursachte Stérungs- 
geschwindigkeit an dieser Stelle doppelt so groB wie am Hauptfliigel, also gleich 
2w, da ja hier die Unstetigkeitsflache sowohl nach vorn wie nach hinten sich 
erstreckt. Ist 4A die hinzugefiigte AuftriebserhGhung, so ist demnach die 
dadurch verursachte Vermehrung des induzierten Widerstandes (vgl. Abb. 40) 


A= A, 
Uo 


Da dieser fiir gleiche Werte von 4A konstant sein soll, so muB, da vy als Ge- 
schwindigkeit des Fligels konstant ist, auch w itiber die ganze Spannweite konstant 
sein. Da die vertikale Stérungsgeschwindigkeit an der Unstetigkeitsflache weit 
hinter dem Fliigel 2 w, also das Doppelte der Stérungsgeschwindigkeit am Ort 
des Fliigels ist, so muB natiirlich auch diese konstant sein. Das bedeutet aber, 
daB sich die Unstetigkeitsflache wie eine starre Flache mit der Geschwindigkeit 
2w nach abwarts bewegt. 

Wir haben der Einfachheit halber einen einfachen geraden Fliigel betrachtet. 
Man kann diese Uberlegungen aber leicht auch auf jedes beliebig geformte Trag- 
werk anwenden. Man erhalt dann folgenden allgemein giiltigen Satz: 

Der induzierte Widerstand ist bei gegebenem Auftrieb und ge- 
gebener Form des Tragwerkes dannam kleinsten, wenn sich die hinter 
dem Tragwerk entstehenden Unstetigkeitsflachen wie ein starres 
Gebilde mit konstanter Geschwindigkeit nach abwarts bewegen. 

Die GréBe des induzierten Widerstandes ergibt sich aus Gleichung (2) von 
Ziff. 30 fiir konstantes w zu 


W;= me (4) 


Dabei ist bei einem einfachen geraden Fliigel w die Stérungsgeschwindigkeit am 
Fligel. Im Falle eines allgemeineren Tragwerkes ist w die Halfte der Abwarts- 
geschwindigkeit des starren Systemes der Unstetigkeitsflachen. 

Die bisherigen Uberlegungen fiihrten zu einer Aussage iiber die Stérungs- 
geschwindigkeiten bei geringstem induzierten Widerstand, nicht aber iiber. die 
Verteilung des Auftriebes selbst. Doch kann diese fiir einen einfachen geraden 
Fligel leicht daraus ermittelt werden. Wir wissen, daB sich die Unstetigkeits- 
flache wie eine starre Flache nach abwarts bewegen soll. Die Strémung, die zu 
einer solchen Bewegung gehért, ist aber bekannt!), Abb. 42 zeigt den Verlauf der- 
selben. Fiir eine starre ebene Flache von der Breite / ergibt sich namlich der Poten- 
tialsprung 4 @ zwischen Ober- und Unterseite im Abstand x aus der Mitte, der nach 


1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 35 ds. Bds. 


Ziff. 32. Dem Minimum induziert, Widerstandes nicht entsprechende Auftriebsverteilungen., 247 


Ziff. 27 Gleichung (2) gleich der Zirkulation J’ um den Filiigel an der ent- 
sprechenden Stelle ist, zu 


4® =T =2tw)/1 — (7). (2) 


Die Verteilung des Auftriebes iiber die Spannweite, welche den kleinsten induzier- 
ten Widerstand ergibt, hat demnach die Form einer Ellipse (elliptische Auf- 
triebsverteilung). 

Ganz entsprechend kann man fiir jedes allgemeine Tragwerk die den kleinsten 
induzierten Widerstand ergebende Auf- 
triebsverteilung finden. Man braucht dazu 
nur die Potentialstrémung (bzw. davon 
nur die Potentialspriinge) zu ermitteln, 
welche durch die Bewegung des starr 
gedachten Systemes der Unstetigkeits- 
flachen entsteht. Der Auftrieb beim 
einfachen Fligel, der zu der Stérungs- 
geschwindigkeit w gehort, ist nach Glei- 
chung (2) und gem4B Ziff. 8 Gleichung (2) 


+ 1/2 


4 =on[Tdx=on Pwd; 
ya 
daraus ergibt sich 
A 
w=. 
ax (£ vg)z2 GB). AY : 


Der kleinste induzierte Widerstand ergibt 
sich danach und nach Gleichung (41) zu 





Abb. 42. Strémung um die Unstetigkeits- 
flache hinter einem Fliigel, oben fiir ein Ko- 





w A? ordinatensystem, in welchem die Flissigkeit 

W,=A aS y exe 

haa Uo — 0 C (4) im Unendlichen ruht, unten fir eins, in 
a (2 v8) P dem die Unstetigkeitsflache ruht. 


Zur Verwirklichung der giinstigsten Auftriebsverteilung brauchen wir nur 
den FliigelumriB elliptisch zu gestalten (Vorder- und Hinterkante kénnen dabei 
verschiedenen Ellipsen zugehéren, nur die groBen Hauptachsen miissen gemeinsam 
sein, Abb. 43), die Profile alle geometrisch ahnlich und die Sehnen parallel zu 
machen. Da namlich die Stérungsgeschwindigkeit w 


iiber die Spannweite konstant ist, ist auch die aus 
ihr und der Hauptbewegung resultierende Zu- 
strémungsgeschwindigkeit nach GréBe und Rich- 


tung konstant. Wenn daher die Profilsehnen 

parallel sind, so stehen alle Profile unter gleichem Abb. 43. Fligel mit ellipti- 
wirksamem Anstellwinkel, und der Auftrieb ist an schem Umri8. 

jeder Stelle proportional der Profiltiefe, also -wie 

diese elliptisch itber die Spannweite verteilt. Diese Verteilung bleibt dabei 
fiir jeden Anstellwinkel des ganzen Fliigels erhalten. Man kann natiirlich die 
elliptische Auftriebsverteilung auch durch geeignete Verwindung der Fliigel 
(Verteilung des Anstellwinkels) fiir jede andere UmriBform erzielen, doch 14Bt 
sich dies immer nur jeweils fiir einen Anstellwinkel des Fliigels durchfihren, 
da fiir jeden Anstellwinkel eine andere Verwindung erforderlich ist. 

392. Auftriebsverteilungen, welche nicht dem Minimum des induzierten 
Widerstandes entsprechen. In. Ziff. 30 haben wir gesehen, wie man-2u einer 





QAR. Kap. 4. A. Betz: Tragfligel und hydraulische Maschinen, Zitles3e 


gegebenen Auftriebsverteilung die Stérungsgeschwindigkeiten und den induzierten 
Widerstand berechnen kann. Auf Grund der Stérungsbewegung kann man die 
Zustr6mung nach GroSe und Richtung ermitteln — sie ist um den Winkel 
Y = w/v, (kleine Stérung vorausgesetzt) nach abwarts geneigt, ihre Geschwindig- 
keit bleibt im wesentlichen unverandert. Wir brauchen nun nur Profile nach 
Gré6Be und Stellung so anzuordnen, da8 sie in dieser gestérten Strémung den 
gewiinschten Auftrieb geben — gegeniiber der ungestérten Strémung ist der 
Anstellwinkel um 4a = y = w/v, zu vergréBern. Wir erhalten so einen Zu- 
sammenhang zwischen Fliigelform, Auftriebsverteilung und induziertem Wider- 
stand. Dabei ist allerdings zu beachten, daS man nicht zu jeder beliebigen 
Auftriebsverteilung eine Fligelform finden kann. Die Auftriebsverteilung muB 
gegen den Rand hin in bestimmter Weise gegen Null abfallen, da sich sonst 
unendliche Stérungsgeschwindigkeiten und unendlicher induzierter Widerstand 
ergeben wiirden. Eine fiir alle praktischen Bediirfnisse ausreichende zulassige 
Form der Auftriebsverteilung ist folgende: 


P=H=IMyi-2 (A tayztag2t-.--). (1) 

Dabei ist zur Abkiirzung 2/1 = z gesetzt; Iy, «1, %, usw. sind Konstante. 
Schwieriger als die eben behandelte Aufgabe, zu einer Auftriebsverteilung einen 
dazu passenden Fliigel zu finden, ist die umgekehrte, zu einem gegebenen Fliigel 
die Auftriebsverteilung (sowie die Stérungsgeschwindigkeiten und den induzierten 
Widerstand) zu suchen. Dabei interessiert hauptsachlich der praktisch wichtige 
Fall eines rechteckigen Fliigels. Hierfiir ist die Aufgabe (sie fiihrt auf eine 
Integro-Differentialgleichung) gelést worden). Es ergibt sich dabei eine Ver- 
gréBerung des induzierten Widerstandes gegeniiber dem theoretischen Minimum 


MDS ss eRe eehecoes,, « Pelcelee belt neta ies le eee eet a eh Ie, 
a 6 10 


Eine zuverlassige experimentelle Nachpriifung dieser theoretischen Ergebnisse 
war bis jetzt noch nicht méglich, da die geringe Formsteifigkeit ungewdhnlich 
langer Fliigel die Feststellung so kleiner Differenzen auBerordentlich erschwert. 

33. Umrechnung des Fliigelwiderstandes bei Anderung des Seitenverhalt- 
nisses eines Fliigels®). Die in Ziff. 32 angefiihrten Ergebnisse zeigen, daB sich der 
induzierte Widerstand auch bei Fliigeln mit etwa rechteckigem Umari8 nur wenig 
vom Minimum unterscheidet. Man kann daher fiir die meisten praktisch vor- 
kommenden FligelumriBformen den wirklichen induzierten Widerstand durch 
den leicht zu berechnenden Minimumswert ersetzen. Dadurch ist es moglich, in 
einfacher Weise die fiir einen Fliigel gefundenen Auftriebs- und Widerstandswerte 
fiir einen anderen Fliigel mit anderem Verhaltnis von Spannweite zu Tiefe, aber 
gleichen Profilen an entsprechenden Stellen (affin veranderter Fliigel) umzu- 
rechnen, Man kann naémlich annehmen, daB der Beiwert des Profilwiderstandes 
angendhert unverandert bleibt, so daB die ganze Anderung nur vom induzierten 
Widerstand herriihrt. 

Bezeichnen wir mit den Zeigern 1 und 2 die beiden affinen Fliigel (die Be- 
deutung der anderen Zeichen s. Ziff, 4), dann ist fiir gleichen Auftriebswert 


Cy = Ca, = Cag CIR F. 
Cua = Cw + (72 — 2) (1) 

CAE F 
=o, + 2(— 2) (2) 


1) A. Betz, Beitrage zur Tragfliigeltheorie, mit besonderer Beriicksichtigung des ein- 
fachen rechteckigen Fliigels. Dissert. Gottingen 1919; R. Fucus, ZS. f. angew. Math. u. 
Mech. Bd. 1, S. 106. 1921; E. TREFFTz, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 206. 1921. 

2) A. Betz, Techn. Ber. d. Flugzeugm. Bd, 14, S. 98. 1917. 
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Die Anstellwinkel «, und a, sind dabei in absolutem WinkelmaB ausgedriickt. 
Die Formel fiir c, ergibt bei annahernd rechteckigen Umrissen, wenn F/I? < 4/2 
ist, kaum eine bei der heutigen MeBgenauigkeit feststellbare Abweichung von 
den Versuchsergebnissen. Die Formel fiir « weicht etwas mehr, aber auch nur 
sehr wenig, von den Versuchsergebnissen ab (vel. Ziff. 65, Abb. 78 bis 81). 
Der Grund diirfte in der endlichen Fliigeltiefe bzw. in den verschieden groBen 
Stérungsgeschwindigkeiten am vorderen und hinteren Fliigelrande begriindet sein. 


VI. Erweiterung der Theorie des induzierten 
Widerstandes auf Tragwerke und Fliigelreihen. 


34. Praktische Bedeutung der Optimumsaufgaben. Da man im allgemeinen 
kleinen induzierten Widerstand bzw. allgemeiner ausgedriickt, méglichst kleinen 
Energieverlust anstrebt, so werden sich die praktisch vorkommenden Auftriebs- 
verteilungen meist nicht allzu weit von der giinstigsten entfernen. Dazu kommt 
noch, da8 eine Abweichung in der Fliigelform von jener, welche die giinstigste 
Auftriebsverteilung ergibt, nur eine verhdltnismaBig geringe Abweichung in 
der Auftriebsverteilung selbst zur Folge hat. So haben wir beim Eindecker auch 
bei rechteckigem UmriB eine Auftriebsverteilung, welche zwischen der elliptischen 
und der rechteckigen liegt. Das kommt daher, daB wir bei der giinstigsten Auf- 
triebsverteilung eine Stérungsgeschwindigkeit haben, welche itber das ganze 
Tragwerk konstant ist, so da8 die Auftriebsverteilung gerade der Fliigelform 
entspricht. Ist aber der Auftrieb anders verteilt, so ist die Stérungsgeschwindig- 
keit, da, wo der Auftrieb gegeniiber der giinstigsten Verteilung erhoht ist, ver- 
groBert und umgekehrt. Die VergréBerung der Stérungsgeschwindigkeit hat 
aber eine Verkleinerung des wirksamen Anstellwinkels zur Folge, und gleicht 
daher die MaBnahmen, welche die VergréBerung des Auftriebes bewirken sollen 
(VergréBerung des Anstellwinkels oder der Fliigeltiefe) zum Teil wieder aus. 
Man muB daher zur Erzielung einer gewissen Anderung der Auftriebsverteilung 
den Anstellwinkel oder die Fligeltiefe mehr vergréBern, als man ohne Be- 
ricksichtigung der dadurch verursachten Stérungen erwarten méchte. 

Mit Ricksicht auf diese Verhaltnisse hat es eine gewisse Berechtigung, den 
Fall der giinstigsten Auftriebsverteilung als Normalfall anzusehen und die dafiir 
gefundenen Werte auch auf andere Falle als annahernd giiltig zu tibertragen. 

35. Allgemeine Theorie des induzierten Widerstandes von Mehrdeckern}). 
In Ziff. 31 haben wir bereits erwahnt, da fiir jedes beliebig geformte Tragwerk 
der induzierte Widerstand dann ein Minimum wird, wenn die entstehenden Un- 
stetigkeitsflachen sich wie ein starres Gebilde nach abwarts bewegen. Die Be- 
handlung der Frage der Auftriebsverteilung bei kleinstem induzierten Widerstand 
ist damit auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, die Potentialstr6mung um eine Figur 
zu finden, welche der Ansicht des Tragwerkes in der Flugrichtung (Schnitt durch 
die Unstetigkeitsflachen) entspricht. Die Zirkulation an einer Stelle des Trag- 
werkes ist dann gleich der Potentialdifferenz der erwahnten Potentialstrémung 
auf der Ober- und Unterseite der entsprechenden Stelle der Ansichtsfigur. Fur 
einen Doppeldecker fihrt diese Behandlung der Aufgabe auf elliptische Funk- 
tionen, fiir mehr als zwei Fliigel (Drei- und Mehrdecker) auf hyperelliptische 
Funktionen. 

Wenn man vom Doppeldecker zum Vieldecker iibergeht, so kann man sich 
neben der Frage, wie man den Auftrieb auf jedem Fliigel verteilen mu8, auch 


1) L. PraNDTL, Tragfliigeltheorie, 2. Mitt. Gdttinger Nachr. 1919, S. 107. 
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Abb. 44. Strémung um die Unstetig- 
keitsflache (links) und Auftriebsverteilung 
(rechts) bei-kleinstem induziertem Wider- 
stand: a) fiir einen Eindecker, b) fir 
einen Doppeldecker, c) fiir einen Ein- 
decker mit seitlichen Scheiben, d) fiir einen 
Vieldecker bzw. fiir einen Doppeldecker 
mit seitlichen AbschluBflachen. Die stark 
ausgezogenen Linien in den Stromlinien- 
bildern (links) stellen die Ansicht des 
Tragwerkes von hinten gesehen bzw. 
einen Schnitt durch die Unstetigkeits- 
flachen, die schraffierten Flachen (rechts) 
den Auftrieb dar. 


Kap. 4. A. Betz: Tragfltigel und hydraulische Maschinen. 


Ziff.-35. 


noch die Frage vorlegen, wie man die 
einzelnen Fliigel untereinander anordnen 
muB, um den kleinsten induzierten Wider- 
stand zu erhalten. Die konsequente Ver- 
allgemeinerung dieser Fragestellung ist 
folgende: Gegeben ist eine Flache, inner- 
halb der die Tragwerksfigur (Ansicht des 
Tragwerks in der Flugrichtung) liegen 
soll. Wie mu8B man den Auftrieb inner- 
halb dieser Flache verteilen, damit der 
induzierte Widerstand am kleinsten wird. 
Die Lésung dieser Aufgabe gibt dann den 
Grenzwert des induzierten Widerstandes, 
den man durch Verteilung von Fligeln 
innerhalb dieser Flaiche im giinstigsten 
Falle erreichen kann. Es zeigt sich, daB 
man fiir diese giinstigste Verteilung das 
Innere der Flache gar nicht mit Fligeln 
auszufiilen braucht, daB es vielmehr 
geniigt, das Tragwerk nur langs des 
Randes der Flache anzuordnen. Die Ver- 
teilung der Zirkulation ergibt sich wieder 
aus dem Potentialverlauf langs des Ran- 
des der Flache, wenn man sie um- 
str6men 1aBt. 

In Abb. 44 sind die erwahnten Poten- 
tialstromungen und die dabei auftreten- 
den Potentiale fiir einen Eindecker, einen 
Doppeldecker, fiir einen Eindecker mit seit- 
lichen Scheiben4) und einen Vieldecker 
(Rechteck) wiedergegeben. Die der Sté- 
rungsgeschwindigkeit entsprechende An- 


_ strémgeschwindigkeit 2 w ist- dabei fiir alle 


Beispiele gleich 1 genommen. Die schraf- 
fierten Flachen der Potentialdifferenzen 
stellen den Auftrieb und seine Verteilung 
dar. Da fiir andere Stérungsgeschwindig- 
keiten w der Auftrieb A proportional zu 
denselben ist, so ergibt sich, da8 bei ge- 
gebenem Auftrieb A die Stérungsgeschwin- 
digkeiten umgekehrt proportional den in 
Abb. 44 fiir gleiches w gezeichneten Flachen 
sind. Da aber der induzierte Widerstand 
eines Tragwerkes Aw/vy [Ziff. 31 Glei- 
chung (1)] ist, so sind die reziproken Werte 
der Flachen ein VergleichsmaB fiir die 
induzierten Widerstande bei gleichem 
Auftrieb A und gleicher Fortschritts- 
geschwindigkeit vy. 


1) F. NacEL, Fliigel mit seitlichen Scheiben. Vorl. Mitt. d. aerondyn. Versuchsanst. 
zu Gottingen (nicht im Buchhandel), H.2. Géttingen 1925. 
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wus den Doppeldecker wiirden bei groBem Abstande h der beiden Fliigel 
dieselben sich wie zwei Eindecker verhalten, also die doppelte Flache wie ein 
Eindecker gleicher Spannweite oder bei gleichem Auftrieb und gleicher Spann- 
weite den halben induzierten Widerstand ergeben. Je naher die beiden Filiigel 
zusammenricken, um so mehr schrumpfen die Flachen zusammen und gehen 
beim Abstand Null in zwei Halbkreise bzw. einen vollen Kreis wie beim Ein- 
decker ttber. Dementsprechend wachst auch bei konstant gehaltenem Auftrieb 
der induzierte Widerstand auf den Wert des Eindeckers. Das besonders giinstige 
Verhalten der geschlossenen Rechteckflache kommt dadurch zum Ausdruck, 


da8 das ganze Innere dieser Flache mit zur Auftriebsflache kommt, wahrend bei 
Mehrdeckern mit einzelnen ‘ 


Fliigeln der zwischen den Flii- 40 
geln befindliche Raum nur ls 
teilweise ausgeniitzt ist (vgl. 
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derem Gesichtspunkte aus be- a as 
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auf; dieser wird verkleinert, 
je mehr Fligel man in dem ge- 
gebenen Raum verteilt; er wird 
am kleinsten, wenn man das 
Umstr6émen durch Anordnung 
senkrechter Wande verhindert. Gs 

In Abb. 45 sind die sich 
nach diesem Verfahren er- 
gebenden induzierten Wider- 
stande fiir Doppeldecker, Ein- 


ge t ia wtuerenam Abb. 45. Verhaltnis des kleinsten induzierten Wider- 
standes W, von Doppeldecker, Eindecker mit seit- 

Abstandenh mit deminduzier- lichen Scheiben und Vieldecker zum kleinsten indu- 

ten Widerstande des Eindek- ierten Widerstand W, eines Eindeckers gleicher 

kers gleicher Spannweite und Spann a oie. 

gleichen Auftriebes verglichen. 

36. Gegenseitige Beeinflussung der Fliigel eines Doppeldeckers. Wegen der 
flugtechnischen Bedeutung der Doppeldeckeranordnung hat man dieselbe be- 
sonders eingehend untersucht. Bereits bevor die einfachen allgemeinen Gesetze 
des kleinsten induzierten Widerstandes bekannt waren, wurden derartige Unter- 
suchungen durchgefihrt1). Die dabei angewandten Naherungsmethoden bieten 
gegentiber der in Ziff. 35 geschilderten allgemeinen Behandlung manche Vorteile: 
Sie lassen sich ohne sehr erhebliche Schwierigkeiten auch auf kompliziertere An- 
ordnungen anwenden, wo die Berechnung der Potentialstro6mung um die Trag- 
werksfigur (Ziff. 35) mathematisch zu schwierig ist. AuBerdem gewinnt man 
dadurch in manche Verhiltnisse besseren Einblick, insbesondere wenn die An- 
ordnung der Fliigel erheblich vom Optimum abweicht. 

Das Verfahren beruht darauf, daS man von einem einzelnen Fligel ausgeht 
und den stérenden Einflu8 untersucht, den ein benachbarter Fligel auf ihn 
ausiibt. Wenn man namlich die gegenseitigen Stérungen als nicht sehr groB 

1) A. Betz, ZS. f£. Flugtechn. Bd. 5, S. 253. 1914; Techn. Ber. d. Flugzeugm. Bd. 4, 
3.103. 1917. 
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voraussetzt, was meist einigermafen zutrifft, so kann man die Auftriebs- 
verteilung fiir jeden Fliigel im wesentlichen ebenso annehmen, wie wenn er allein 
ware. Man rechnet dann die St6rungen aus, welche jeder 
G Fliigel (einschlieBlich seiner Unstetigkeitsflache) am Ort des 
anderen Fliigels erzeugt, und schatzt danach die sich dort 
ergebenden Anderungen ab. Da der stérende Fliigel immer in 
einiger Entfernung von dem gestérten Fliigel sich. befindet, so 
ist eine genaue Beriicksichtigung der Wirbelverteilung in der 
Unstetigkeitsflache nicht unbedingt nétig. Fiir nicht zu hohe 
Anspriiche an Genauigkeit geniigt es daher, den stérenden 
Fligel durch einen einzelnen Wirbel und die Unstetigkeits- 
flache, deren Wirbel sich ja gegen den Rand hin besonders 
konzentrieren, durch zwei von den Enden der Fliigel nach 
hinten sich erstreckende einfache Wirbel zu ersetzen. Dieses 
ADD. AO. is eklts: 9 “Altona Verfahren*) ist spater verfeinert worden, indem man 
eisenwirbel, des- ; : ee a 
sen Feld in gré- anstatt des Hufeisenwirbels die bei elliptischer Auftriebs- 
Berer Entfernung ~ verteilung sich ergebende Verteilung der Wirbel zugrunde 
weitgehend mit Jegte®). Die Stérungen riihren teils von dem Feld der Un- 
Bi Marte stetigkeitsflache (Abb. 47), teils von der Zirkulation um den 
Fligel selbst (Ziff. 37) her. Auf Grund der gefundenen Stérungs- 
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Abb. 47. Vertikale Storungsgeschwindigkeiten wim Abstand h senkrecht tiber und unter einem 
Fliigel mit der Spannweite 7 bei elliptischer Auftriebsverteilung. 


i A. Betz, s. FuBnote S. 251. 

L. PRANDTL, Techn. Ber. d Flugzeugm. Bd. 3, S. 309. 1 ; 

DIL, . .d. FE : EBeS: - 1918; L. PRanDtL, Tragfl - 
auftrieb und Widerstand in der Theorie. Jahrb. d. wiss. Ges. f. Luftfahrt ae yO 
1p PRANDTL, Der induzierte Widerstand von Mehrdeckern. Ergebn. d. aerodyn. Versuchsanst. 
zu Gottingen, 2. Lief., S. 9. Miinchen: R. Oldenbourg 1923; Noxint Kanto Boss, Uber 
das Doppeldeckerproblem. Dissert. Géttingen 1923. : 


Ziff. 37, 38. EinfluB8 der Zirkulation. Der induzierte Widerstand von Doppeldeckern. 2 53 


profil an der betreffenden Stelle andern mu, damit es trotz der gestérten 
Strémung denselben Auftrieb ergibt. Diese Anderungen beziehen sich auf die 
Fligeltiefe wegen der vermehrten oder verminderten Absolutgeschwindigkeit 
(Ziff. 37), auf den Anstellwinkel wegen der Neigung der Strémung und auf die 
Wélbung des Profiles, da die vertikale Geschwindigkeit an der Vorderkante 
des Fliigels anders ist als an der Hinterkante, die gestérte Strémung also selbst 
gekriimmt ist. 

37. Einflu8 der Zirkulation um den Nachbarfliigel. Bei einem Doppeldecker 
hat die Zirkulation um den unteren Fliigel zur Folge, daB sich der obere Fliigel 
in einem Gebiet erhéhter Geschwindigkeit, der untere Fliigel dagegen in einem 
Gebiet niedrigerer Geschwindigkeit befindet. Ist der Doppeldecker gestaffelt, 
d. h. sind die Fliigel nicht senkrecht iibereinander, sondern steht der eine etwas 
vor, so befindet sich der vordere Fliigel in einer 
nach oben gerichteten Strémung, der hintere ratte Seas Prete 
in einer nach abwarts gerichteten (Abb. 48). 

Der hintere Fligel erfahrt durch diese Neigung 

der Str6mung einen Widerstand (vgl. die Ent- ee Ze omy 

stehung des induzierten Widerstandes Ziff. 30), 

der vordere aber einen genau ebenso grofen 

Vortrieb (negativer Widerstand), so daB sich mG —> Ss 

durch diese Stérungen fiir das Gesamtsystem eee ed 

kein Widerstand ergibt. (Uber die GréBe dieser dawn een Sorat oa 

Stérungseinfliisse vgl. Ziff. 14.) Einen indu- _ licher Spannweite. Uber dem Fligel 

zierten Widerstand ergeben nur die Stérungen, erhdhte, unter ihm verminderte 

welche von der endlichen Spannweite der Fli- Geschwindigkeit, vor dem Flugel 
A A nach oben, hinter ihm nach unten 

gel, also von den Feldern der Unstetigkeits- gerichtete Strémung. 

flachen herrihren. 

38. Der induzierte Widerstand von Doppeldeckern!). Nach den in Ziff. 30 
geschilderten Rechenmethoden findet man den induzierten Widerstand eines 
Fliigels, indem man an jeder Stelle der Spannweite die Zirkulation mit der ver- 
tikalen Stérungsgeschwindigkeit w sowie mit der Flissigkeitsdichte @ multipliziert 
und iiber die ganze Spannweite integriert [vgl. Ziff. 30, Gleichung (2)]. Be- 
zeichnen wir den einen Fliigel mit dem Zeiger 1, den anderen mit 2. W,, mége 
den induzierten Widerstand bedeuten, der am Fliigel 2 durch die vom Fliigel 1 
verursachte Stérung entsteht. Dieser ist 


+1/2 
Wie = 0% Wiel dx. (1) 
=e 


Die Stérungsgeschwindigkeit, welche ein Fliigel an irgendeiner Stelle erzeugt, ist 
proportional der Stérungsgeschwindigkeit am eigenen Fliigel (in Abb. 47 als 
Einheit gewahlt, 4 = 0), also [vgl. Ziff. 31, Gleichung (3), zur Abkiirzung ist hier 
und in den folgenden Formeln ov%/2 = q gesetzt] proportional v)4,/ag und — 
hangt sonst nur noch von den geometrischen Verhaltnissen, d. i. von der Lage 
des betreffenden Punktes zum stérenden Fliigel, ab. Daher kann man auch den 
durch die Stérung verursachten induzierten Widerstand durch den Ausdruck 


A,A 
Wi2= ZAP (2) 


darstellen, wobei o nur eine Funktion der geometrischen Anordnung ist. 


1) L., PranDtL, s. FuBnote S. 252. 


254 Kap. 4. A, Betz: Tragfligel und hydraulische Maschinen, Ziff. 38.. 


Da die Stérungsgeschwindigkeiten in gleichem Abstand tiber und unter 
einem Fliigel gleich sind, so ist auch verstandlich, da bei einem ungestaffelten 
Doppeldecker, wenn Ober- und Unterfliigel gleiche Spannweite besitzen, o und 
damit nach Gleichung (2) auch der induzierte Widerstand, der von der Stérung 


des anderen Fliigels herrithrt, fiir beide Fliigel gleich ist: 
A, Az 
xq i o 


(3) 


Man kann weiterhin zeigen, daB dies auch noch zutrifft, wenn Ober- und 
Unterfliigel verschiedene Spannweite /, und /, haben. Es ist dann 
A Ae 
aq hl, a 


War a Wi» = 





Wa = Wi. = (4) 
Dagegen gilt diese Gleichung nicht mehr, wenn der Doppeldecker gestaffelt ist 
(vgl. Ziff. 37). Aber da im letzteren Falle der induzierte Widerstand des vor- 
stehenden Fliigels um denselben Betrag verringert wird, wie der des zuriick- 
stehenden vermehrt wird, so bleibt die Summe W,, + W,, unverandert. Sie ist 


eae (5) 


oe LE Res 

Der gesamte induzierte Widerstand eines Doppeldeckers setzt sich nun zusammen 
aus den induzierten Widerstanden der beiden Fliigel, die jeder durch seine eigene 
Randstérung verursacht [Eindeckerwiderstand, Ziff. 31, Gleichung (4)]. Dazu 
kommt der von der gegenseitigen St6rung herrithrende Widerstand, so da man 
fiir den gesamten induzierten Widerstand erhalt 

4 (At pg Aids | AB) 
= (5 eae Byres (6) 


Werte von o fiir verschiedene Anordnungen unter Voraussetzung elliptischer 
Auftriebsverteilung bei jedem der beiden Fligel sind in folgender Tabelle*) 
zusammengestellt (J, und /, = Spannweiten der beiden Fligel, # = lotrechter 
Abstand derselben): OFF 


Werte von o. 





Wi. +Wa= 2 





Us 












2h] (l, + le) 0 | 0,1 | 








Lives Oa ere SY, 4,000 0,655 0,485 0,370 0,290 0,230 
0,8 oder 1/0,8 0,800 0,600 0,459 0,355 0,282 0,225 
0,6 oder 1/0,6 0,600 0,485 0,394 0,315 0,255 0,210 


Bei gleicher Spannweite des Ober- und Unterfliigels (1, =J/,) wird der 
induzierte Widerstand dann am kleinsten, wenn die Zirkulation um die beiden 
Fliigel gleich groB ist. Dieser Kleinstwert ist 


Were cA ke a 
W; * age SS ’ (7) 


wobei A = A, + A, den Gesamtauftrieb des Doppeldeckers bedeutet.. Da fiir 
einen Eindecker Wimin = A?/aq/* ist [vgl. Ziff. 31, Gleichung (4)], so stellt der 
Faktor (1 + 0)/2, ein echter Bruch, die durch die Doppeldeckeranordnung erziel- 
bare Verbesserung gegeniiber einem Eindecker von gleichem Auftrieb, gleicher 
Spannweite und gleicher Geschwindigkeit dar. Man kann die Rechnung auch fiir 


1) L. PranpTL, Der induzierte Widerstand von Mehrdeckern, s. FuBnote S. 252. 
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“a 


ungleiche Spannweiten der beiden Fligel durchfiihren?). Schreiben wir den in- 
duzierten Widerstand des Doppeldeckers 
A2 


Weni ~ mae (8) 


wobei /, die groBte Spannweite bedeuten soll, so ergeben sich fiir den Verbesserungs- 
faktor x die in nachstehender Tabelle angegebenen Werte: 


Werte von x fiir Doppeldecker mit verschiedener Spannweite der beiden Fligel. 


hlky 





Die dazugehorige Verteilung des Auftriebes auf die beiden Fliigel ergibt sich aus 


folgender Tabelle: Werte von A,/(A; + Ay). 








hil, 

















UaiipiaEAlnmeka cy sie: cw saahe a 0,500 0,500 0,500 
Oonl 2 Ro aa aces 10) 0,310 0,338 0,355 0,364 
CGtetas w usiss- 6! ° te) 0,157 0,191 0,211 0,224 


39. Fliigel mit Unterbrechungen (Spaltverlust). Befinden sich zwei Fliigel 
nebeneinander in sehr groBer Entfernung, so ist, wenn die Zeiger 1 und 2 die 


Soe 


Abb. 49. Fliigel mit Spalt. Abb. 50. Strémung um die Unstetigkeits- 
flache hinter einem Fliigel mit Spalt. 








beiden Fliigel bezeichnen, der induzierte Widerstand des einen W, = Aj/a qi, 
der des anderen W, = 43/aqg. Lat man die’ beiden Fligel immer naher zu- 
sammenriicken, bis sie sich schlieBlich beriihren und einen einzigen Fliigel von 
der Spannweite /, + /, bilden, so ist der Widerstand W = (A, + A,)?/a ¢(l, + 1,)?, 
das ist weniger als W, + W,. Sind z.B. die beiden Fligel gleich, so ist fiir die 
einzelnen Fliigel W, + W,= 2Aij/aq&, wahrend nach dem Zusammenrticken 
W = (2 A,)2/q (214)? = Ai/agii, also halb so groB wie die Summe der Wider- 
stinde der einzelnen Fligel ist. Fiir eine Zwischenstellung, wenn also die Fligel 
nahe nebeneinander stehen mit einem Spalt s zwischen sich (Abb. 49), liegt der 
induzierte Widerstand zwischen den beiden Grenzwerten. Man sieht daraus, daB 
man durch Teilung eines Fliigels in zwei nebeneinander hegende Teile und Tren- 
nung durch einen Spalt den Widerstand vergrdBert. Dies leuchtet auch ein, 
wenn man bedenkt, daB sich der Druckunterschied zwischen Ober- und Unter- 
seite ja auch durch den Spalt ausgleichen kann, so da8 hier ein ahnlicher Ver- 
lust entsteht wie an den seitlichen Randern. 

Die quantitative Berechnung kann wie beim Doppeldecker in zweifacher 
Weise gcschehen: Man kann die Potentialstromung um die Ansichtsfigur in der 
Bewegungsrichtung (zwei gerade Linien Abb. 50) behandeln und die Potential- 


1 °L. PranptiL, Der induzierte Widerstand von Mehrdeckern, s. FuBnote S, 252. 


256 Kap. 4. A. Brrz: Tragfliigel und hydraulische Maschinen. Ziff. 40. 


differenzen zwischen Ober- und Unterseite berechnen (Ziff. 35)1). Man kann 
aber auch die Auftriebverteilungen als annahernd elliptisch voraussetzen und 
die gegenseitigen Stérungen berechnen (wie in Ziff. 38). Das letztere Verfahren 
ist allerdings nur anwendbar, wenn der Spalt einigermafen groB ist, da sonst 
die Voraussetzung elliptischer Auftriebsverteilung fiir jeden Teilfliigel zu wenig 
zutrifft. Teilt man einen Fliigel von der Lange / in der Mitte durch und riickt 
die beiden Teile um die Strecke s (Spaltbreite) auseinander (Abb. 49), dann wird 
der induzierte Widerstand fiir gleichen Auftrieb und gleiche Geschwindigkeit 
um einen Faktor x vergréBert, der sich aus nachstehender Tabelle ergibt: 


Werte von x fiir Fligel mit Spalt. 
s/(l+s) ) | 0,004 / 0,01 0,4 | 1 
| 1,00 | 1,312 1,480 | 1,763 | 2 


Hierzu ist jedoch zu bemerken, daB fiir sehr kleine Spalte diese Theorie zu 
hohe Werte fiir den induzierten Widerstand liefert®) (vgl. auch Ziff.57). Die 
Fliigel haben namlich stets eine endliche Dicke, und wenn die Spaltweite s von 
der GroBenordnung der Fliigeldicke oder kleiner ist, so kann sich der Druck 
durch den Spalt nicht mehr so vollstandig ungehindert ausgleichen wie bei 
einem freien Fliigelende (Abb. 51). Es bleibt ein merklicher Druckunterschied 


Abb. 51. Einflu8 der endlichen Fliigel- Abb. 52. Schraubenpropeller. 
dicke auf den Druckausgleich bei sehr 
engem Spalt. 





zwischen dem unteren und dem oberen Ende des Spaltes bestehen. Die Driicke 
der Saug- und Druckseite fallen daher nicht bis auf den Wert 0-am Spalt ab, 
wie es die einfache Theorie annimmt, indem sie unendlich dine Fliigel voraus- 
setzt. Infolgedessen werden aber auch die Stérungsgeschwindigkeiten und damit 
der induzierte Widerstand kleiner’). (Uber weitere Einfliisse, welche die schad- 
liche Wirkung eines solchen Spaltes vermindern konnen, s. Ziff. 57.) 

40. Ubertragung der Optimumsaufgabe auf Schraubenpropeller*). Ein 
Propeller hat die Aufgabe, ein von einem Antriebsmotor ausgetibtes Dreh- 
moment M in eine axial wirkende Kraft, den Schub S, umzusetzen (Abb. 52). 
Diese Umsetzung geht in der Weise vor sich, daB sich der Propeller unter der 
Wirkung des Drehmomentes M mit der Winkelgeschwindigkeit w dreht, wobei 
die Leistung Mw zugefiihrt werden muB. AuBerdem bewegt sich der Propeller 
in axialer Richtung mit der Geschwindigkeit v vorwarts, er fihrt also eine 


1) L. PRANDTL, Tragfliigeltheorie, 2. Mitt. Géttinger Nachr. 1919, S. 107. 

*) A. Betz, Uber die Vorgange an den Schaufelenden von Kaplanturbinen. Hydrau- 
lische Probleme, S. 161. Berlin: VDI-Verlag 1926. 
He a) rma esas t= Ergebnisse s. M. Munk u. G. Carto, Techn. Ber. d. Flugzeugm. 

de 431Si219: , 

*) A. Betz, Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust, mit einem Zusatz von 
L. PRANDTL. Géttinger Nachr. 1919, S. 193. Obige Darstellung ist gegeniiber der zitierten 
Originalarbeit verallgemeinert, so daB sie auch stark belastete Schrauben umfaBt. 
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Schraubenbewegung aus. Ein Stiick eines Fliigels im Abstand 7 von der Achse 
hat die Geschwindigkeitskomponenten “ = 7q@ in tangentialer und v in axialer 
Richtung (Abb. 53). Es erfahrt als Fliigel infolge dieser Bewegung eine Kraft dP, 
welche bei verlustlosem Vorgange und. bei Vernachliassigung von Stérungs- 
bewegungen senkrecht zur Bewegungsrichtung stehen wiirde. Ist die Zirkulation 
um den Fliigel an der betreffenden Stelle J’, so ist die Axialkomponente dieser 
Kraft dS = eI'vwdr, die Tangentialkomponente dT = ol'vdr [Ziff. 8, Glei- 
chung (2)]. Dabei soll dy die Lange des betreffenden Fliigelstiickes sein. Die Nutz- 
leistung dieser Kraft bei der Vorwartsbewegung des Propellersist v dS, die vom 
Motor aufzubringende Leistung ist rwdT. Beide Leistungen sind gleich, was ja 
auch sein mu8, wenn keine Verluste auftreten sollen. Die von diesen Kraften ver- 
ursachten Stérungsgeschwindigkeiten bedingen aber ganz ahnlich wie bei ein- 
fachen Fliigeln und Tragwerken eine Richtungsanderung der Relativgeschwindig- 
keit zwischen Flissigkeit und Fliigel und damit eine Drehung der Kraft dP im Sinne 
eines induzierten Widerstandes und damit einen Energieverlust. Dazu kommt 
natiirlich noch wie beim einfachen Fliigel auch der | 
Profilwiderstand des Fliigels, wir wollen aber fiir die 
folgenden Uberlegungen zunichst von diesem absehen!). 
In entsprechender Weise, wie wir beim Fliigel nach der 
Auftriebsverteilung suchten, welche den kleinsten indu- 
zierten Widerstand ergibt, kénnen wir uns die Frage 
vorlegen: Wie mu8 man einen gegebenen Schub itiber 
die Fliigel eines Propellers von gegebenem Durch- app, 53. Bewegung eines 
messer und gegebener Fliigelzahl verteilen, damit der Propellerfliigels und Krafte 
(induzierte) Energieverlust am kleinsten, der Wirkungs- an ihm. | 
grad also am gréBten wird. 

41. Bedingung fiir den geringsten Energieverlust bei Schraubenpropellern. 
Wir fiihren die Uberlegung ganz entsprechend wie in Ziff. 31 durch: Von den 
Fligeln gehen schraubenférmige Unstetigkeitsflachen aus, und wir kénnen das 
Stérungsfeld als Feld dieser Unstetigkeitsflachen darstellen. Den Energieverlust 
wie auch den Schub kénnen wir am Fliigel selbst aus der Zirkulation und den 
Geschwindigkeiten berechnen, aber auch hinter dem Propeller aus der Energie 
bzw. dem Impuls der Stérungsbewegung. Der letztere Umstand erméglicht die 
Anwendung des Verschiebungssatzes (Ziff. 31), wonach der Energieverlust sowie 
der Schub unveradndert bleibt, wenn wir Fliigelteile ohne Anderung ihrer Zir- 
kulation langs der Unstetigkeitsflache, und zwar langs der darin legenden 
Wirbellinien verschieben. Die letztere Erklarung ist nétig, da der Verlauf der 
von einer Stelle des Fliigels ausgehenden Wirbel nicht ohne weiteres festliegt. 
Sind die Stérungsbewegungen sehr klein (ist der Propeller schwach belastet), 
so liegen die Wirbellinien auf den von ihren Entstehungsstellen am Fliigel durch- 
laufenen Bahnen, also auf Schraubenlinien mit gemeinsamer Steigung. Bei 
starkerer Propellerbelastung deformiert sich aber die Unstetigkeitsflache infolge 
der Stérungsgeschwindigkeiten. Insbesondere riicken die Wirbellinien hinter 
dem Propeller etwas gegen die Achse hin (Strahlkontraktion s. Ziff. 45). Wenn 
die Schubverteilung iiber den Fliigel am giinstigsten sein soll, so muB eine Ver- 
mehrung der Zirkulation an irgendeiner Stelle des Fligels um ATI’und die dadurch 
bedingte Vermehrung von Schub und Drehmoment um dS bzw. aM fir jede 
Stelle denselben Wirkungsgrad haben, denn sonst kénnte man an solchen Stellen, 











1) Uher den Einflu8 des Profilwiderstandes auf die giinstigste Schubverteilung vegl. 
folgende Arbeiten: H. B. HELMBOLD, ZS. £. Flugtechn. Bd. 15, S. 150 u. 170. 1924; Tu. BIENEN 
u. TH. v. KArmAn, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 68, S. 1237 us 1315. 1924; Tu. BienEN, ZS. f. 
Flugtechn. Bd. 16, S. 209 u. 221. 1925. 


Handbuch der Physik. VII. 17 


258 Kap. 4. A. Betz: Tragfligel und hydraulische Maschinen. Ziff. 41. 


wo ein Schubzuwachs mit schlechtem Wirkungsgrad arbeitet, etwas Schub 
hinwegnehmen und an anderen Stellen, wo er giinstiger arbeitet, hinzufiigen und 
dadurch den Gesamtwirkungsgrad verbessern. Es mu8 also fur jede Stelle des 
Fliigels (vdS)/(wdM) = k = konst. sein. Um die Schwierigkeit zu vermeiden, 
welche die Ermittlung der Wirkung der von der zusatzlichen Zirkulation Ar’ 
herriihrenden Stérung auf die ibrigen Fliigelteile bietet, bringen wir gemaB 
dem Verschiebungssatz die zusatzliche Zirkulation nicht am Fliigel selbst, sondern 
weiter hinten in seiner Unstetigkeitsflache an. Dieses zusdtzliche Fligelstiickchen 
mit der Zirkulation AI” mége sich im Abstand 7 von der Achse befinden und 
die Linge dv haben. Es bewegt sich mit dem Propeller in axialer Richtung mit 
der Geschwindigkeit v, in tangentialer Richtung mit der Geschwindigkeit rw. 
Wenn die Stérungsgeschwindigkeit an dieser Stelle die Komponenten w, ent- 
gegengesetzt zu v und w, gleichgerichtet mit yw hat, so sind die Komponenten 

der Relativgeschwindigkeit v-+w, und 
7 @ —#,. Dementsprechend wird der Schub- 


cf i. i: zuwachs dS = oAI (yw — w,) dr (1) 
y ve s% und der Momentenzuwachs 
aM=oAI'(v+wu)rdr  . (2) 


7 
Ss 
| und damit der Wirkungsgrad dieses Zu- 


! wachses  ygs wea) a, (3) 
PWV a lmig re odM” vo(v+w) 3 
TW =e 
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Da dieser fiir die giinstigste Schubverteilung, 


Abb. 54. - Zusammensetzung der ab- Wie wir oben zeigten, konstant sein soll, so folgt 


soluten Propellerbewegung und der 
Stérungsgeschwindigkeiten. daraus Fite Ae v 


erry (4) 


yo—wW, RYo Yo 


wobei v/k =v’ gesetzt ist. Die Verhaltnisse sind in Abb. 54 dargestellt. Die 
Linie J ist die Strémung relativ zum Fliigelstiickchen ohne Beriicksichtigung 
der Stérungsgeschwindigkeit. Infolge der Stérungsgeschwindigkeit w, mit den 
‘Komponenten wg und w, ergibt sich die relative Strémung JJ, deren Richtung 
aus der Richtung von J dadurch hervorgeht, da8 man die Geschwindigkeit v im 
Verhaltnis 1/k vergréBert [Gleichung (4)]. Unsere Optimumsiiberlegung verlangt, 
daB dieses Vergr6éBerungsverhaltnis fiir jeden Radius 7 dasselbe sein soll. Da nun 
die Gesamtheit aller ungestérten Zustrémungsrichtungen J eine Schraubenflache 
bilden, so miissen es auch die Zustrémungsrichtungen JJ tun, nur mit dem Unter- 
schied, daB die Steigung der Schraubenflache JJ im Verhialtnis 1/k gréBer ist als 
die von J. Bei ungestérter Bewegung wiirde die Unstetigkeitsflache mit der 
Schraubenflache J zusammenfallen. Infolge der Stérungsgeschwindigkeiten geht 
die Unstetigkeitsflache in die Schraubenflache IJ iiber. 

Die Stérungsgeschwindigkeit w, ist durch die Optimumsbedingung nicht 
vollstandig festgelegt. Wir ersehen aus Abb. 54, daB nur verlangt ist, daB der 
Endpunkt von w, auf der Geraden IJ liegt. Je nachdem, an welcher Stelle von IJ 
er liegt, ist GréBe und Richtung von w, verschieden. Zerlegen wir w, in zwei 
Komponenten, von denen die eine w, senkrecht auf JJ steht, wahrend die andere 
parallel dazu ist, so ist uns durch die Optimumsbedingung eine Aussage iiber w» 
gemacht, nicht aber iiber die andere Komponente (diese mu8 auf Grund anderer 
Beziehungen ermittelt werden). Da v fiir jeden Radius konstant ist, so ist es 
auch v’ = v/k und w =v’ —v. Aus Abb. 54 kénnen wir die Beziehung ablesen 

Yo 


Ua 0 Oe ae : (5) 
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Diese Bedingung wird auch erfiillt, wenn wir uns die deformierte Unstetigkeits- 
flache (Schraubenflache JZ) starr denken und mit der Geschwindigkeit w in 
axialer Richtung verschieben. Wir erhalten demnach folgenden Satz: 

Fine Schraube mit gegebenem Schub hat dann den geringsten 
Energieverlust, wenn sich die von den Fliigeln ausgehenden Un- 
stetigkeitsflachen nach einer anfdnglichen beschrankten Defor- 
mation wie starre Schraubenflachen axial nach hinten verschieben. 

Die Verwertung dieses Satzes bietet leider einige Schwierigkeiten, indem die 
Berechnung der mit dieser Potentialbewegung zusammenhangenden Stérungs- 
geschwindigkeiten noch nicht vollstandig geldst ist. Uber die bisherigen Lésungen 
vel. Ziff. 56. 

In ahnlicher Weise wie beim Schraubenpropeller kann man die Optimums- 
uiberlegung auch fiir andere Fligelrader durchfiihren, doch hat sie dort nicht die 
Bedeutung erlangt, entweder weil die Verhaltnisse an sich wibersichtlicher sind 
(Rader mit Gehause) oder weil der Wirkungsgrad nicht von so ausschlaggebender 
Wichtigkeit ist (Windrader). Uber einige Fille solcher Anwendungen vel. Ziff. 57. 


VII. Fligelreihen und Fligelrader mit 
sehr kleinem Flugelabstand. 


42. Fliigelreihen von endlicher Spannweite. Bei Fliigelreihen macht sich als 
Folge der endlichen Spannweite der einzelnen Fliigel auBer dem induzierten Wider- 
stande noch ein anderer Umstand geltend, der einen wesentlichen Unterschied 
gegeniiber den in Ziff. 19 behandelten ebenen Vorgangen bedingt. Dort hatten 
wir auf Grund der Kontinuitatsbedingung gefunden, daB die Geschwindigkeits- 
komponente v senkrecht zur Gitterebene vor und hinter dem Gitter gleich sein 
mu [Gleichung (2) von Ziff. 19]. Beim Gitter mit endlicher Spannweite ist die 
Voraussetzung fiir diese Beziehung nicht erfwllt, da sich die Flissigkeit auch in 
Richtung der Spannweite ausbreiten oder zusammenziehen kann. Dafir er- 
halten wir hier die Bedingung, da8 der Druck in groBer Entfernung vor und 
hinter dem Gitter gleich sein mu8. Da namlich die seitlich an der Fliigelreihe 
vorbeigehende Strémung keine Druckanderung erfahrt, so mu8 sich die durch 
das Gitter gehende Strémung durch seitliche Ausbreitung oder Zusammen- 
ziehung diesem Umstand anpassen. 

Um diese Verhialtnisse fiir sich zu tibersehen, wollen wir zunachst von den 
einen induzierten Widerstand verursachenden Vorgangen an den einzelnen 
Fliigelenden absehen. Wir wollen daher voraussetzen, daB der Fligelabstand a 
sehr klein gegeniiber der Spannweite sein soll. Im Grenzfall geht dabei die 
Fliigelreihe in eine durchlassige Wand iiber, welche die Eigenschaft hat, daB 
die Geschwindigkeitskomponente parallel zu dieser Wand sich beim Durchtritt 
der Flissigkeit unstetig von , auf u, andert. Die Geschwindigkeit senkrecht 
zur Gitterwand kann sich aus Griinden der Kontinuitaét nicht unstetig andern, 
sie sei unmittelbar vor und hinter dem Gitter v’. Wenn wir uns auf die nachste 
Nachbarschaft der Gitterebene beschranken, so haben wir wegen der geringen 
Veranderlichkeit der DurchfluBgeschwindigkeit v’ die Voraussetzungen wie 
bei der ebenen Strémung erfiillt und erhalten eine Druckdifferenz $, — pg vor 
und hinter dem Gitter gemaB Gleichung (1), Ziff. 20, bzw. Gleichung (1), FAL 22, 
wobei wir nur v durch v’ ersetzen miissen. Das Koordinatensystem ist hierbei 
so gewahlt, daB das Gitter ruht. Da nun seitlich vom Gitter keine solche Druck- 
differenz méglich ist, so mu8 vor und hinter dem Gitter ein allmahlicher Aus- 
gleich der Driicke unter gleichzeitiger Beschleunigung bzw. Verzégerung der 
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Strémung eintreten. Die Tangentialgeschwindigkeiten u, und m, bleiben hierbei 
unverandert, da in der Richtung parallel zum Gitter kein Druckgefalle vorhan- 
den ist. Es andert sich nur die Normalgeschwindigkeit v. Sind p der Druck 
weit vor und hinter dem Gitter, p, und ~, die Driicke unmittelbar vor und 

hinter dem Gitter, ferner v, und v, die 
Normalgeschwindigkeiten weit vor 
und hinter dem Gitter (Abb. 55), soist 








wy ye, 
p | 
= b—p=Si—v') (1) 
und ele : 
ee p—-p=f0'-% 2) 
ea oder 
eee e b—h=2£—-Y, 0) 
is andererseits ist aber nach Glei- 
chung (1) von Ziff. 22 
Tes 2; 9 ) , 
bi — Po = Z(t — i) +P’, 
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é i p’ den Verl im h- 
Abb. 55. Geschwindigkeiten vor und hinter einer wobei # fe Bi bet t lan ney 
Fligelreihe von endlicher Spannweite. Links 8408 Gurch dle Mingetreihe itolge 
Schnitt in der Gitterrichtung (senkrecht zur des Fliigelwiderstandes zum Aus- 


Fligelspannweite), rechts senkrecht zur Gitter- druck bringt (Ziff. 22). Daraus folgt 
richtung (parallel der Spannweite). Die Fliigel- 

: ; : am 0 0 
reihe ist durch die stark ausgezogene Linie ow Be 102) i (v3 ae 2) Be p', ( 4) 


angedeutet. 2 ee 


was sich auch direkt aus der BERNoULLIschen Gleichung ergibt, da ja der Druck 
weit vor und hinter dem Gitter derselbe ist. 

43. DurchfluBgeschwindigkeit durch das Gitter. Die nachste Frage ist die: 
Kann man eine Aussage iiber die Absolutwerte der Driicke #, und #, (nicht 
nur tiber ihre Differenz) bzw. ttber die DurchfluBgeschwindigkeit v’ machen? 
Ein Stiick des Gitters von der Flache F erfahrt infolge des Druckunterschiedes 
pb, — pf, eine Normalkraft P, = F(p,— ,) (auBerdem noch eine Tangential- 
kraft P,). Die entgegengesetzte Kraft wird vom Gitter auf die durchstrémende 
Fliissigkeit ausgeiibt, wodurch nach dem Impulssatz die Geschwindigkeits- 
anderung v, — v, bewirkt wird. Da die sekundlich durch die Flache F strémende 
Masse m = oF v’ ist und fiir die Geschwindigkeitsanderung nach dem Impulssatz 
sich (vy — v,)m = P, ergibt, so erhalten wir, wenn wir noch die soeben ab- 
geleitete Beziehung £, — p, = o (vj — v3)/2 verwenden, 


(v) — %) oF v' = F(p, — p.) = FS (vi — 08) = FE (v, — 0.) (0, + 2). 
Daraus folgt 


pe U1 + Us 
DS ees (1) 


d. h. die Normalkomponente der DurchfluBgeschwindigkeit v’ ist das arithmetische 
Mittel aus den Normalgeschwindigkeiten vor und hinter dem Gitter. (DaB fiir 
die Tangentialgeschwindigkeiten das gleiche gilt, ist bereits in Ziff. 20 gezeigt.) 
Fir die Driicke unmittelbar vor und hinter dem Gitter erhalten wir nun 


b-P=F3ut%)%—%), (2) 
b— by = 3 (r1 + 3%) (1 — v2). | (3) 
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Bei dieser Uberlegung ist stillschweigend vorausgesetzt, daB auf die durch- 
strémende Fliissigkeitsmasse m keine andere Kraft wirkt als die von der Fliigel- 
reihe ausgeiibte Kraft P,. Wenn wir als Flache F eine Rechteckflache wahlen, 
welche sich tiber die volle Breite der Fliigelreihe (itber die ganze Spannweite 
der Fliigel) erstreckt, dann trifft diese Voraussetzung auch zu. Wir kénnen dann 
namlich den der Impulsbetrachtung unterzogenen Raum 
so abgrenzen, daB die seitlichen Grenzen in der ungestérten 
Strémung verlaufen, wo der Druck konstant ist. Dagegen 
ist die Uberlegung fiir eine beliebige kleine Fliche inner- 
halb des Gitters nicht ganz zulassig!). Da namlich in dem 
Ubergangsgebiet von v, auf v’ und von v’ auf v, die Strom- 
linien gekriimmt sind, so besteht infolge der dadurch ver- 
ursachten Zentrifugalkrafte in diesen Gebieten ein Druck- 
gefalle bzw. ein Druckanstieg von den mittleren Teilen 
nach dem Rande hin. Da sich aber in diesen Gebieten die Abb. 56. Drucke auf 
Stromlinien erweitern oder zusammenziehen, so iibt dieses N°, Tomiaden in 

? , der Nahe einer Flii- 
Druckgefalle auf eine Stromréhre, die wir uns etwa aus- gelreihe. 
wahlen, auch eine Kraftkomponente in der Y-Richtung 
(normal zur Gitterebene) aus (Abb. 56). Das Vorzeichen dieser Kraft ist vor 
und hinter der Fliigelreihe entgegengesetzt, so daB sie sich in ihrer Wirkung auf 
die Stromréhre zum Teil aufhebt. Immerhin bleibt eine Differenz bestehen, und 
deshalb ist der oben berechnete Wert von v’ nur als Mittelwert iiber die Spann- 
weite anzusehen, wahrend die genaue Verteilung tiber die Spannweite nur auf 
Grund komplizierterer Rechnungen zu ermit- 
teln ist2). ond Stee 

44. Der Wirkungsgrad von Fliigelreihen 
endlicher Spannweite. Wir wollen eine Fliigel- 
reihe voraussetzen, bei der Energie auf die 
Flissigkeit tibertragen wird, bei der also v, < v, Ug-Uw 
und 4, >, ist (Ziff. 23). Es ist dies jener Pe 
Fall, der hauptsachlich fiir Schraubenpropeller Aes 7 7 47 


eine Rolle spielt. Die Fliigelreihe mége sich 
selbst mit der Geschwindigkeit u entgegen- 
gesetzt wu, und uw, in tangentialer und mit der 
Geschwindigkeit v entgegengesetzt v, und v, 
in normaler Richtung bewegen. v,, vz, 4, und 
UM sollen wie bisher die Geschwindigkeiten re- 
lativ zur Fligelreihe bedeuten, dann sind die 
Komponenten der absoluten Zustromgeschwin- 
digkeiten v, — v und u, — u, die der absoluten ppb. 57. Absolute Geschwindig- 
Abstromgeschwindigkeiten v, —v und u,— 4%.  keiten und Krafte an einer Fligel- 
Die Krafte, welche eine Flache F des Gitters reihe, welche einem Propeller ent- 
erfahrt (vgl. die Einschrankung Ziff. 43), sind perignt Ms Sait Ma 





Py = $F (i — 8) — pF = FFG) (1) 
in der Richtung von v und 


P,= oF v' (uy — Ua) (2) 
1) D. THoma, ZS. f. Flugtechn. Bd. 16, S. 206. 1925. , 
2) Eine verwandte Aufgabe bei rotationssymmetrischer Strémung (Propeller) ist be- 
handelt von H. Kimmet, ZS. f. Flugtechn. Bd. 3, S. 53. 1912. 
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entgegen der Richtung von u. Die Geschwindigkeiten und Krafte sollen positiv 
gerechnet werden, wenn sie mit den in Abb. 57 gezeichneten Richtungen tber- 
einstimmen. 

Zur Aufrechterhaltung der Bewegung in der X-Richtung muB man die 
sekundliche Arbeit uP, leisten; aus der Bewegung in der Y-Richtung gewinnt 
man die sekundliche Leistung vP,. Im Falle eines Propellers muB die erstere 
Leistung vom Motor aufgebracht werden, wahrend die zweite als Nutzleistung 
zum Vorwartsbewegen eines Schiffes (Flugzeuges) mit dem Widerstand —P, und 
der Fahrgeschwindigkeit v zur Verfiigung steht. Der Wirkungsgrad der Fliigel- 
reihe ist demnach - 


les SoBe! 
Setzen wir fiir P, und P, die in Gleichung (1) und (2) angegebenen Werte ein, 
so erhalten wir it ae f p’ 





= 2’ (U, — Uy) U : aes 
Den Klammerausdruck rechts haben wir bereits [Ziff. 23, Gleichung (3)] als 
Wirkungsgrad der Fliigelreihe bei ebener Strémung kennengelernt und gefunden, 
daB er sich durch die Gleitzahl ¢ der Fliigel und durch die DurchfluBgeschwindig- 
keiten v’ = (v, + v,)/2 und wu’ = (uw, + 4,)/2 ausdriicken laBt 


e vy’ 
1—ée— 





4 MPs de Ue 
re ‘ hi rene 
a (ui — 45) wis Fac 


Den ersten Teil des obigen Ausdruckes fiir 7 kénnen wir ebenfalls noch etwas 
vereinfachen und erhalten, wenn wir auch da (uw, + u,)/2 durch w’ ersetzen 


vy’ 





pee @) 
ag u’* 3 
e Seitoe F 


In dieser Darstellung des Wirkungsgrades kann man deutlich drei Einfliisse 
erkennen, welche den Wirkungsgrad verschlechtern und sich getrennt durch 
Teilwirkungsgrade ausdriicken lassen. Der Teilwirkungsgrad v/v’ rithrt daher, 
da8 die fiir die Nutzleistung maBgebende Geschwindigkeit v kleiner ist als die 
Geschwindigkeit v’, mit der sich der Propeller relativ zur Flissigkeit vorwarts- 
bewegt. Man denke etwa an ein Schiff, das stromaufwarts fahrt und infolge der 
-Strémung trotz gleicher Schraubenleistung langsamer vorwadrtskommt als im 
ruhenden Wasser. «/w’ ist die entsprechende Wirkung von Tangentialgeschwindig- 
keiten: Fir die vom Motor zu leistende Arbeit ist die Absolutgeschwindigkeit 
maBgebend, wahrend fiir die Energieumsetzung die Relativgeschwindigkeit w’ 
in Frage kommt. Der dritte Teilwirkungsgrad (1 — eZ) | (1 + es) ist, wie wir 
wissen, eine Folge des Profilwiderstandes der Fliigel. 

Fur Fligelreihen, welche der Fliissigkeit Energie entziehen (Ziff. 26), bei 
denen also v,; >v, und uw, <u, ist (Turbinen, Windmiihlen), sind die Uber- 
legungen im wesentlichen dieselben. Man erhalt als Wirkungsgrad 





u’ 
et Demeene 
Tne e matin ac : (4) 
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45. Der maximale theoretische Wirkungsgrad von Schraubenpropellern 1). 
Die in der vorstehenden Ziffer gefundenen drei Ursachen, welche den Wirkungs- 
grad einer Fliigelreihe verschlechtern, treten auch beim Schraubenpropeller auf, 
Wahrend nun der Einflu8 der Gleitzahl sich durch Wahl eines giinstigen Fliigel- 
profiles wenigstens bis zu einem gewissen Grade vermindern ]a8t und der Ein- 
flu8 der Tangentialgeschwindigkeit sich etwa durch Anwendung von Leit- 
apparaten im Prinzip ganz vermeiden la8t, ist der Einflu8 der Axialgeschwindig- 
keit durch den verlangten Schub und den Propellerdurchmesser unvermeidbar 
festgelegt. Es hat daher einen Sinn, diesen Verlust, welcher durch die auBeren 
Verhaltnisse bedingt ist, fiir sich zu behandeln. Der Wirkungsgrad, der sich daraus 
ergibt, bedeutet den oberen Grenzwert, dem man um so naher kommt, je besser 
die sonstige Ausfiihrung des Propellers ist. Wir idealisieren demgemaB den 
Propeller in folgender Weise: Wir ersetzen ihn durch eine durchlassige Kreis- 
scheibe. Die durch die Scheibe hindurchtretende Fliissigkeit soll eine Druck- 
steigerung erfahren. Tangentiale Krafte (senkrecht zur DurchfluGrichtung) 
sollen dabei aber nicht auftreten. Auch sollen mit der Drucksteigerung selbst 
keine Verluste verbunden sein. Durch dieselbe Uberlegung wie bei der Fligel- 
reihe finden wir auch beim Propeller, daB die DurchfluBgeschwindigkeit v’ 
gerade das arithmetische Mittel aus den Geschwindigkeiten vor und hinter dem 
Propeller ist [Ziff. 43, Gleichung (4)] 

, Vy + Vg 
pepe 

Der in axialer Richtung wirkende Propellerschub S entspricht genau der Kraft P, 
bei der Fliigelreihe. Wir erhalten daher 


S=oFv'(v,— 1). (1) 
Die Flache F ist dabei die den Propeller idealisierende Kreisscheibe. Wenn D 
den Propellerdurchmesser bedeutet, so ist demnach 
Dike 
4 
Da der Propeller im allgemeinen in ruhender Flissigkeit arbeitet (andere 
Falle kann man leicht durch Wahl eines entsprechenden Koordinatensystems 


darauf zuriickfiihren), so ist die Zustromgeschwindigkeit gleich der Fahr- 
geschwindigkeit 





F= 


Op Ure 


Wenn wir beriicksichtigen, daB nach Ziff. 43, Gleichung (1) v, — v, = 2(v’ — vj) 
ist, so erhalten wir aus Gleichung (1) 


2 Fy? 
2 





Den Ausdruck links vom Gleichheitszeichen, in dem die obenerwahnten auBeren 
Bedingungen zum Ausdruck kommen, nennt man Belastungsgrad. Wir wollen 


fiir ihn zur Abkiirzung schreiben 
, S 


2 Ry 
2 





(2) 


Cs = 


Wir erhalten nun aus obiger Gleichung 
v’ 


ast pita) (3) 


1) RANKINE, Trans. Inst. Naval Archit. Bd. 6, S. 13. 1865; FRouDE, ebenda Bd. 30, 
S. 390. 1889. 
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und damit fiir den maximalen theoretischen Wirkungsgrad 

v 2 

oie 6S eed eet 4) 

Wo. Ea ane, ( 
Wenn wir die Fliissigkeit verfolgen, welche durch den Schraubenkreis hin- 

durchstrémt, so ist der von ihr eingenommene Querschnitt wegen der wechseln- 

den Geschwindigkeit verschieden. Ist F, der Querschnitt dieser Fliissigkeit weit 

vor dem Propeller, F, der weit hinter dem Propeller, so verhalt sich 


Tee gat ab a pink = +7 OY a Aa | 


Oe HS Th 


max = 


Die Flissigkeit, welche aus dem Propeller mit erhéhter Energie austritt, bildet 
den sogenannten Schraubenstrahl. Die Querschnittabnahme desselben von 
F auf F, nennt man Strahlkontraktion. 

46. Schraubenpropeller im Stand; Hubschrauben. Ist die Fahrgeschwin- 
digkeit v und damit auch die ZufluBgeschwindigkeit v, vor dem Propeller Null, 
so wird der Wirkungsgrad Null, da ja der Propeller keine Nutzarbeit leistet. 
AuBerdem wird der Belastungsgrad unendlich, so daf die Formeln der vorigen 
Ziffer nicht mehr anwendbar sind. Trotzdem lassen sich aber die Uberlegungen, 
welche zum Begriff des maximalen theoretischen Wirkungsgrades fihrten, mit 
Nutzen auch auf den Fall der Schrauben am Stand anwenden. Diese Verhaltnisse 
haben praktische Bedeutung einmal bei der Anfahrt der Fahrzeuge, dann aber 
auch bei Hubschrauben, welche eine Last senkrecht in die Héhe heben sollen, 
wobei die Geschwindigkeit des Steigens meist so klein ist, daB sie vernachlassigt 
werden kann. Die Frage, welche hier gestellt wird, ist die: Welchen Schub kann 
man mit einer Schraube erzeugen, und welche Leistung ist dazu erforderlich? 

Da die Geschwindigkeit vor der Schraube v, = 0 ist, so wird nach Ziff. 43, 
Gleichung (1) die Durchflu8geschwindigkeit v’ = v,/2 und nach Ziff. 45, Glei- 
chung (14) der Schub 


S = eFv'v, = 2 FR = 20 Fo". (1) 
Die erforderliche Leistung ist 
LS = 2oru%, . (2) 


sie wird ausschlieBlich dazu verwandt, der Luft die Geschwindigkeit v, zu erteilen, 
und wandert in Form von kinetischer Energie ab. Eliminieren wir aus den 
letzten beiden Gleichungen v’, so erhalten wir 


Ss 


De PN 9 cuiee (3) 


den gewiinschten Zusammenhang zwischen der Leistung und dem Schub. Man 
sieht daraus, daB bei gegebenem Schub die Leistung beliebig klein werden kann, 
wenn man nur den Propellerdurchmesser, also die Flache F, geniigend groB macht. 
Dem stehen nur konstruktive Schwierigkeiten, insbesondere Gewicht und 
Umfangsgeschwindigkeit entgegen. 

Die DurchfluBgeschwindigkeit v’ durch die Schraube und die Strahl- 
geschwindigkeit v, ergeben sich aus Gleichung (1) zu 


"= 3 Vier ® 


Al. EinfluB der Strahldrehung. Bei der Fliigelreihe (Ziff. 42 bis 44) bot die 
Beriicksichtigung der tangentialen Geschwindigkeit keine wesentliche Schwierig- 


Ziff. 47. ; EinfluB der Strahldrehung. 265 


keit. Beim Propeller, wo die tangentiale Geschwindigkeit u, eine Drehung des 
Schraubenstrahles bedeutet, ergeben sich erheblich gréBere Schwierigkeiten. 
Diese sind dadurch bedingt, daB mit der Drehung des Strahles Zentrifugalkrafte 
verbunden sind, welche einen Unterdruck im Innern des Strahles bedingen. Dies 
hat aber zur Folge, daB die Uberlegungen, welche zu dem Ergebnis fithrten, daB 


eee a 
2 


ist (Ziff. 43), nicht mehr anwendbar sind. Weiterhin zieht sich der Strahl infolge der 
VergréBerung der Axialgeschwindigkeit von v’ auf v, radial zusammen (Strahlkon- 
traktion, Ziff. 45). Da aber dabei das Impulsmoment der Drehbewegung kon- 
stant bleiben mu8, so vergréBert sich die Tangentialgeschwindigkeit im umge- 
kehrten Verhaltnis, wie der Abstand des betreffenden Flissigkeitsteilchens von 
der Achse abnimmt. Die Vermehrung der kinetischen Energie der Tangential- 
geschwindigkeit, die damit verbunden ist, geht auf Kosten der Energie, welche 
sonst fiir die Axialgeschwindigkeit zur Verfiigung steht. Die Tangential- 
geschwindigkeit ist demnach sehr weitgehend mit der Axialgeschwindigkeit 
verkniipft. Diese etwas verwickelten Zusammenhange sind noch sehr wenig 
erforscht. In sehr vielen praktischen Fallen sind aber zwei Umstande einer 
einfacheren Behandlung giinstig: Wenn namlich 1. die tangentialen Geschwindig- 
keiten itberhaupt klein sind gegentiber den Anderungen der axialen Geschwindig-+ 
keiten und 2. auch die axialen Geschwindigkeiten selbst sich so wenig andern, 
daB die Strahlkontraktion keine erhebliche Rolle spielt (geringer Belastungs- 
grad c,), so kann man den Einflu8 der Strahldrehung auf die axialen Geschwindig- 
keiten vernachlassigen. 

Trotzdem bleibt gegeniiber der einfachen Fligelreihe noch eine Erschwerung 
bestehen, indem die Verhaltnisse beim Propeller sich in radialer Richtung von 
Punkt zu Punkt andern, da ja in jeder Entfernung 7 von der Achse eine andere 
Geschwindigkeit « =rq herrscht (w = Winkelgeschwindigkeit des Propellers). 
Wahrend, ohne Beriicksichtigung der Strahldrehung, der Schub gleichmaBig tiber 
die ganze Propellerkreisflache zu verteilen war, wenn man den besten Wirkungs- 
grad suchte, mu8 man bei Beriicksichtigung der Drehung die Teile in der Nahe 
der Achse vom Schub entlasten, da sie infolge zu starker Drehung einen zu schlech- 
‘ten Wirkungsgrad ergeben. Wir miissen daher zunachst nach einer geeigneten 
Verteilung des Schubes suchen. Hierbei kommt uns nun das in Ziff. 41 gefundene 
Resultat zugute, welches ja eine Aussage tiber die Stérungsgeschwindigkeiten 
macht. Wenn auch die allgemeine Verwertung dieser Aussage auf Schwierigkeiten 
stoBt, so kann man sie verhaltnism4Big leicht unter einschrénkenden Voraus- 
setzungen, welche den praktischen Verhdltnissen meist nicht stark wider- 
sprechen, verwenden. Diese Einschrankungen sind: 4. die Fliigel stehen so 
dicht, da8 man ihren endlichen Abstand vernachlassigen kann, 2. die St6rungs- 
geschwindigkeiten sind klein gegeniiber den Geschwindigkeiten des Propellers. 

Die zweite Voraussetzung besagt, da8 die Kontraktion zu vernachlassigen 
ist. Damit laBt sich aber in ganz entsprechender Weise wie beim einzelnen Fligel 
(Ziff. 30) zeigen, daB die Stérungsgeschwindigkeiten in der Propellerkreisflache 
gerade halb so groB sind wie im fertig ausgebildeten Schraubenstrahl. AuBerdem 
entsprechen die Unstetigkeitsflachen den von den Fliigeln durchlaufenen Bahnen, 
sie sind also nicht deformiert (Ziff. 41). Die erste Einschrankung erméglicht uns 
eine einfache Berechnung der Stérungsgeschwindigkeiten. Wenn namlich die 
starr zu denkenden Unstetigkeitsflachen sehr eng stehen, so sind die bei einer 
Verschiebung derselben auftretenden Stérungsgeschwindigkeiten normal zu den 
Unstetigkeitsflachen (w, = w,, Abb. 54). Ist die Winkelgeschwindigkeit des Pro- 
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pellers w, die Fortschrittgeschwindigkeit v, so ist der Winkel f, den die Un- 
stetigkeitsflache im Abstande y von der Achse mit der tangentialen Richtung 
bildet, gegeben durch die Beziehung 


tgp = (1) 
Ist die Verschiebegeschwindigkeit der Unstetigkeitsflache w, so ergibt sich fur 
die Stérungsgeschwindigkeit normal zur Flache (s. Abb. 58) 
Wy = weosB, (2) 
a oat fiir die Komponente in axialer Richtung 


Wy = Wy, cos 8 = wcos?p = wr » #3) 





7 
| fiir die Komponente in tangentialer Richtung 
‘ ; U:7%Oo 
y= W, Sin = w sinf cosh = w is a: (4) 
Fiir den Schub S des ganzen Propellers ergibt 
sich durch Anwendung des Impulssatzes [vgl. 
Ziff. 45, Gleichung (1)] 





——————— v 


R 
Abb. 58. Geschwindigkeiten der S=e vf w -2rndr 
Unstetigkeitsflache hinter einem a 
Propellerfliigel. 
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wobei R den Radius der Schraubenkreisflache, R22 =F also die ganze Kreis- 
flache und . 
ee Ro (6) 
das Verhaltnis der Fahrgeschwindigkeit zur Umfangsgeschwindigkeit der Fligel- 
spitzen des Propellers bedeuten. Dieses letztere Verhaltnis wird Fortschritts- 
grad genannt. 
Der Belastungsgrad [Ziff. 45, Gleichung (2)| ergibt sich zu 


ae arth —emlttg.  - 
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Diese Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen der Verschiebegeschwindig- 
keit w und dem Belastungsgrad c, . 

Da die Stérungsgeschwindigkeiten am Propeller selbst halb so groB sind 
wie am fertig ausgebildeten Schraubenstrahl, also w,/2 und w,/2, so ist der Wir- 
kungsgrad fir alle Stellen im Abstande rv von der Achse [Ziff. 44, Gleichung (3)] 
. w, 
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Durch Einsetzen der oben abgeleiteten Werte fiir w, und w, ergibt sich hieraus 
fiir kleine Werte von w, und w, 


Us 


Uv 


Ww 
Vv ca 
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unabhangig von 7. Der Wirkungsgrad ist also fiir jeden Punkt der Kreisflache 
derselbe, Damit ist aber auch der Wirkungsgrad des ganzen Propellers — wir 
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wollen ihn, da die Verluste durch den Fliigelwiderstand vernachlissigt sind, als 
»theoretischen Wirkungsgrad“ bezeichnen — 
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Wenn wir aus Gleichung (7) w/v durch den Belastungsgrad c, ausdriicken und 
dabei zur Abkiirzung 


1—#in(t+4) =z 


setzen, so wird 
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48. EinfluB des Fliigelwiderstandes. Begrenzung der Propellerabmessungen. 
Der Fligelwiderstand bewirkt beim Propeller in gleicher Weise wie beim ein- 
fachen Schaufelgitter eine Wirkungsgradverschlechterung, die sich in dem Teil- 
wirkungsgrad 7) = (1 = -Z) /( ee +) ausdriickt (Ziff. 23 u. 44). Ein die Aufgabe 
erschwerender Unterschied liegt nur darin, daB dieser Wirkungsgrad von Radius 
zu Radius verschieden ist. Der vom Widerstand der Fliigel herriihrende Fligel- 
wirkungsgrad des ganzen Propellers yp ergibt sich durch Integration ttber den 
Radius: Ist dS der Schub, der von der Propellerringflache 27 2 dy ausgetibt wird 
[Ziff. 47, Gleichung (5)], so ist 
S 
a) | 
Der Gesamtwirkungsgrad des Propellers ist 


n= Hin NF» (2) 


wobei yn, der in Ziff. 47 Gleichung (9) abgeleitete theoretische Wirkungsgrad ist. 

Bei gegebener Gleitzahl ¢ (Ziff. 3 u. 4) ist der Fliigelwirkungsgrad bedingt 
durch das Verhaltnis v’/u’ an jeder Stelle. Da dieses Verhaltnis selbst aber im 
wesentlichen von dem Fortschrittsgrad 4 = v/Rw, dem Verhaltnis der Fahr- 
geschwindigkeit zur Umfangsgeschwindigkeit der Fliigelspitzen abhangt, so ist 
der Fliigelwirkungsgrad durch den Fortschrittsgrad 2 nach oben hin begrenzt. 

Vom Standpunkt des Motorenbaues aus ist eine méglichst hohe Drehzahl 
erwiinscht, um leichte Maschinen zu erhalten. Mit Riicksicht auf einen guten 
maximalen theoretischen Wirkungsgrad ist ein méglichst groBer Propeller- 
durchmesser anzustreben. Dem steht aber im Wege, da bei hoher Drehzahl 
und groBem Durchmesser die Umfangsgeschwindigkeit der Fliigelspitzen Rw sehr 
groB und damit bei gegebener Fahrgeschwindigkeit der Fortschrittsgrad A=v/Ra 
sehr klein wird. Dies verschlechtert aber den Fligelwirkungsgrad. Unter Be- 
riicksichtigung dieser beiden Einfliisse ist bei gegebenem Schub und gegebener 
Drehzahl ein giinstigster Durchmesser festgelegt. Bei gréBerem Durchmesser 
wiirde die Verschlechterung des Fligelwirkungsgrades mehr ausmachen als die Ver- 
besserung des maximalen theoretischen Wirkungsgrades und bei kletnerem Durch- 
messer die Verschlechterung des letzteren mehr als die Verbesserung des ersteren. 

In vielen Fallen ist der Propellerdurchmesser auch durch Platzmangel 
beschrankt und die Umfangsgeschwindigkeit auBerdem durch die in Ziff. 18 
geschilderten Einfliisse der Kompressibilitat (Schallgeschwindigkeit bei Lutft- 
schrauben) oder der Kavitation (Schiffsschrauben). 
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49. Das Stérungsfeld in der Umgebung eines Propellers. An sich laBt sich 
das Geschwindigkeitsfeld in der Umgebung eines Propellers in entsprechender 
Weise wie das eines Fliigels aus der Bewegung der Unstetigkeitsflachen und der 
Zirkulation um die Fliigel berechnen. Die mathematischen Schwierigkeiten sind 
allerdings ganz wesentlich gréBer als beim einfachen Fliigel. Im allgemeinen 
wird man sich aber auch hier mit ahnlichen Naherungsmethoden wie beim ein- 
fachen Fliigel behelfen k6nnen. 

Wir haben gesehen (Ziff. 36), da8 man beim Eindecker zur Berechnung 
des Stérungsfeldes den Fliigel und seine Unstetigkeitsflache durch einen huf- 
eisenformigen Wirbel ersetzen kann. Die entsprechende Vereinfachung beim 
Propeller fiihrt auf die in Abb. 59 dargestellte Wirbelanordnung?). Dabei sind 
die Propellerfliigel durch gerade Wirbelstiicke zu ersetzen, welche sich in einem 

gemeinsamen Wirbel in der Achse und in schraubenférmigen 
| Wirbeln, welche den Bahnen der Fliigelspitzen folgen, fort- 
Pp 
| 






Y  setzen. 


<2 Eine noch weitergehende Vereinfachung, welche aber 
q auch fiir sehr viele Zwecke ausreicht, besteht darin, daB man 

»~ 

Kalen 
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den Propeller durch eine Senke ersetzt. Da namlich die 
Flissigkeit im Schraubenstrahl wegen ihrer gréBeren Geschwin- 
digkeit weniger Querschnitt erfordert als vor dem Propeller, 
so ist. die wesentliche Wirkung fiir die Umgebung (auBer- 
halb des Schraubenstrahles) dieselbe, als ob eine entsprechende 

Abb. 59. System 

der wesentlichsten 

Wirbel hinter 

einem Schrauben- 

propeller. 


Flissigkeitsmenge verschwunden ware. Ist E die Ergiebigkeit 
dieser Ersatzsenke (sekundlich verschwindendes Volumen), so 
besteht die Beziehung 

E (Dp 
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wobei F die Schraubenkreisflache, v die Geschwindigkeit vor dem Propeller 
(Fahrgeschwindigkeit) und c, den Belastungsgrad [Ziff. 45, Gleichung (2)] 
bedeuten. Fir Propeller am Stand, wo ja der Belastungsgrad unendlich wird 
(Ziff. 46), erhalt man 

E SS) 

50. Windmiihlen?). Vielfach beniitzt man kleine Windmiihlen auf Flug- 
zeugen zum Antrieb von Stromerzeugern fiir Funkentelegraphie oder ahnlichen 
Hilfsapparaten. In solchen und verwandten Fallen ist die Windmiihle eine ein- 
fache Umkehrung des Propellers. Es lassen sich die beim Propeller angestellten 
Uberlegungen gréBtenteils sinngemaB hierauf iibertragen. 

Bei den normalen ortsfesten Windmiihlen liegen die wirtschaftlichen Ver- 
haltnisse wesentlich anders und bedingen eine besondere Betrachtung: Bei den 
meisten anderen Maschinen, insbesondere beim Propeller und bei den obenerwahn- 
ten Windmithlen auf Flugzeugen liegt eine scharf definierte zugefiihrte und 
abgegebene Leistung vor, und damit liegt auch das Verhaltnis der beiden, der 
Wirkungsgrad, eindeutig fest. Der Windmiihle steht dagegen eine an sich be- 
lebig groBe Energie in der Bewegung des sehr ausgedehnten Luftmeeres zur 
Verfiigung. Ihre Aufgabe besteht deshalb weniger darin, eine bestimmte Energie- 
menge moglichst wirtschaftlich, d. h. mit bestem Wirkungsgrad, zu ver- 


1) H. Fértincer, Neue Grundlagen fiir die theoretische und experimentelle Behandlung 
des Propellerproblems. Jahrb. d.. schiffbautechn. Ges. Bd. 19, S. 385. 1918. 


*) A. Betz, Windenergie und ihre Ausnutzung durch Windmihlen. Géttingen: Van- 
denhoeck & Ruprecht 1926. 


Ziff, 54, Rader mit Gehause. 269 


arbeiten, als darin, aus der riesigen Windenergie einen Teil moéglichst 
billig zu gewinnen, d. h. in technisch verwertbare Form iiberzufiihren, Der 
Wirkungsgrad ist dabei an sich belanglos, soweit er nicht die Gestehungskosten 
pro Einheit der gewonnenen Energie beeinfluBt. Da die Kosten im wesentlichen 
durch die GréBe des Bauwerks bedingt sind, so lauft die Fragestellung darauf 
hinaus: Wieviel Energie kann man mit einem Rade von gegebenem Durchmesser D 
bei gegebener Windgeschwindigkeit v = v, gewinnen? 

Zur Behandlung dieser Frage kann man sich eng an das Verfahren an- 
schlieBen, das beim Propeller zum maximalen theoretischen Wirkungsgrad fithrt 
(Ziff. 45). Man erhalt dann jenen Grenzwert, dem die Leistung sich nahert, 
wenn man alle Verluste durch Strahldrehung und Fliigelwiderstand vermeiden 
. wiirde. 

Durch die Windradebene strémt die Luft mit einer Geschwindigkeit 
v’ = (v, + »)/2 [Ziff. 43, Gleichung (1)]. Die dem Winde sekundlich entzogene 
Energie ist L = @Q(v;—v3)/2; dabei ist Q = v'D*%x/4 die sekundlich durch 
das Rad strémende Luftmenge.: Bremsen wir die Luft im Rade stark ab, d. h. 
machen wir v, klein, so wird zwar in obigem Ausdruck fiir L der Faktor v7 — v3 
groB, aber gleichzeitig wird Q verkleinert, da die Durchflu8geschwindigkeit 
abnimmt. Es wird daher ein giinstigstes Verhdltnis v,/v, geben, bei dem das 
Windrad dem Winde am meisten Energie entzieht. Setzen wir den Wert fiir Q 
und v’ ein, so erhalten wir, wenn wir noch D2z/4 = F setzen, 

Orme es Ve Vg\2 
L=£Fof-3(1 +7 (4 — (2). 


Uy 
L wird ein Maximum fir v,/v, = 4, und zwar wird 


RES 
ere ate ry (1) 
Die wirkliche Leistung LZ eines Windrades ist wegen der unvermeidlichen Verluste 
kleiner. Man bezeichnet das Verhdaltnis der wirklichen Leistung L zum maximalen 
theoretischen Imax als Giitegrad 
IC, 
Zur dimensionslosen Kennzeichnung der Leistung eines Windrades verwendet 


man vielfach das Verhdltnis 
Vi 
Cr, = (3) 


2 Fv 
2 





und bezeichnet es als Leistungsziffer. Zwischen cz; und ¢ besteht dem- 
nach die Beziehung c (4) 


51. Rader mit Gehduse. Bei Radern, welche in einem Gehause laufen 
(Pumpen, Turbinen), fallen die Erscheinungen, welche mit der Strahlkontraktion 
-gusammenhangen und z. B. zum Begriff des maximalen theoretischen Wirkungs- 
grades fiihren, weg. Die mittlere Geschwindigkeit vor, im und hinter dem Rade 
ist hier durch die Leitungsquerschnitte bedingt. Die Gebiete vor und hinter 
dem Rade sind durch das Rad vollstandig getrennt und kénnen daher verschiedene 
Driicke haben. Fiir den Wirkungsgrad des Rades sind, abgesehen von dem in 
Ziffer 52 behandelten Spaltverlust, hauptsdchlich die Strahldrehung und der 
Fliigelwiderstand von EinfluB. Fiir den Wirkungsgrad der ganzen Anlage kommen 
natiirlich noch die Verluste in den Leitungen vor und hinter dem Rade in Betracht. 


wR 
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Wahrend man bei Propellern mit Ricksicht auf den maximalen theoretischen 
Wirkungsgrad die Stérungsgeschwindigkeiten wenigstens noch in maBigen 
Grenzen zu halten sucht, fallt bei Fliigelradern mit Gehadusen diese Ricksicht 
fort, zumal da man hier die Verluste durch Strahldrehung verhaltnismaBig 
leicht durch Anordnung von Leitapparaten vermeiden kann. Die Storungs- 
geschwindigkeiten (Ablenkungen der Stromrichtung) kénnen daher beliebig groB 
sein. Damit fallen aber auch manche Vereinfachungen fort, welche bei der Trag- 
fliigel- und Propellertheorie auf Grund der Annahme kleiner Stérungsbewegungen 
zulassig waren. 

52. EinfluB des Spaltes zwischen Rad und Gehduse. Zwischen dem um- 
laufenden Rad und dem Gehause mu8, um freie Beweglichkeit zu gewahrleisten, 
ein kleiner Zwischenraum (,,Spalt‘‘) bleiben. Denkt man sich den Spalt sehr . 
groB, so gehen die Verhaltnisse in die eines Fliigelrades ohne Gehause tiber. Der 


Fligelrad 





Abb. 60. Strémung durch den Spalt Abb. 61. Strémung durch den Spalt 

zwischen einem Turbinenrad und dem zwischen einem Pumpenrad und dem 

Gehause. Der Querschnitt des Spalt- Gehause. Die Flissigkeit strémt zuriick. 
wassers verengt sich. 


durch das Rad strémende Fliissigkeitszylinder erweitert oder verengt sich je nach- 
dem ob Druckabfall (Turbine) oder Druckanstieg (Pumpe) vorliegt, entsprechend 
der Strahlkontraktion beim Propeller. La8t man den Spalt kleiner werden, so 
bleibt bei Druckabfall die Erscheinung im Prinzip erhalten, die Strahlerweiterung 
wird nur schwacher, und bei kleinem Spalt spielt sie im Verhaltnis zum gesamten 
Strahlquerschnitt keine Rolle, so da8 der Druck hinter dem Rade unverandert 
bleibt. Im Verhaltnis zum Querschnitt des Spaltwassers bleibt aber die Quer- 
schnittsdnderung von wesentlicher GréBenordnung (Abb. 60). Wenn man von dem 
Einflu8 der Reibung an der Wand absehen kann (was meist allerdings nicht der 
Fall sein wird), so ergeben sich die Geschwindigkeiten und damit die Querschnitte 
der Spaltfliissigkeit vor und hinter dem Rade aus den dort herrschenden Driicken 
gemaB der BERNoutLLischen Gleichung (Ziff. 8). Wesentlich anders wird die 
Erscheinung bei Radern mit Druckanstieg (Pumpen). Sobald namlich der Druck- 
unterschied hinter und vor dem Rade gréfer ist als @v2/2 (Staudruck der Zu- 
stromungsgeschwindigkeit), so reicht die kinetische Energie der Fliissigkeit nicht 
aus, um durch den Spalt vom Gebiet niederen Druckes in das héheren Druckes 
einzudringen. Im Gegenteil, es strémt ein Teil der durch das Fligelrad geférderten. 
Flissigkeit durch den Spalt wieder zuriick (Abb. 61). In jedem Falle bringt der 
Spalt einen Verlust. Bei der Turbine, indem ein Teil des Wassers ungenitzt 
durch den Spalt hindurchstrémt, bei der Pumpe, indem ein Teil des bereits 
geférderten Wassers wieder zuriickstrémt und damit verloren geht. 

53. Schnellaufigkeit. Spezifische Drehzahl. Da Maschinen im allgemeinen 
bei gleicher Leistung um so kleiner, leichter und meist auch billiger sind, je héher 
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ihre Drehzahl ist, so hat man vielfach ein starkes Interesse daran, méglichst 
schnellaufende Maschinen zu verwenden. Wenn man bei Fliigelradern die Dreh- 
zahl bei unverandertem Durchmesser und bei gleichen Zu- und AbfluBbedingungen 
bzw. gleicher DurchfluBgeschwindigkeit steigern will, so mu8 man w/v’, das 
Verhaltnis der Geschwindigkeit der Fliigelspitzen « zur Durchflu8geschwindig- 
keit v’ vergroBern. Da aber der Fliigelwirkungsgrad (Ziff. 48) mit zunehmendem 
ulv' sich verschlechtert, so ist dadurch einer weitgehenden Steigerung der Dreh- 
zahl eine Grenze gesetzt. Die Drehzahl kann um so hoher liegen, je besser 
die Gleitzahl des verwandten Fliigelprofiles ist. Man kann daher u/v’ als MaB 
der Schnellaufigkeit des betreffenden Rades ansehen. Anstatt der Durchflub- 
geschwindigkeit v’ kann man bei Propellern auch die leichter feststellbare Fahr- 
geschwindigkeit v und bei Windmiihlen die Windgeschwindigkeit v zum Ver- 
gleich heranziehen. Man hat dann in dem Verhiltnis u/v der Geschwindigkeit 
der Fligelspitzen zur Fahrgeschwindigkeit bzw. zur Windgeschwindigkeit ein 
Ma8 der Schnellaufigkeit. 

AuBer durch VergréBerung von w/v’ kann man die Drehzahl vielfach auch 
durch Verkleinerung des Raddurchmessers erhéhen. Bei Windmiihlen kommt diese 
Moglichkeit nicht in Betracht, da sich eine Verkleinerung des Rades kaum ohne 
Verminderung der Leistung bewerkstelligen lat (Ziff. 50). Auch bei Propellern 
spielt diese Méglichkeit keine sehr groBe Rolle, da der Durchmesser meist durch 
andere Bedingungen (maximaler theoretischer Wirkungsegrad Ziff. 45) schon ziem- 
lich eng festgelegt ist. Dagegen spielt die Wahl des Durchmessers fiir die Drehzahl 
bei Radern mit Gehausen (Turbinen, Pumpen) eine ganz wesentliche Rolle. Hier 
hat man namlich die Méglichkeit, die Flissigkeit mit verhaltnismaBig sehr hoher 
Geschwindigkeit v’ durch das Rad strémen zu lassen und die kinetische Energie 
dieser Durchflu8geschwindigkeit durch ein allmahlich erweitertes Rohr (Diffusor, 
Saugrohr) wieder in nutzbaren Druck umzusetzen. Wieweit man hierin gehen 
kann, hangt hauptsadchlich von der mehr oder minder giinstigen Anordnung des 
Wasserzu- und -abflusses, insbesondere vom Wirkungsgrad des Diffusors (Saug- 
rohres) hinter dem Laufrade ab. Je kleiner man namlich bei gegebenem Gefalle 
und gegebener Leistung das Laufrad macht, mit um so gréBerer Geschwindigkeit 
und entsprechender kinetischer Energie verlaBt das Wasser das Rad. Diese 
Energie kann nur zum Teil im Diffusor wieder gewonnen werden, und zwar geht 
um so weniger verloren, je besser der Diffusor ist. Da nun dieser Energieverlust 
mit Riicksicht auf den Gesamtwirkungsgrad der Anlage nur klein gegeniiber der 
Nutzleistung sein darf, so darf die kinetische Energie des Wassers beim Austritt 
aus dem Laufrade ein gewisses Verhaltnis zur Energie, welche durch das Gefalle 
zur Verfiigung steht, nicht iiberschreiten. Dieses Verhdltnis selbst hangt wesent- 
lich von der Giite des Saugrohres und von dem zulassigen Gesamtwirkungsgrad ab. 

Das Verfahren der Laufradverkleinerung ist zur Drehzahlsteigerung sehr 
wirksam, da bei gleichem w/v’ einmal die Umfangsgeschwindigkeit proportional v’, 
also umgekehrt proportional D? zunimmt. Die Drehzahl selbst ist aber bei ge- 
gebener Umfangsgeschwindigkeit umgekehrt proportional dem Radius bzw. Durch- 
messer D. Man erhalt daher eine Drehzahlsteigerung proportional 1/D®. Neben 
der Drehzahlsteigerung erreicht man durch Verkleinerung des Durchmessers 
meist auch eine Verkleinerung der Gesamtanlage, was insbesondere bei groBen 
Wasserkraftanlagen von hervorragender wirtschaftlicher Bedeutung ist. 

Aus diesen Griinden hat sich bei Wasserkraftanlagen (entsprechend 1aBt 
sich auch bei Pumpen vorgehen) ein anderer Begriff eingebtirgert, welcher die 
Schnellaufigkeit der ganzen Anlage kennzeichnet, namlich die spezifische 
Drehzahl. Man denkt sich die Anlage unter Beobachtung gewisser Ahnlich- 
keitsbedingungen so vergréBert oder verkleinert, daB das zur Verfiigung stehende 
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Gefalle zwischen Ober- und Unterwasser 1m betragt und die Nutzleistung der 
Turbine 1 PS = 75 mkg/sek ist. Die Drehzahl, welche die Turbine dann haben 
wiirde, nennt man die spezifische Drehzahl. Denkt man sich unter Beibehaltung 
aller anderen Abmessungen das Gefalle von Am auf 1m vermindert, so mtissen 
alle Geschwindigkeiten, also auch die Drehzahl, im Verhdaltnis 14 [Va abnehmen. 
Im gleichen Verhaltnis verringert sich auch die DurchfluBmenge Q. Die Nutz- 
leistung, welche L=Qhyn betragt (y = Gesamtwirkungsgrad der Anlage), 
vermindert sich demnach dabei im Verhaltnis 1//h-1/h = h-*. Verkleinern 
wir nun bei konstant gehaltenen Geschwindigkeiten den Durchmesser von D 
auf D,, so erhéht sich die Drehzahl im Verhaltnis D/D,; gleichzeitig nimmt die 
DurchfluBmenge und damit die Leistung im Verhdltnis der Querschnitte, also wie 
(D,/D)? ab. Ist die wirkliche Nutzleistung L’= (L/75) PS, so soll (L’/h*) (D,/D)? 
= 4 werden, um die Einheitsturbine zu erhalten. Mithin ist 
Dua ie 
Do « VL’ ; 
Ist die wirkliche Drehzahl , so ergibt sich die spezifische Drehzahl 
1D VV 
SP eo pe ee (4) 
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Bei diesen Uberlegungen ist vorausgesetzt, da die in Ziff. 18 erwahnten 
Erscheinungen (Hohlraumbildung bei Wasser und Zusammendriickbarkeit bei 
Luft) keine Rolle spielen. Tatsachlich liegen insbesondere bei Wasserpropellern 
und Wasserturbinen die Verhaltnisse vielfach so, daB die Umfangsgeschwindig- 
keiten durch die Riicksicht auf die Kavitation begrenzt sind. Man kann daher 
z. B. bei Turbinen von mittlerem oder groBem Gefalle meist nicht die sonst an 
sich erreichbaren spezifischen Drehzahlen ausnutzen. Auch bei sehr schnellen 
Flugzeugen ist die Geschwindigkeit der Propellerfliigel durch die Nahe der 
Schallgeschwindigkeit begrenzt. 


VIII. EinfluB des endlichen Flugelabstandes bei 
Flugelreihen und Fligelradern. 


54. Allgemeine Vorbemerkung. Ebenso wie beim einzelnen Fliigel fallt 
auch bei den Fliigeln einer Reihe oder eines Rades der Auftrieb in der Nahe der 
seitlichen Enden infolge des Druckausgleiches um diese Enden herum ab. Wie 
wir in Ziff. 34 auseinandersetzten, weicht der Verlauf dieses Abfalles im all- 
gemeinen nicht sehr von jenem ab, der den geringsten induzierten Widerstand 
ergibt, und fiir diesen Spezialfall bewegen sich die hinter den Fliigeln entstehenden 
Unstetigkeitsflachen wie starre Flachen. Es ist hier aber zu betonen, daB bei 
Fligelreihen (bzw. bei Fligelradern) die Stérungsgeschwindigkeiten vielfach 
nicht mehr als klein gegeniiber der Hauptgeschwindigkeit angesehen werden 
kénnen. Infolgedessen macht sich auch die in Ziff. 28 erwahnte Unstabilitat 
der Unstetigkeitsflachen sehr schnell bemerkbar, und die Enden der Flachen 
rollen sich bereits unmittelbar hinter den Fliigeln stark ein. Es ist noch nicht 
hinreichend aufgeklart, welchen EinfluB diese schnelle Verformung der Flachen 
auf die Stérungsbewegung am Fliigel selbst hat. Auf die Energie- und Impuls- 
itberlegungen diirfte sie keinen erheblichen EinfluB haben, da ja Energie und 
Impuls nur am Fliigel zugefiihrt werden, so daB die Verformung ohne Anderung 
des Energie- und Impulsinhaltes vor sich gehen muB8. Man wird daher nicht 
wesentlich fehlgehen, wenn man auch in diesen Fallen das Aufrollen der Unstetig- 
keitsflachen unberiicksichtigt 14Bt. ; 


Ziff. 55. EinfluB des endlichen Fligelabstandes bei Fliigelreihen. 273 


55. Einflu8 des endlichen Fliigelabstandes bei Fliigelreihen. Legen wir in 
groBer Entfernung hinter der Fliigelreihe einen Schnitt senkrecht zu den Un- 
stetigkeitsflachen (B—B Abb. 62), so ergibt sich in der Nahe des einen Randes 
eine Str6mung relativ zu diesen Flachen nach Abb. 63. Wenn die Spannweite groB 
ist gegen den Abstand a’ der Un- 
stetigkeitsflachen, so kann man den 
anderen Rand in Abb. 63 als im Un- 
endlichen liegend annehmen. Diese 
Strémung in der z-Ebene geht durch 
die Abbildung 


z=—Zind(e4 4) ay 


in eine kreisende Strémung um den 
Einheitskreis in der ¢-Ebene iiber?). 
Der Potentialsprung an einer Stelle der <a 
Unstetigkeitsflache im Abstand x vom HF Oe 
Rande berechnet sich hieraus zu 





Abb. 62. Fligelreihe mit ihren Unstetig- 
% keitsflachen. 


A®=wa'arccose %, (2) 

wobei w die iiber die ganzen Unstetigkeitsflachen konstante Stérungsgeschwindig- 
keit normal zu den Unstetigkeitsflachen und x der Abstand vom Fliigelrand ist. 
Der Potentialsprung A® ist aber, wie wir aus Ziff. 27 wissen, gleich der Zirku- 
lation um den Fliigel an der Stelle, welche auf derselben Stromlinie liegt wie 
der betreffende Punkt der Unstetigkeitsflache. Die Glei- 

chung fiir 4@ gibt demnach gleichzeitig den Abfall des 

Auftriebes nach den Fliigelenden hin an. 





SSegey Ps 
Der EinfluB des endjichen Fligelabstandes besteht My 
demnach darin, da8 die Fligel nicht bis an den Rand hin 
ihren vollen Auftrieb aufweisen. Denkt man sich jeden ——__}- 
Fliigel in sehr viele kleine Fliigel aufgeteilt, welche in 
der Gitterrichtung gleichmaBig verteilt sind, so daB der a’ 
Fliigelabstand beliebig klein wird, so ist der volle Auftrieb 
bis an den Rand vorhanden, also gréBer wie beim endlichen i 
Fliigelabstand. Die Stérungsgeschwindigkeit bzw. die a! 
Richtungsablenkung ist in beiden Fallen dieselbe, da sie 


ja iiber die ganze Spannweite konstant ist, und damit ist 

auch die Richtung der Krafte in beiden Fallen die gleiche. 

Der Unterschied beschrankt sich also auf eine Verminde- app, 63.Strémung um 
rung des Auftriebes durch die endliche Spannweite. Man den seitlichen Rand 
kann diesem Einflu8 in bequemer Weise dadurch Rechnung der Unstetigkeitsfla- 
tragen, daB man die Fliigelreihe mit endlichem Fligelabstand en oe 
durch eine Reihe mit unendlich kleinem Abstand ersetzt, pildung 62. 
aber deren Spannweite so verkleinert, daB sie dieselben 

Krafte ergibt wie die Fligelreihe mit endlichem Abstande. Das Ma8 der 
Verkleinerung der Spannweite l4B8t sich aus dem Verlauf des Auftriebsabfalles 
am Rande berechnen. Wir miissen nur die Auftriebsflache der Kurve in ein 
gleich groBes Rechteck verwandeln, dessen Héhe dem Asymptotenwert der 


1) L. PRANDTL, Zusatz zu dem Artikel Betz, Schraubenpropeller mit geringstem 
Energieverlust. Géttinger Nachr. 1919, S. 193. 
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Auftriebskurve entspricht (Abb. 64). Die Verkiirzung der Spannweite an jedem 
Ende ergibt sich daraus zu 


a’ 


At= { (4 — arccose-* a) dx = “In2 ~ 0,224". (3) 


0 


Wir kénnen daher eine Fligelreihe mit endlichem Fligel- 
abstand durch eine solche mit unendlich dicht stehenden Fli- 
geln ersetzen, deren Spannweite um 
2Al = (2a'/a) In2 kleiner-ist als die wirk- 
liche. a’ ist dabei der Abstand der Unstetig- 
keitsflachen, nicht der Fligel (vgl. Abb. 62). 

56. EinfluB des endlichen Fliigelabstandes 
bei Fliigelridern ohne Gehaduse. Wenn man das 
in der vorigen Ziffer benutzte Verfahren auf Fli- 
Rande. des “tnsee® (tess: gelrader ohne Gehause (Propeller, Windmihlen) 
zogene Linie) und gleichwertige anwendet, so tritt an Stelle des in Abb. 63 dar- 

rechteckige Auftriebsvertei-  gestellten Vorganges eine Stro6mung um ein System 
lung (gestrichelte Linie). von Schraubenflachen von endlichem Durchmesser 
(die Unstetigkeitsflachen hinter den Fliigeln), 

welches sich mit einer Geschwindigkeit w in axialer Richtung verschiebt (Ziff. 41). 
Streng ist diese Potentialaufgabe noch nicht gelést. Wenn aber der Abstand der 
aufeinanderfolgenden Unstetigkeitsflachen klein ist gegenitber dem Radius des 
Schraubenstrahles,. was bei Schrauben mit nicht zu groBer Steigung einiger- 
maBen zutrifft, so kann man nach einem Vorschlag von PRANDTL#) den Vorgang, 
der sich ja im wesentlichen in der Nahe des Strahlrandes abspielt, annahernd 
als ebene Str6émung behandeln und einfach die fiir Fliigelreihen geltenden Werte 
tibernehmen. Danach 1aBt sich ein Fligelrad mit endlicher Fliigelzahl ersetzen 
durch ein Rad mit verschwindend kleinem Fliigelabstand, dessen Radius aber um 





Abb. 64. Auftriebsabfall am 


a’ 
Ar = —In2 (4) 


kleiner ist. Mit Ricksicht auf die Strahlkontraktion mu8 man genauer sagen, 
daB der Radius des Schraubenstrahles des Ersatzrades um Ar kleiner sein 
soll als der Radius der schraubenférmigen Unstetigkeitsflachen des wirklichen 
Fliigelrades. a’ ist hierbei der senkrechte Abstand je zweier benachbarter i 
stetigkeitsflachen an ihrem duBeren Rande. 

Das wirkliche Rad mit endlichem Fligelabstand und das Ersatzrad mit un- 
endlich kleinem Fliigelabstand stimmen in Schub, Drehmoment, Geschwindigkeit 
und Drehzahl tiberein. Beim Propeller kann man diese Ersetzung hauptsachlich 
dazu beniitzen, um den maximalen theoretischen Wirkungsgrad (Ziff. 45) zu 
berechnen bzw. die genaueren Uberlegungen der Ziff.47 anzuwenden. Man 
‘mu8 dabei nur anstatt des wirklichen Radius den um Ay verkleinerten in 
Rechnung setzen. Eine Verkleinerung des Radius bedingt eine Verschlechterung 
des maximalen theoretischen Wirkungsgrades. Daraus folgt, daB der Wirkungs- 
grad durch geringe Fligelzahl (groBen Fligelabstand) ungiinstig beeinflu8t wird. 
Die Wirkung ist aber im allgemeinen nicht sehr auffallig, besonders, wenn der 
Belastungsgrad (Ziff. 45) nicht sehr hoch und der Fortschrittsgrad (Ziff. 47) 
nicht sehr groB ist. 


1) L. PRANDTL, s. FuBnote S. 273. 
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Bei Windmiihlen auBert sich die Verkleinerung des wirksamen Radius 
durch den endlichen Fliigelabstand ebenfalls ungiinstig, namlich in einer (aller- 
dings meist geringen) Verminderung der Leistung, da ja fiir die Berechnung 
der maximalen theoretischen Leistung die Windradflache des verkleinerten Ersatz- 
rades maBgebend ist. 

57. Einflu8 des endlichen Fliigelabstandes bei Fliigelradern mit Gehduse. 
Erscheinungen am Spalt. Wiirden die Fliigel dicht an das Gehause anschlieBen, 
so wiirden zwar bei Schraubenrddern durch den 
endlichen Fliigelabstand auch gewisse Stérungen 
bedingt werden, welche mit dem Auftreten radialer 
Geschwindigkeitskomponenten zusammenhangen. 
Da aber die Ausbildung solcher Radialgeschwindig- 
keiten durch das Gehause sehr eingeschrankt ist, 
so spielt diese Erscheinung meist keine groBe 
Rolle. Wichtiger sind jene Stérungen, welche da- 
durch entstehen, da8 zwischen den umlaufenden 
Fliigeln und dem feststehenden Gehause ein Zwischen- 
raum, ein Spalt, vorhanden ist. Das Wesentliche der 
hierbei auftretenden Erscheinungen, insbesondere app. 65. Extreme Schnell- 
der dadurch bedingten Verluste, haben wir bereits lauferturbine (Kaplanturbine). 
in Ziff. 52 fiir unendlich dichtstehende Fliigel kennen- 
gelernt. Wir miissen uns nur noch fragen: Wie 
werden die Verhaltnisse durch den endlichen Fliigel- 
abstand beeinfluBt? Diese Fragestellung ist ins- 
besondere bei den sog. Kaplanturbinen wichtig, 
einem Schnellaufertyp mit wenigen verhaltnismaBig 
schmalen Fliigeln (Abb. 65). DaB hier der Fliigel- 
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abstand beriicksichtigt werden muB, dirfte ohne r 
weiteres einleuchten, da ja die Spaltweite nur an den me 


Fliigeln gegeben ist, wahrend es vollstandig unklar 
bleibt, was man in dem Bereich zwischen den Flii- 
geln als Spaltweite rechnen soll. 

Wendet man auf diese Aufgabe dieselben Me- 
thoden an, die zum kleinsten induzierten Wider- 
stand bei Fliigeln bzw. zum kleinsten Energie- 
verlust bei Propellern fihrten (starre Unstetigkeits- 
flachen mit konstanter Verschiebegeschwindigkeit Abb. 66. Strémung um den 
hinter den Fliigeln, Ziff. 31 u. 41), und vernachlassigt —_ seitlichen Rand der Unstetig- 
man auch hier den Einflu8 der Kriimmung (Ersatz des eae ‘esa ad as 
Fliigelrades durch eine Fliigelreihe), so kommt man : 
auf die in Abb. 66 skizzierte Potentialstr6mung. 

Diese theoretische Aufgabe ist behandelt1), Man kann das Ergebnis ahnlich 
wie bei den freien Fliigelradern in Form einer wirksamen Fligellange oder hier 
zweckmaBiger einer wirksamen Spaltweite darstellen. Bezeichnet man den 
wirklichen Spalt am Fliigel mit s, die wirksame Spaltweite mit s‘ und den Abstand 
der Unstetigkeitsflachen mit a’ (Abb. 65 u. 66), so ist 


, 4 ¥leF) 
Mee 2 1 1S0\ 
Cop =) 
1) A. Betz, Vorgange an den Schaufelenden von Kaplanturbinen. Hydraulische Pro- 
bleme, S. 161. Berlin: VDI-Verlag 1926. 
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Hierbei bedeuten &q und Gof Hyperbelfunktionen und K das vollstandige 
elliptische Integral erster Art 
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Der Zusammenhang zwischen s‘/a’ und s/a’ ist in Abb. 67 (ausgezogene Linie) 
dargestellt. 

Diese Behandlung des Spaltproblemes laBt die Verhaltnisse insbesondere 
bei sehr engen Spalten in einem zu ungiinstigen Licht erscheinen. Es gibt ver- 
schiedene Umstande, 
welche den Spaltverlust 
gegeniiber dem theore- 
tischen Ergebnis ver- 
ringern. Einmal hat 
jeder Fliigel eine end- 
liche Dicke, und wenn 
diese von der GréBen- 
ordnung der Spaltweite 
Abb. 67. Zusammenhang zwischen der wirklichen Spaltweites ist, dann macht sich 

und der wirksamen Spaltweite s’. der bereits in Ziff. 39 
auseinandergesetzteEin- 
fluB geltend: der Druckausgleich durch den Spalt ist behindert, die Stérungs- 
geschwindigkeiten und damit der Energieverlust fallen kleiner aus. Weiterhin 
sind aber auch die Stérungsgeschwindigkeiten bei den turbinentechnischen Ver- 
haltnissen meist so groB, daB bereits am Fliigel wesentliche Quergeschwindig- 
keiten und ein merkliches Strémen durch den Spalt auftritt (im Gegensatz zu 
den Uberlegungen am Tragfliigel, wo alle Storungsbewegungen als klein gegen- 
iiber der Fluggeschwindigkeit vorausgesetzt werden konnten). Beim Umstrémen 
des Fliigelrandes tritt daher héchstwahrscheinlich Ablésung und Wirbelbildung 
ein, wodurch der Vorgang des Druckausgleiches und damit die ganze Stérungs- 
bewegung gleichfalls vermindert wird. Endlich bedingt auch die Reibung der 
Flissigkeit an der Gehausewand eine Anderung der Verhiltnisse, die wenigstens 
bei der fiir Turbinen in Frage kommenden Anordnung ebenfalls das Durch- 
strémen des Spaltes erschwert. Der Verlauf des Zusammenhanges zwischen 
s’ und s, der unter Beriicksichtigung dieser Verhdltnisse etwa zu erwarten 
ist, ist in Abb. 67 durch gestrichelte Kurven angedeutet. 

SchlieBlich mu8 auch noch darauf hingewiesen werden, daB die geschilderte 
Methode voraussetzt, da8 die Strémung durch den Spalt in gleicher Richtung 
wie die Hauptbewegung erfolgt, daB sie also fiir Pumpen, bei denen im Spalt 
Rickstrémung eintritt (Abb. 61), noch nicht hinreichend ausgearbeitet ist. 















































0 GOT G02 G03 G0¥ 005 006 007 008 009 070, 


On 
Ia 


IX. Experimentelle Methoden und Ergebnisse. 


58. Priifstande fiir Wasserturbinen. Bei der wirtschaftlichen Bedeutung 
der Wasserkrafte werden bei Turbinenanlagen sehr hohe Anforderungen an 
den Wirkungsgrad, aber auch an andere Eigenschaften derselben (z. B. die 
Schnellaufigkeit Ziff. 53) gestellt. Um geniigende Sicherheit fiir die Leistung 
der Anlagen zu haben, werden wenigstens groBe Anlagen kaum ohne vorher- 
gehende umfangreiche Modellversuche ausgefithrt. Die Einrichtung solcher 


Ziff. 58. Priifstande fiir Wasserturbinen, Dee 


Turbinenversuchsanstalten ist im wesentlichen in Abb. 68 dargestellt1). Eine 
Pumpe férdert das Wasser aus dem Unterwasserbehilter (U.W.) in den Ober- 
wasserbehalter (0.W.). Von diesem flieBt das Wasser durch die zu untersuchende 
Turbine in das Unterwasser zuriick. Steht eine geeignete natiirliche Wasser- 


kraft zur Verfiigung, so kann natiirlich die Pumpe wegfallen. Die von der Tur- 
bine abgegebene Nutzleistung wird 


durch eine Bremse (Br.) vernichtet 
und gleichzeitig gemessen. Die der 
Turbine zugefiithrte Leistung ergibt 
sich aus der Gefallhdhe, d. i. dem 
Hohenunterschied zwischen den 
Spiegeln von Ober- und Unterwasser 
und aus der sekundlich durch jeden 
Querschnitt des Kreislaufs flieBen- 
den Wassermenge Q. 

Die Spiegelhdhen k6énnen in 
bequemer Weise durch Verwendung 
von Schwimmern mittels Zeiger und 
Skala abgelesen werden. 
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LULA 
Zur Mengenmessung verwendet Abb. 68. Schematische Darstellung einer Ver- 
man sehr haufig geeichte Uber- suchsanstalt fiir Wasserturbinen. 
falle. Man 1laBt das Wasser iiber OW. = Oberwasser, U.W. = Unterwasser, Br. = Bremse, 
eine Kante wberstrémen (Abb. 68 Bi ee te me -indchones 20. = Utoriel 


und 69) und beobachtet die Héhe 

des Wasserspiegels in geniigend groBer Entfernung von der Kante. Aus dem 
lotrechten Abstand h dieses Spiegels von der Kante kann man auf die Menge 
des iberstré6menden Wassers schlieBen?). Fiir die Messung dieser Spiegelhéhe kann 
man die obenerwahnte Schwimmereinrichtung benutzen. Da aber die Hdéhe 


tb 


Abb. 69. Mengenmessung durch Abb. 70. Messung der Hohe eines 
Uberfall. Wasserspiegels. 
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des Uberfalles verhaltnismaBig gering ist, so muB seine Messung mit gréBerer Ge- 
nauigkeit ausgefiihrt werden als die des Gefalles zwischen Ober- und Unterwasser. 
Man verwendet daher hierfiir anstatt der Schwimmer vielfach die Methode, daB 
eine kegelige Spitze mittels einer Mikrometerschraube gegen den Wasserspiegel ver- 
schoben wird, bis sie ihn beriihrt. Die Stellung der Mikrometerschraube zeigt dann 
die Héhe des Wasserspiegels an. Eine besonders empfindliche Einstellung der 
Spitze ist méglich, wenn man sie von unten her der Wasseroberflache nahert 
(Abb. 70). Beobachtet man die Spitze schrag von unten (etwa durch eine Glas- 
wand hindurch), so sieht man gleichzeitig das durch Totalreflexion an der Wasser- 


1) Vgl. z.B. D.THoma, Die neue Wasserturbinen-Versuchsanstalt von Briegleb, 
Hansen & Co. in Gotha. Gotha: Engelhard-Reyhersche Hofbuchdruckerei 1918; R. Duss, 
Die neue Wasserturbinen-Versuchsanstalt der A.-G. der Maschinenfabriken Escher, Wyss & Cie. 
Schweiz. Bauz. Bd. 80. 1922. 

2) Vgl. Kap. 3, Ziff. 22 ds. Bds. des Handb. 
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oberfliche gespiegelte Bild der Spitze und kann so sehr genau erkennen, wenn 
die Spitze gerade die Wasseroberflache berithrt. 

Eines der genauesten Verfahren zur Mengenmessung beruht auf der Ver- 
wendung eines vom Wasser weitergeschobenen Mefschirmes’). Es ist aber um- 
standlicher als die Uberfallmessung und erfordert vor allem mehr Zeit. Es wird 
daher vielfach nur zur gelegentlichen Kontrolle und zur Eichung der bequemeren 
Verfahren verwandt. Sehr verbreitet ist auch die Mengenmessung mittels 
hydrometrischer Fliigel?). 

59. Priifstande fiir Ventilatoren. Bei der Untersuchung von Vorgangen in 
Luft sind die Fehlerquellen im allgemeinen haufiger und gréBer als bei entsprechen- 
den Untersuchungen in Wasser. Einmal weil die Luftbewegung weniger leicht 
wahrnehmbar ist als die Wasserbewegung und daher leichter einer irrtiimlichen 
Vorstellung der Vorginge Vorschub leistet. Dann aber auch, weil die Mengen- 
messung hier nur durch indirekte Methoden méglich ist, wahrend man bei Wasser 
die Mengenmessung verhaltnismaBig 
leicht auf Volumen- bzw. Gewichts- 
bestimmungen zuriickfithren kann 
(Eichung von Uberfallen). Diese 
und andere Schwierigkeiten hatten 
in der Ventilatorenindustrie eine 
erhebliche Unsicherheit in den 
Leistungsangaben der einzelnen Fa- 
brikate zur Folge. Um diesem Ubel- 
stande abzuhelfen, haben der Verein 
Deutscher Ingenieure und der Verein 
Deutscher Maschinenbauanstalten 


_ Regeln fiir Leistungsversuche auf- 
Abb. 71.  Versuchsstand fiir Ventilatoren. 


stellen lassen). 
K = dichte Kammer, R = Lufteintrittsrohr, P = Platte : yaw fe 
zum Drosseln. Eine zweckmaBige Anordnung fiir 


die Untersuchung von Ventilatoren 
zeigt Abb. 71. Der Ventilator saugt die Luft aus einer dichten Kammer K und 
blast sie ins Freie. Durch das Rohr R kann die gleiche Menge Luft aus dem 
freien Raum wieder in die Kammer nachflieBen. Durch geeignete Widerstande 
kann der Zutritt der Luft in die Kammer mehr oder weniger erschwert werden, 
und man kann durch Veranderung dieser Widerstaénde den Druck in der Kammer 
bei unveranderter Ventilatorenzahl regeln. In Abb. 71 ist dieser veranderliche 
Widerstand durch die Platte P verwirklicht, welche der Einstréméffnung des 
Kastens genahert werden kann und dadurch wie ein Ventil den Luftstrom 
drosselt oder fast ganz abschlieBt. Gemessen wird der Unterdruck #, im ZufluB- 
rohr R, in nicht zu groBer Entfernung hinter der gut abgerundeten Einstrém- 
éffnung, und der Unterdruck #, in der Kammer K, beide verglichen mit dem 
Druck des freien Raumes*). Der Unterdruck #, ist die vom Ventilator erzeugte 
nutzbare Drucksteigerung. Da die Einstrémung in das Rohr R bei guter Ab- 
rundung der Miindung praktisch verlustlos vor sich geht, so laBt sich aus dem 
Unterdruck #, auf Grund der BERNourtischen Gleichung #, = @v2/2 die Ge- 
schwindigkeit v im Rohr und damit bei bekanntem Rohrquerschnitt die sekund- 
1) V. Mann, Beitrag zur Kenntnis der Wassermengenmessung mittels MeSschirms. 
Dissert. Darmstadt 1920. 
2) L.A. Orr, Wasserkraft-Jahrbuch 1924. S. 253. Rich. Pflaum, Minchen. 
%) Regeln fiir Leistungsversuche an Ventilatoren und Kompressoren. Berlin: VDI- 
Verlag 1925. 
_ 4) Uber die Messung der Driicke s. etwa Krett, Uber Messung von dynamischem und 
statischem Druck bewegter Luft. Munchen: R. Oldenbourg 1904. 
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liche Menge Q berechnen. Q4, ist die Nutzleistung des Ventilators. In der 
aus dem Ventilator austretenden Luft steckt meist noch erhebliche kinetische 
Energie, diese wird nach den ,,Regeln“ (s. FuBnote®) S. 278) bei der Bestimmung 
des Wirkungsgrades zur Nutzleistung hinzugerechnet. Die Antriebsleistung kann 
bei elektrischem Antriebe aus dem Wattverbrauch und dem gesondert bestimmten 
Wirkungsgrad des Motors ermittelt werden. Genauer ist es jedoch, wenn man 
den Antriebsmotor um seine Achse drehbar lagert, so da8 man das Drehmoment 
direkt mit der Wage messen kann. 

Die geschilderte Anlage hat den Vorteil, da8 man Ventilatoren in jeder 
Einbauordnung, z. B. mit beliebigen Rohrleitungen und Kriimmern vor und 
hinter dem Ventilator untersuchen kann. Sie hat aber den Nachteil, daB sie 
wegen der erforderlichen verhaltnismaBig groBen Kammer K viel Raum be- 
ansprucht und auch teuer ist. Deshalb verwendet man vielfach auch einfachere 
Einrichtungen. In den ,,Regeln“ sind eine Reihe von geeigneten Anordnungen 
beschrieben. 

60. Windkanale. Als im ersten Jahrzehnt dieses Jahrhunderts die Luft- 
fahrt in den Bereich der technischen Méglichkeit riickte, wurde das Bediirinis 
fiihlbar, die flugtechnisch wichtigen Ké6rperformen, insbesondere Luftschiff- 
kérper und Fliigel, auf ihre aerodynamischen Eigenschaften hin genauer als bis- 
her zu untersuchen. Zu diesem Zweck wurden ungefahr gleichzeitig und un- 
abhangig voneinander von PRANDTL?) in Géttingen und von EIFFEL?) in Paris 
Windkanale errichtet, in denen Kérper — meist verkleinerte Modelle der zu unter- 
suchenden Luftschiff- bzw. Flugzeugteile — einem Luftstrome von bekannter 
Geschwindigkeit ausgesetzt werden kénnen. Die Modelle sind dabei meist an 
geeigneten Wageeinrichtungen befestigt, so daB die Krafte, welche die Luft auf 
dieselben ausiibt, gemessen 
werden kénnen. Abb. 72 zeigt 
das Schema des gegenwartigen 
groBen Géttinger Windkana- 
les’). Die Luft wird von dem 
Geblase Gin Bewegung gesetzt. 
Sie strémt unter viermaliger 
Umlenkung durch besondere 


Leitschaufeln L in einem ge- : ae 
schlossenen, sich allmahlich Abb. 72. Schematische Darstellung des Géttinger 
é d ‘ Riickfiih Windkanals. i 
erwelternden ene Chee, G = Geblase, M = Antriebsmotor, L = Leitschaufeln zum Umlenken 


kanal R nach der Kammer K. der Luft, R = Riickfithrungskanal, K = Kammer vor der Diise, 
In dieser befindet sich ein Gl = Gleichrichter, D = Diise, A = Auffangtrichter. 
System von parallelen Rohren, 
der sog. Gleichrichter Gi. Dieser hat die Aufgabe, die Luftstr6mung, welche 
vom Ventilator her Quergeschwindigkeit besitzt, parallel zu richten. Nachdem die 
Luft diesen Gleichrichter durchstrémt hat, tritt sie aus der Diise D als freier Strahl 
in die eigentliche Versuchsstrecke ein und wird hinter derselben durch den 
Auffangtrichter A wieder gesammelt und dem Ventilator zugefihrt. Die Luft 
fiihrt also einen geschlossenen Kreislauf aus. 

Die héchste Geschwindigkeit herrscht unmittelbar nach dem Austritt aus 
der Diise D an der Versuchsstrecke. Von da an erweitert sich die Leitung allmah- 
lich wieder bis zur Kammer K, wobei ein Teil der kinetischen Energie der Luft 





1) L. PranptL, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 53, S. 1711. 1909. 
2) G. ErrFeL, La résistance de l’air et ’aviation. Paris: Dunod & Pinat 1910. 
3) L. PRANDTL, Ergebn. d. aerodyn. Versuchsanst. zu Géttingen, 1. Lief. Munchen: 


R. Oldenbourg 1923. 
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durch Umsetzung in Druck (Diffusor) wieder gewonnen wird. Die rasche Ver- 
engung des Querschnittes in der Diise D unmittelbar vor der Versuchsstrecke 
hat den Vorteil, daB hier der gréBte Teil der kinetischen Energie der Luft durch 
den in der Kammer K herrschenden Uberdruck neu erzeugt wird. Da der Druck 
iiber den ganzen Querschnitt der Kammer praktisch genau konstant ist, so 
erhalt man auch hinter der Diise, also am Versuchsstand, eine tiber den Quer- 


schnitt des Strahles sehr konstante Geschwindigkeit. 


Die Verwendung eines freien Strahles an der Versuchsstrecke hat auBer der 
bequemen Zuganglichkeit noch den Vorteil, daB der Druck auf der ganzen fur 
die Messung verwandten Strecke ziemlich gut konstant, namlich angendhert 
gleich dem Druck im Beobachtungsraum, ist. Damit ist aber auch die Ge- 
schwindigkeit, abgesehen von den sich mit der AuBenluft mischenden Rand- 
partien des Strahles, langs der Versuchsstrecke konstant. Wiirde man die 

Versuchsstrecke als Kanal von konstantem 

GQ Querschnitt ausfiihren, so wirde durch die 
Zunahme der Wirbelschicht an den Kanalwanden 
der fiir die tibrige Str6mung verbleibende Quer- 
schnitt verengt, die Strémung also beschleunigt, 
der Druck in der Stromrichtung abfallen. Um 





Abb. 73. Windkanal mit ,,Eiffel- 
kammer“. 
Gi = Gleichrichter, D = Diise, E = Eiffel- 
kammer (Unterdruckkammer), A = Auf- 
fangtrichter, G = Geblase. 


dies auszugleichen, kann man den Kanalquer- 
schnitt an der Versuchsstrecke langsam zuneh- 
men lassen (altere Géttinger Anlage). Doch ist 
diese Querschnittserweiterung nur schwer richtig 


za bemessen und iiberhaupt nur fiir einen Be- 
triebszustand passend. 

Es gibt auch Anlagen, bei denen der Riickfitihrungskanal R vermieden ist, in- 
dem man die Luft durch den Raum zuriickstrémen 1aBt, in dem die Anlage unter- 
gebracht ist — meist eine groBe Halle. Dabei muB aber der Versuchsstand luft- 
dicht abgeschlossen werden (,,Eiffelkammer“,s. Abb. 73), da die Luft natiirlich 
nur durch die Diise strémt, wenn eine entsprechende Druckdifferenz vorhanden 
ist, die , Kammer“ also niedrigeren Druck als die AuBenluft hat. Bei Verwendung 
eines besonderen Riickfiihrungskanales ist das nicht nétig, da hierbei in der 
Kammer K vor der Diise wie auch im ganzen Riickfiihrungskanal Uberdruck 
herrscht. Die Bauart mit freier Riickstrémung ist billiger als die mit Riick- 
fithrungskanal, insbesondere, wenn eine geniigend groBe Halle zur Verfiigung 
steht. Sie hat aber den Nachteil, daB die erforderliche Unterdruckkammer den 
Versuchsraum beengt und dadurch die Arbeiten erschwert. 


61. Untersuchung von Fliigeln im Windkanal durch Kraftmessungen. 
Eine der wichtigsten Aufgaben der Windkanale ist die Feststellung der auf 
Fligel oder auf ganze Flugzeugmodelle wirkenden Krafte. Das Modell wird zur 
unmittelbaren Messung derselben an geeigneten Wagen befestigt und dem Luft- 
strome ausgesetzt. Die Wagen gestatten dann, die von der Luft ausgeiibten 
Krafte nach GroBe, Richtung und Angriffspunkt zu messen. Sehr haufig haben 
die zu untersuchenden Kérper eine in die Windrichtung fallende Symmetrie- 
ebene (Flugzeuge beim Flug geradeaus). In diesen Fallen liegt auch die Luft- 
kraft in der Symmetrieebene und 1aBt sich durch drei GréBen vollstandig angeben. 
Man wahlt dazu meist die beiden Komponenten der Kraft, den Auftrieb und den 
Widerstand, und das Moment um einen bestimmten Punkt (beim Fliigel gew6hn- 
lich den in Abb. 3 angegebenen Punkt der Sehne). Statt des Momentes wird 
manchmal auch der Schnittpunkt der resultierenden Kraft mit der Sehne, der 
sog. Druckpunkt, angegeben. 


Ziff.61.. . Untersuchung von Fliigeln im Windkanal durch Kraftmessungen. 281 


; In der Géttinger aerodynamischen Versuchsanstalt wird zur Messung dieser 
Groen meist folgende Einrichtung, die sog. Dreikomponentenwage, benutzt 
(Abb. 74). Das Modell wird in drei Punkten aufgehangt. Zwei von diesen Auf- 
hangepunkten hegen méglichst in der Achse, auf welche das Moment bezogen 
wird (z. B. Fliigelvorderkante), oder auf einer dazu parallelen Geraden. Diese bei- 
den Punkte sind durch Drahte (a, bundc; Abb. 74) mit einem Trager T, verbunden, 
der selbst mit seinen beiden Enden an einer Wage W, aufgehangt ist. Durch 
Auflegen von Gewichten bzw. 
Verschieben von Laufgewich- 
ten kann dann in bekannter 
Weise diese Wage ins Gleich- 
gewicht gebracht und so die 
Kraft A, gemessen werden, 
welche in der Achse der beiden 
Aufhangepunkte — senkrecht 
nach oben wirkt. Der dritteAuf- 
hangepunkt liegt in einer be- 
stimmten Entfernung (30 cm) 
hinter der durch die beiden 
anderen Aufhangepunkte fest- 
gelegten Achse. Von ihm 
fithren Drahte (d und e) nach 
einem zweiten Trager T, und 
iibertragen die dort wirkende 
lotrechte Kraft A, auf die 
Wage W,. Von einem zwischen 
den beiden vor- 
deren Aufhange- 
punkten liegenden - 
Punkt fihrt ein 
horizontalerDraht 
(f) nach einem 
Knotenpunkt K. 
Die durch ihn hier- 


hin ibertragene 

horizontale Kraft Abb. 74. Dreikomponentenwage. (Die in Wirklichkeit als Schneiden 
( der Widerstand ausgebildeten Achsen der Wagen sind hier der Deutlichkeit halber 
W) Daiont hick als Wellenlager dargestellt.) 


hier in zwei Kom- 

ponenten, von denen die eine angendhert unter 45 ° nach unten zu einem Fixpunkt, 
die andere senkrecht nach oben zu einer dritten Wage W, geleitet wird. Damit 
die nach den Wagen fiihrenden Aufhangedrahte nicht lose werden, sind Spann- 
draihte (sp) vorgesehen, welche durch Gewichtsbelastung die erforderliche Vor- 
spannung in den Aufhangedrahten erzeugen. Die Summe der Krafte auf die 
Wagen W, und W, ergibt den Auftrieb. Aus der Messung mit der Wage W, 
allein IABt sich das Moment um die Achse der vorderen Aufhangepunkte be- 
rechnen. Die Wage W, laBt sich mittels des Gesténges G auf einem Kreisbogen 
um die Wage W, verschieben. Dabei bewegt sich auch der hintere Aufhangepunkt 
des Modrlles auf einem Kreisbogen um die Achse der vorderen Aufhangepunkte. 
Man kann so den Anstellwinkel des Modelles verstellen, ohne die Aufhangung 
selbst andern zu miissen. Bei unsymmetrischem Kérper oder auch bei sym- 
metrischem bei schrager Stellung zum Wind sind im allgemeinen sechs Kompo- 
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nenten (drei Kraftkomponenten nach den drei Koordinatenachsen und drei 
Momente um die drei Achsen) zu messen. Die Anordnung: der sechs Wagen 
und die Aufhangung ist dann erheblich komplizierter, kann aber im Prinzip 
in ahnlicher Weise ausgefiihrt werden wie bei der geschilderten Dreikomponenten- 
wage. 
62. Untersuchung von Fliigeln im Windkanal durch Druck- und Ge- 
schwindigkeitsmessungen. AuSer den Ergebnissen der unmittelbaren Kraft- 
messung ist vielfach auch die Verteilung des Druckes auf die Oberflache der 
Fliigel oder der Verlauf der in der Umgebung der Fliigel herrschenden Ge- 
schwindigkeiten von Interesse. Zur Messung der Druckverteilung bildet man 
vielfach den Fliigel hohl aus und versieht ihn mit einer Reihe von Anbohrungen. 
VerschlieBt man alle diese Anbohrungen (etwa durch Fett oder ahnliche Mittel) 
bis auf eine, so stellt sich im Innern des hohlen Fliigels annahernd derselbe 
Druck ein, der an der Fliigeloberflache an der Stelle der offenen Bohrung 
herrscht?#), da es durch die Bohrung mit der Oberflache verbunden ist. Verbindet 
man das Fligelinnere durch einen Schlauch mit einem Mikromanometer, so 
kann man diesen Druck messen. In vielen Fallen kann man auch von jeder 
Anbohrung durch das Fliigelinnere hindurch eine besondere Leitung nach auBen 
fiihren. Dadurch laBt sich die Messung schneller durchfiihren als bei dem zuerst 
geschilderten Verfahren, bei dem nach jeder Messung eine neue Bohrung geéffnet 
und die vorhergehende verschlossen werden muB. Die vielen Leitungen, welche 
bei dem zweiten Verfahren erforderlich sind, lassen sich aber nicht immer ohne 
Stérung des Strémungsvorganges anbringen. 

Um die Geschwindigkeit in der Umgebung des Fligels zu ermitteln, geniigt 
es im allgemeinen, den statischen Druck an der betreffenden Stelle zu messen. 
An allen Stellen namlich, wo keine vom Fliigel herriithrenden Wirbel hingelangen, 
herrscht Potentialstrémung, und es gilt dort die BERNOULLIsche Gleichung 
[Ziff. 8, Gleichung (1)]. Nur an jenen Stellen, an denen die Luft infolge des 
Fligelwiderstandes Energie verloren hat, ist der Gesamtdruck (pb + @v?/2) 
kleiner als in der ungestérten Strémung. Dieser Gesamtdruck 14Bt sich in be- 
quemer Weise messen, indem man ein Réhrchen mit seiner Offnung gegen den 
Wind richtet und das andere Ende mit einem Mikromanometer verbindet. Da 
die Abweichung von der BERNoULLIschen Gleichung (die Verminderung des 
Gesamtdruckes) durch den Fliigelwiderstand bedingt ist, so 14Bt sich aus ihr die 
GréBe dieses Widerstandes berechnen?). Dies Verfahren eignet sich besonders 
dazu, den Profilwiderstand unabhiangig vom induzierten Widerstand (Ziff. 29) 
zu bestimmen. 

63. Untersuchung von Propellern und Windmiihlen in natiirlicher GréRe. 
Die GréBen, welche bei diesen Radern gemessen werden miissen, sind: 1. das 
Drehmoment an der Welle, 2. der Schub in axialer Richtung (bei Windmiithlen 
von geringerer Bedeutung), 3. die Wind- bzw. Fahrgeschwindigkeit, 4. die Dreh- 
zahl. Propeller sowie auch Windrdader lassen sich in betriebsfertigem Zustande 
untersuchen. Bei Schiffsschrauben l48t sich das Drehmoment fast stets ohne 
besondere bauliche Ma8nahmen ermitteln, indem man die elastische Verdrehung 


der Welle mittels eines Torsionsindikators®);miBt. . Zur Messung des Schubes 


1) Uber die FehlergréBe vgl. G. FuHRMANN, Theoretische und experimentelle Unter- 
suchungen an Ballonmodellen. Dissert. Géttingen 1912 oder Jahrb. d. Motorluftschiff- 
studiengesellschaft 1911—1912, S. 65. : 

2) A. Betz, ZS. f. Flugtechn. Bd. 16, S. 42. 1925. 

3) H. FétTincER, Effektive Maschinenleistung und effektives Drehmoment und deren 
experimentelle Bestimmung. Dissert. Miinchen (Techn. Hochsch.) 1903 oder Jahrb. d. schiff- 
bautechn. Ges. 1903; H. FOTTINGER, Die neuesten Konstruktionen und Versuchsergebnisse 
des Torsionsindikators. Jahrb. d. schiffbautechn. Ges. 1905. 
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ist eine besondere Drucklagerkonstruktion erforderlich. Bei Flugzeugen kann 
man die Messung von Schub und Drehmoment durch Verwendung einer be- 
sonderen MeBnabe erméglichen. Die Messung von Geschwindigkeit und Dreh- 
zahl bietet keine Besonderheiten. 

Beziiglich der Schubmessung ist zu bemerken, da’ bei einem eingebauten 
Propeller der auf das Fahrzeug iibertragene Schub nicht ganz jene Gré8e ist, 
die eigentlich wirtschaftlich interessiert. Der Propeller, der z. B. hinter einem 
Schiff arbeitet, schafft namlich vor sich ein Unterdruckgebiet, welches den 
Schiffswiderstand erhdht (,,Propellersog“). Andererseits strémt das Wasser 
hinter dem Schiff langsamer, es strémt dem Schiff nach (,Nachstrom"); da- 
durch 1st die relative Fahrgeschwindigkeit des Propellers verringert, so daB er 
weniger leisten mu8 bzw. bei gleicher Leistung gr6Beren Schub geben kann. Beide 
Wirkungen heben sich im allgemeinen ungefahr auf. Sie haben aber zur Folge, 
daB der Schub, der zwischen Propeller und Schiff wirkt,: bei gleicher Leistung 
und gleicher Fahrgeschwindigkeit gréBer ist, als wenn Propeller und Schiff ohne 
gegenseitige Stérung fahren wiirden. Abb. 75 
zeigt ein extremes Beispiel fiir diese Erscheinung. 
Der Propeller P ist so in das Schiff eingebaut, daB 
er wie ein Pumpenrad aus dem abgeschlossenen 
Raum R saugt und darin einen Unterdruck er- 
zeugt. Da hierbei durch den Propeller kein Wasser 
hindurchstrémt, so ist, abgesehen von Energie- 
verlusten, auch keine Arbeit zum Antrieb des. Abb. 75. Propelleranordnung 
Propellers erforderlich. Trotzdem wirkt wegen des ae ae ens Pes 
Unterdruckes im Raum R ein erheblicher Schub ets : 
zwischen Propeller und Schiff, dem aber imp = Propeller, M = Antriebsmotor 
wesentlichen nur die Bedeutung einer inneren Pies serene ie hae 
Kraft zukommt. 

Ahnliche Verhaltnisse treten in geringerem MaBe bei allen Fahrzeugen, welche 
durch Propeller angetrieben werden, auf. Wenn man etwa diesen ,, Drucklager- 
oder MeBnabenschub“ mit der Fahrgeschwindigkeit multipliziert als Nutz- 
leistung ansehen wiirde, so wiirde man meist viel zu hohe Wirkungsgrade, u. U. 
iiber 1, erhalten. Es ist daher richtiger, als Nutzleistung jene anzusehen, die 
erforderlich wire, wenn man das Fahrzeug ohne Mitwirkung von Propellern 
etwa durch Schleppen vorwarts bewegen wirde. Als Schub gilt dann einfach 
der Widerstand des Fahrzeuges ohne Propeller. 

AuBer am Flugzeug werden Luftschrauben gewohnlich am Stand auf einem 
besonderen Priifstand untersucht. Der Antrieb erfolgt dabei meist durch Elektro- 
motoren, welche um ihre Achse drehbar gelagert sind (Pendelmotor, vgl. auch 
Ziff. 59), so daB man das Drehmoment direkt mit einer Wage messen kann. 
AuBerdem ist die Propellerwelle axial verschiebbar, so daB man auch den Schub 
auf eine Wage iibertragen kann. Diese Standversuche geben natiirlich keinen 
hinreichenden Aufschlu8 itber die Eigenschaften des Propellers in Fahrt. Sie 
sind aber wertvoll, da man aus ihnen vielfach ein anormales Verhalten von 
Propellern herausfinden kann. Ein solches Verhalten kann z. B. durch Fabri- 
kationsfehler, durch nachtragliches Verziehen oder durch abweichende elastische 
Eigenschaften verursacht sein. 

Bei Windmiihlen wird im allgemeinen nur die abgegebene Leistung durch 
Abbremsving oder durch Erzeugung von elektrischer Energie und deren Messung 
und auBerdem die Windgeschwindigkeit bestimmt. Bei der UnregelmaBigkeit 
des natiirlichen Windes diirfte im allgemeinen die einwandfreie Ermittlung 
der Windgeschwindigkeit auf Schwierigkeiten stoBen. Sorgfaltige Messungen 





284 Kap. 4. A. Betz: Tragfliigel und hydraulische Maschinen. Ziff. 64, 65- 


dieser Art sind vom Institute of agricultural engineering der Universitat Oxford 
ausgefihrt?). 

64. Untersuchung von Propellern und Windmiihlen im Modell. Zur 
Untersuchung von Schiffsschrauben sind im allgemeinen die Schleppversuchs- 
anstalten eingerichtet. Diese Anstalten besitzen einen langen Wassertank, 
iiber den ein briickenartiger Wagen mit den erforderlichen MeSeinrichtungen 
fahren kann. Sie dienen in erster Linie zur Ermittlung des Schiffswiderstandes, 
indem ein Modell des betreffenden Schiffes von dem Wagen durch das Wasser 
geschleppt wird. Mit etwas veranderten Einrichtungen lassen sich hiermit auch 
Propeller untersuchen. Der Antrieb der Propeller erfolgt in der Regel vom 
Schleppwagen aus durch Kegelrader. Die Propeller kénnen fiir sich allein?) 
oder in Verbindung mit dem Schiff untersucht werden. 

Luftschraubenmodelle kénnen im Windkanal untersucht werden. Meist 
geschieht auch hier der Antrieb von auBen unter Verwendung von Kegelradern. 
Sehr umfangreiche Versuche dieser Art sind in Amerika ausgefiihrt®). Besondere 
Schwierigkeiten bietet die Untersuchung von Luftschrauben zusammen mit dem 
zugehérigen Flugzeugmodell: Einmal ergeben sich fiir die Modelle wegen der 
beschrankten Abmessungen der Fliigel meist ziemlich kleine Propeller und, da die 
Umfangsgeschwindigkeit im bestimmten Verhdltnis zur Windgeschwindigkeit 
stehen mu8, entsprechend hohe Drehzahlen. AuBerdem macht der Antrieb der 
Propeller Schwierigkeiten, indem ein Antrieb von auBen meist die gegen Stérungen 
sehr empfindlichen Fliigelmessungen beeintrachtigt. In der Géttinger Versuchs- 
anstalt sind fiir diese Aufgabe besonders kleine und leistungsfahige Drehstrom- 
motore ausgebildet, welche in die meisten Modelle eingebaut werden kénnen 
(Durchmesser 43 mm, Leistung ca. 1 PS auf kurze Zeit bei einer maximalen 
Drehzahl von 30000 Umdrehungen pro Minute. Fiir gréBere Propeller wird die 
Drehzahl durch Untersetzungsgetriebe herabgesetzt). Die Motore sind drehbar 
gelagert, so daS man das Drehmoment an einem Hebel mittels eines Zugdrahtes 
messen kann. Die Drehzahl wird durch Abstoppen der Umdrehungen eines 
kleinen im Verhaltnis 1:400 langsamer laufenden Scheibchens ermittelt. AuBer- 
dem werden fiir das ganze Modell mit laufendem Propeller eine bzw. fiir ver- 
schiedene Propellerfortschrittsgrade mehrere Dreikomponentenmessungen mit 
den in Ziff. 61 beschriebenen Einrichtungen ausgefiihrt 4). : 

Die Untersuchung von Windradmodellen im Windkanal bietet wesentlich 
weniger Schwierigkeiten als die von Propellern, da hier keine Energie zugefiihrt 
werden mu8. Die Abbremsung der Leistung kann am einfachsten mittels einer 
Bremsscheibe und einer dariibergelegten durch Gewichte belasteten Schnur 
vorgenommen werden. Im Géttinger Windkanal wird neuerdings eine besondere 
elektromagnetische Wirbelstrombremse benutzt, welche in der Bedienung 
bequemer ist®). ; 

65. Versuchsergebnisse tiber Tragfliigel. Da die Fligel das wesentliche 
Element der in diesem Kapitel behandelten Erscheinungen sind, médgen hier 
einige charakteristische Versuchsergebnisse an Fliigeln wiedergegeben werden. 
In Abb. 76 und 77 sind Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte Cg und ¢, (Definition 


. 1) A report on the use of windmills for the generation of electricity. Oxford: Clarendon 
ress 1926. 

*) K. ScHaFFRAN, Systematische Propellerversuche. Schiffbau, Berlin 1926. 

3) W. BF. Duranp u. E. P. Lestey, Experimental research on airpropellers. Report 141. 

National advisory committee for aeronautics 1922. 

4) Ergebn. d. aerodyn. Versuchsanst. zu Gottingen, 3. Lief. (zur Zeit im Druck). Miin- 
chen: R. Oldenbourg. 

| Ergebn. d. aerodyn. Versuchsanst. zu Géttingen, 3. Lief., s. FuBnote 4); Versuchs- 
ergebnisse s. auch G. E1rFEL, Etudes sur Vhélice aérienne. Paris: Chiron. 
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Abb. 76. Beiwerte der Krafte auf Fligel verschiedener Wélbung, aber annahernd gleicher 
Dicke. 














































































































Abb. 77. Beiwerte der Krafte auf Fliigel verschiedener Dicke, aber gleicher mittlerer Wolbung. 


s. Ziff. 4) verschiedener Profile wiedergegeben. Die Form der Profile ist jeweils 
unter den zugehérigen Diagrammen wiedergegeben. Der Widerstandsbeiwert 
ist als Abszisse, der Auftriebsbeiwert als Ordinate aufgetragen. Fiir den Wider- 
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Abb. 78. EinfluB des Seitenverhaltnisses. Abb. 79. Auftriebs- und Widerstandsbei- 
Die an die Kurven angeschriebenen Zahlen werte von Fliigeln von verschiedenem Seiten- 
geben das Verhaltnis von Fliigeltiefe zu verhaltnis nach Umrechnung auf ein. ge- 
























































































































































Spannweite (Seitenverhaltnis) an. meinsames Seitenverhaltnis 1 : 5. 
Ca 
fc al asi een =o is 
So 
=i i 

YW L 
Ay -0,2 = 
aA TTT 

-0,4 (es eB I 
Abb. 80. Auftriebsbeiwerte in Abhangigkeit Abb. 81. Die in Abb. 80 dargestellten Er- 
vom Anstellwinkel fiir Fligel von verschie- gebnisse nach Umrechnung auf ein Seiten- 

denem Seitenverhaltnis. verhaltnis 1:5. 


standsbeiwert ist dabei der fiinffache MaBstab wie fiir den Auftriebsbeiwert 
gewahlt. Die Anstellwinkel, welche den einzelnen Werten entsprechen, sind als 


Ziff. 65. , ' Versuchsergebnisse iiber Tragfliigel. . . 287 


Parameter an die betreffenden Punkte der Kurven angeschrieben. Die Messungen 
sind mit rechteckigen Fliigeln mit einem Seitenverhdltnis 1:5 ausgefithrt (Spann- 
weite 100 cm, Fliigeltiefe 20cm). Der induzierte Widerstand, der sich gemaB 
Gleichung (4) (Ziff. 31) berechnet, ist in das Diagramm ebenfalls eingetragen 
(Parabel durch den O-Punkt). Der Profilwiderstand ist die Differenz zwischen 
dieser Parabel und der gemessenen Kurve. AuBer den Auftriebs- und Wider- 
standsbeiwerten ist in die Diagramme auch der Beiwert c,, des Momentes um den 
in Abb. 3 angegebenen Punkt abhangig von c, gestrichelt eingetragen. 
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Abb. 82. Beiwerte der resultierenden Kraft auf ebene rechteckige. Platten mit den Seiten- 
verhaltnissen 1: 0,5 bis 1 : 3. : 


Abb. 78 zeigt den Einflu8 des Seitenverhaltnisses. In Abb. 79 sind die 
Widerstandsbeiwerte samtlich gema48 Gleichung (1) Ziff. 33 auf das Seiten- 
verhiltnis 1:5 umgerechnet, man ersieht daraus, daB auBer fiir den quadra- 
tischen Fliigel (1:1) kaum systematischen Abweichungen festzustellen sind. 
In Abb. 80 sind die Auftriebsbeiwerte der gleichen Fliigel in Abhangigkeit vom 
Anstellwinkel aufgetragen. In Abb. 81 ist dieselbe Auftragung nach Umrechnung 
der Winkel [Gleichung (2) Ziff. 33] auf das Seitenverhaltnis 1:5 vorgenommen. 
Man erkennt hier eine geringe systematische Abweichung (vgl. Zalf. 33) 1). 

Abb. 82 zeigt die Beiwerte der resultierenden Kraft x¢ = ye +c auf 
ebene rechteckige Platten von verschiedenem Seitenverhaltnis in Abhangigkeit 
vom Anstellwinkel: Auffallig ist der hohe Maximalauftrieb der annahernd 
quadratischen Platten und weiterhin das ausgedehnte Gebiet von Doppelwerten 
(Ziff.12) z. B. in dem Bereich von « = 38° bis « = 42° bei der quadratischen 
Platte2). In Abb. 83 ist die Druckverteilung um einen Joukowskyfligel (Ziff. 16) 

1) Ergebn. d. aerodyn. Versuchsanst. zu Gottingen, 4. Lief. Miinchen: R. Oldenbourg 1921. 

2) O. FoprpL, Windkrafte an ebenen und gewolbten Platten. Dissert. Aachen 1911 
oder Jahrb. d. Motorluftschiffstudiengesellschait 1910/11, S. 51. 
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bei ebener Strémung wiedergegeben, und zwar sowohl die theoretische wie die 
experimentell gefundene. Man sieht, daB die Theorie etwas zu groBe Werte 


ergibt, was nach den Auseinandersetzungen in Ziffer 9 auch zu erwarten ist, 
da das in Wirklichkeit vor- 


handene Totwasser die Zir- 
kulation vermindert. DaB8 
diese Differenz fast aus- 
schlieBlich auf diesen EinfluB 
zuriickzufiihren ist, geht aus 
Abb. 84 hervor, wo die ge- 
messene Kurve mit einer 
theoretischen von gleicher 
Zirkulation (gleichem Auf- 
trieb) verglichen ist. Hierbei 
muBte bei der theoretischen 
Kurve ein Umstrémen der 


















Abb. 83. Theoretische und 
gemessene Druckverteilung 
um einen Joukowskyfligel 
bei einem Anstellwinkel 






Abb. 84. Vergleich der gemessenen Druck- 


Onn Ole verteilung mit einer theoretischen fiir 
—-- theoretische Kurve, | gleichen Auftrieb: Anstellwinkel ~ = 6°. 
o—o—o gemessene Werte. H / — —— theoretische Kurve, c——o gemessene Werte. 


Hinterkante zugelassen werden, wodurch man hier unendlich groBen Unter- 
druck erhalt. Abgesehen von diesen durch formale Griinde bedingten Ab- 
weichungen stimmen die theoretische und experimentelle Kurve gut iiberein 
[die kleinen Wellen in der experimentellen Kurve diirften durch geringe Her- 
stellungsfehler in der Form des Modelles erklart werden kénnen})], 


1) A. Betz, ZS. f. Flugtechn. Bd. 6, S. 173. 1945. 


Kapitel 5. 


Gasdynamik. 


Von 


J. ACKERET, Gottingen. 


Mit 70 Abbildungen. 


I. Einleitung. 


1. Ubersicht. Die ,,ideale Flissigkeit“’ der Hydrodynamik ist gekenn- 
zeichnet durch Reibungslosigkeit und Unzusammendriickbarkeit. Bei diesen 
Annahmen erhalten die Bewegungsgleichungen eine besonders einfache Gestalt, 
so daB eine mathematische Behandlung (im wesentlichen mit den Methoden der 
Potentialtheorie) weitgehend méglich ist, wie in Kapitel 1 dieses Bandes gezeigt 
worden ist. . 

Die groBe Wichtigkeit der (entgegen der ersten Annahme) in der Natur 
auftretenden dissipativen Vorgange hat dann dazu gefiihrt, auch die Reibung in 
Betracht zu ziehen. Wahrend fiir verhaltnismaBig groBe Zahigkeit der str6menden 
Stoffe, wo die Tragheit der Flissigkeit in den Hintergrund tritt, eine Anzahl 
vollstandiger Lésungen vorliegt (PoIsEUILLEsches Gesetz, StoxEssche Fallformel) 
bietet bekanntlich die gleichzeitige Beriicksichtigung von Reibung und Tragheit 
besonders groBe Schwierigkeiten. In welcher Weise die PRANDTLsche Grenz- 
schichttheorie dieselben in manchen Fallen titberwunden hat, ist in Kapitel 2 
dieses Bandes ausfiihrlich erlautert. 

So ist es denn nicht weiter verwunderlich, da8 die Einbeziehung der end- 
lichen Kompressibilitat, die ja fiir Gase bei oberflachlicher Betrachtung un- 
umgianglich scheint, die exakte Theorie in fast hoffnungslose Schwierigkeiten 
bringt. Die Entwicklung hat denn auch einen anderen Weg eingeschlagen. Es 
wurde von der Reibung abgesehen und im wesentlichen die allein durch die Ver- 
dichtbarkeit hervorgerufenen Vorgange untersucht. Ahnlich wie die Wasser- 
bauer eine besondere ,,Hydraulik’ (im wesentlichen eindimensionale Hydro- 
dynamik) schufen, so haben zunachst die Ingenieure, durch die Bediirfnisse der 
Praxis gezwungen, eine sehr vereinfachte Betrachtungsweise in die Gasdynamik 
eingefithrt, die allerdings heute fiir manche technischen Anwendungen schon 
nicht mehr geniigt. Ein besonderer Zweig der Gasdynamik ist durch die Ballistik 
geférdert worden: die Lehre vom Luftwiderstand bei sehr groBen Geschwindig- 
keiten. 

Bei groBen Druck- und Volumenanderungen der strémenden Gase diirfen 
die thermischen Erscheinungen nicht vernachlassigt werden; die Zustands- 
gleichung tritt in die Rechnungen ein, Warmeleitungsvorgange kénnen eine 
wesentliche Rolle spielen. Allerdings hat man sich auch hier zumeist mit ver- 
einfachenden Naherungen begnigt. 
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Je nach dem Grade der Vernachlassigung la8t sich die Theorie der Stromung 
kompressibler Medien in drei Gruppen von Untersuchungen teilen: 

4. Die Geschwindigkeiten sind klein gegen die Schallgeschwindigkeit ; ebenso 
sollen Dichte-, Druck- und Temperaturanderungen sehr klein sein: Gebiet der 
Akustik (im allgemeinsten Sinne). Lat man die Schallgeschwindigkeit geradezu 
ins Unendliche wachsen, so erhalt man als Grenzfall die Hydrodynamik inkom- 
pressibler Fliissigkeiten. ie 

2. Die Geschwindigkeiten sind ebenfalls klein gegen die Schallgeschwindig- 
keit, Dichte-, Druck- und Temperaturanderungen sind aber von der GréBen- 
ordnung eins: Gebiet der dynamischen Meteorologie. 

3. Hier werden Geschwindigkeiten von der Gré8enordnung der Schall- 
geschwindigkeit in Betracht gezogen; Dichte-, Druck- und Temperaturanderungen 
sind dann von vornherein nicht vernachlissigbar: Eigentliche Gasdynamik}), 

4 und 2 werden wir nicht weiter verfolgen, da beide Gebiete in gesonderten 
Kapiteln dieses Handbuches behandelt werden’). 

Warum gerade die Schallgeschwindigkeit eine so wesentliche Rolle spielt, 
wird spater erlautert. Sie darf natiirlich nicht als eine Konstante behandelt 
werden. 

Zusammenfassende Bearbeitungen findet man in den Enzyklopadieartikeln 
von PRANDTL®), ZEMPLEN*) und CRANZz>) sowie in einem besonders anschau- 
lichen Bericht von PRANDTL*). 

Mit einzelnen Kapiteln der Gasdynamik befassen sich die Lehrbiicher von 
HADAMARD’), CRANZ®), ZEUNER®), STODOLA!) und ScHULE!), ferner das In- 
genieur-Taschenbuch ,,Hiitte’’, 25. Aufl., Bd. I. 


II. Die Grundgleichungen der Gasdynamik™). 


2. Kontinuitatsgleichung. Die Kontinuitatsgleichung ist der Ausdruck fiir 
die Erhaltung der Materie. Betrachten wir ein parallelepipedisches Volumen- 
element, das im Raume feststeht und von dem Gase in willkiirlicher Weise durch- 


') Tropfbare Flissigkeiten kommen kaum in Betracht, da ihre Schallgeschwindigkeit 
verglichen mit den technisch erzeugbaren Strémungsgeschwindigkeiten sehr hoch liegt. 
Mischungen von Flissigkeiten und Gasen kénnen zwar geringe Schallgeschwindigkeit auf- 
weisen, deren Verhalten ist aber bisher noch wenig untersucht worden. 

*) Bd. VIII (Akustik), Bd. XI (Atmospharische Thermodynamik). 

8) L. PRANDTL, Stromende Bewegung der Gase und Dampfe, Enzykl. der math. Wiss. 
(Physik) Bd. V, Artikel 5b. Enthalt ausfiihrliche Angaben iiber die altere Literatur (bis 1905). 

4) G, ZempLtN, Besondere Ausfithrungen wber unstetige Bewegungen in Flissigkeiten, 
Enzykl. (Mechanik) Bd. IV, Artikel 19. Bezieht sich hauptsachlich auf die in Abschn. V 
behandelten Gegenstande. Literatur bis 1904/05. 

5):C. Cranz, Ballistik. Enzykl. (Mechanik) Bd. IV, Artikel 18. (Innere und 4uBere 
Ballistik, Literatur bis 1902 beriicksichtigt.) : 

8) L. PRANDTL, ,,Gasbewegung‘‘ im Handwérterbuch der Naturwissenschaften Bd. 4, 
S. 558ff. 1913. 

*) J. HapamarD, Legons sur la propagation des ondes et les équations de l’hydro- 
dynamique. (StoBwellen.) Paris 1903. 

8) C. Cranz, Lehrb. d. Ballistik, 5. Aufl. Bd. I: AuBere Ballistik. Berlin 1925. Bd. IT: 
Innere Ballistik. Berlin 1926. (Beide Bande enthalten sehr ausfithrliche Literaturverzeich- 
nisse.) Ein dritter Band ist 1913 erschienen: Experimentelle Ballistik. 

°®) G. ZEUNER, Technische Thermodynamik, 3. Aufl. Leipzig 1887—1890. (Gas- und 
Dampfstr6mung durch Rohre und Miindungen.) 

1°) A. Stoporia, Dampf- und Gasturbinen, 6. Aufl. Berlin 1924 (insbes. Kap. II und III: 
Anwendung der Gasdynamik auf Diisen- und Schaufelstromung. Graphische Methoden), 

11) W. ScHULE, Technische Thermodynamik Bd.I u.II, 4. Aufl. 1923. 

'®) Ausfithrliche Betrachtungen dariiber: M. SmocucnowskI, Bull. de l’acad. d. scienc. de 
Cracovie 1903, S. 143. : 
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stromt wird (Abb. 4). Durch die vordere, zur x-Achse senkrechten Grenzflache 
ADHE stromt in der Zeit dt die Masse oudy dz dt ein, wo @ die Dichte und 
u, v, w die Komponenten der Geschwindigkeit p in Richtung der x-, y-, z-Achse 
e : é ; 

sind. Die Masse (ow -- = dx) dydzdt verlaBt andererseits durch die Flache 
BCGF das Element. Der UberschuB 














C (ou) e 
und die analogen Differenzen 
0 (ev) 0 (ow 
fy dy dx dz dt, OO) dz dx dy dt 
miuissen gedeckt werden durch eine Anderung 
der im Element dx dy dz = dt befindlichen 
Masse odt. a ene | a p 
Man findet so Y VEO 











Oo O(eu) , A(ev) , A(ow) 
= == (iy 4 Abb. 1. Spannungen am Volum- 
Ot - Ox as ee (1) element. 
ausgeschrieben 
do ; Ou Ov Ow Oo Oo do , 
ae tela, tay 4 ae) +H ge + ge + ws =O. (1) 


Die unterstrichenen Terme sind durch die endliche Kompressibilitat bedingt 
und zeigen den Unterschied gegeniiber der gewohnlichen Hydrodynamik unzu- 
sammendrickbarer Fliissigkeiten. 

3. Impulssatz (Bewegungsgleichungen). Die zeitliche Zunahme des im 
Volumenelement dt enthaltenen Impulses ist gleich dem Uberschu8 des ein- 
tretenden tiber den austretenden Impulsstrom vermehrt um den Antrieb der 
wirksamen Massen- und Oberflachenkrafte. Als Massenkraft kommt neben den 
Erganzungskraften bei Betrachtungen in beschleunigten Systemen (Coriolis- und 
Zentrifugalkraften) vor allem die Schwerkraft in Betracht. Sie spielt eine wesent- 
liche Rolle in der dynamischen Meteorologie; in der Gasdynamik kann sie als 
gegentiber den anderen Kraften verschwindend klein fast immer vernachlassigt 
werden. 

Fur die x-Komponente der Impulsanderung der im Volumenelement dt 


Pee ele ncn Maneetien lena. di -achuciben wit 8 wadi® Der durch ADEE 








Ot 
eintretende Impuls ist ow? dy dz dt, der durch BCGF austretende 
(ou? a sd dx| dy dz at. 
Der UberschuB ist also 
Cow’) ar dt 
Ox : 


Aber auch durch die Seitenflachen strémt im allgemeinen x-Impuls, bei- 
spielsweise durch A BFE der Betrag ovu dx dz dt, durch die gegentiberliegende 
Seite DCGH der Betrag 

O(ovu 
(gow + ) 


Im ganzen liefern die Impulsstréme: 


0 (ou?) 0 (ov) 0 (ow) 
(ee + See 4 oe )avdt. 





dy) dxdzadt. 





Oye 
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Zusammen mit dem obenstehenden Ausdruck fiir die Impulsénderung und mit 
Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichung (1) von Ziff. 2 ergibt sich somit 


Ou Ou Ou OW du 
o(F base bus + wa) OF (1) 








der bekannte EuLersche Ausdruck fiir die ,,substantielle“ Tragheitskratt. 
Bekanntlich lassen sich die Oberflachendriicke als Komponenten eines 
Drucktensors auffassen : 
Pax Pay Paz 


Pya 
Pea 


Pry soll bedeuten: Druck in der x-Richtung auf ein Flachenelement normal zur 
y-Achse. Druckspannungen sollen positiv gerechnet werden. Der Tensor ist 
symmetrisch, und seine Komponenten haben nach STOKES!) die GréBen 





2. (Cb OR > OM Ou du , ov 
bos P4555 + ay t Be) — PBR bu =—H(55 + 5) ci 
usw., wo uw den Zéhigkeitskoeffizienten*) bedeutet. Es ist stets 
(i 3 (Peo + Pyy + Pez) - (3) 


Ohne weiteres darf dieser Druck nicht mit dem in der Gasgleichung p/oe = RT 
vorkommenden identifiziert werden (wo R die Gaskonstante und T die absolute 
Temperatur bedeuten). Die kinetische Gastheorie zeigt aber die Wahrscheinlich- 
keit dieser Annahme; sie wird zumeist ohne groBe Bedenken gemacht?). 

Wir koénnen nun die Bewegungsgleichungen hinschreiben, indem wir noch 
die x-Komponente der resultierenden a4uBeren Massenkraft auf die Masseneinheit 
bezogen gleich X setzen: 


du ae Ofze Obey OPnz 
07 = ex = Ox dy Te Aes usw. 





Setzen wir die Komponenten des Tensors hier ein, so erhalten wir 


du Op 1 
Og =oX—g,tH4utoe 


re) (+3 =) 
Ox 





Ox OY + 02 (4) 
und zwei entsprechende Gleichungen. Nun ist mw im allgemeinen nicht konstant, 
sondern hauptsachlich von der Temperatur abhangig (s. die SUTHERLANDsche 
Formel der kinetischen Gastheorie); allein es erscheint kaum moglich, derartige 
Feinheiten bei wirklichen Rechnungen zu beriicksichtigen. 
Im statischen Falle, der im wesentlichen von meteorologischem Interesse 
ist, verschwinden alle zeitlichen Ableitungen und die Gleichungen nehmen die 
einfache Form an 

Op _ op i Op 

Oy Ox: jpn Ot a, 7 04: 
Insbesondere haben wir fiir das Gleichgewicht der Atmosphare unter der Ein- 
wirkung der Schwere X=Y=0, Z=—g 

ap 
dp omen 


1) Eine besonders einfache Herleitung dieser Ausdriicke findet man in ErnsTEtns ,, Vier 


ee Se tiber Relativitatstheorie‘‘ S.14; vgl. auch Kap. 2, Ziff. 2 dieses Bandes des 
andb. 


*) Vgl. Kap. 2, Ziff. 14. ds. Bandes. 
3) J. C. MaxweELt, Scient. Pap. Bd. 2, S. 69. 1890. 
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o hangt aber wieder von f und der Temperatur T in einer Weise ab, die durch 


thermische Faktoren (Warmeaustausch, Strahlung) bedingt ist. Die sog. baro- 
metrische Hohenformel: b = I (2) 


kann also nur unter Hinzuziehung weiterer Annahmen (etwa Temperaturver- 
teilung in den verschiedenen Héhen) gewonnen werden?). 

Bei turbulenter Bewegung?) sind die Gleichungen (1) von Ziff. 2 und (4) 
von Ziff.3 nach wie vor giiltig, wenn man die wirklichen zeitlich und Ortlich 
stark verdnderlichen Geschwindigkeiten, Drucke usw. einsetzt. Mu8 man sich 
aber (wie meistens) mit Mittelwerten begniigen, versteht man also z. B. bei 
, stationarer‘’ Bewegung unter w den zeitlichen Mittelwert der «-Komponente 
der Geschwindigkeit an einer bestimmten Stelle, dann ist die Reibungsziffer u 
(und ebenso die Warmeleitzahl 4) viel zu klein, um den im allgemeinen durch 
starke Mischbewegung (Turbulenz) vergr68erten Impuls- (bzw. Warme-)Austausch 
auch nur anndhernd zu beschreiben. Man kénnte nach BOUSSINESQ eine ver- 
gréBerte scheinbare Zahigkeit einfithren, allein diese ist sehr abhangig von der 
Nahe von Wandungen usw., so da8 man vorlaufig auf die Behandlung ,,laminarer** 
Reibungsvorgange angewiesen ist, wenn man sich nicht mit den verhaltnismafig 

rohen Naherungen der Hydraulik begniigt (s. Ziff. 12). 
4. Energiesatz. Der Energiesatz sagt aus, da die Zunahme der Energie- 
dichte in einem gegebenen ruhenden Volumen in der Zeiteinheit gleich dem Uber- 
schuB des eintretenden Energiestromes iiber den austretenden vermehrt um die 
Arbeit der a4uBeren Krafte ist. 

In der iiblichen Darstellung wird die Warmeenergie getrennt neben der 
kinetischen und der potentiellen Energie V aufgefiihrt. Der thermische Energie- 
inhalt der Masseneinheit ist mit der spezifischen Warme bei festem Volumen c¢, 


r 
gegeben durch’) E = [eva T, wo der Anfangspunkt Ty willkiirlich ist, da es ja 
By 


nur auf die Energiedifferenzen ankommt. Bei idealen Gasen kénnen wir einfach 
setizen T,=0; E=e,T.~ 
Die Energiestrémung setzt sich aus einem konvektiven Anteil (mitgefithrte 
kinetische, potentielle, thermische Energie) und dem Anteil der Warmeleitung 
zusammen. Die Energiegleichung lautet mit dem mechanischen Warmeaqui- 
valent J und der Warmeleitfahigkeit 4 
Sates 2 
u i OV OV = 


d I 
o5;|JE + 2 Sar ee Ba a aS 





= —|F. (whee + Ure + Wen) + Fw poy + 0a + ® Pee) 


0 
- rae oa a U pyz ae w bes) —JiAT| : 
Setzt man jetzt die Werte von pz2, Poy USW. ein, und benutzt man ferner Glei- 
chung (4) von Ziff. 3, so folgt 


dE Ou 0 
Cie F + Po pre 





v Ow 
2 4 Se) =O+sA4T, (1) 


bei mit 
i 2 nS + + Eh ofall + (Sl + SEM 
4 (oe 4 Ss (4 SEN (E+ St 


1) S. Bd. XI ds. Handb. 2) S. Kap. 2 ds. Bandes. 3) S, Bd. IX ds. Handb. 








(2) 
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die Ray Leicusche Dissipationsfunktion bezeichnet ist. ® stellt die in der Zeit- 
und Volumeneinheit in Warme verwandelte Reibungsarbeit dar. 

5. Grenzbedingungen. Beziiglich der Grenzbedingungen sind gegeniber der 
gewohnlichen Hydrodynamik keine wesentlichen Unterschiede vorhanden: 

1. An festen Korpern mu die Normalgeschwindigkeit relativ zum Korper 
verschwinden. Bei reibender Strémung verschwindet jede Relativgeschwindig- 
keit an den Kérperoberflachen. 

2. Freie Oberflachen (etwa bei freien Strahlen) sind Flachen konstanten 
Drucks. 

3. Wird die Warmeleitung nicht vernachlassigt, dann miissen noch An- 
nahmen gemacht werden beziiglich des thermischen Verhaltens der Oberflachen 
(konstante Temperatur; keine Warmezu- bzw. -abfuhr usw.). 

6. Wirbelsatze. Die THomsonsche Ableitung der Wirbelsatze!), die auf dem 
Zirkulationsbegriff beruht, la8t sich leicht auch auf kompressible Strémungen 
ausdehnen. Es wird die zeitliche Anderung der Zirkulation I’, d. h. des lings 
einer vorgegebenen mit dem Gase bewegten Kurve (1—2) genommenen Inte- 


grals 
2 


Ena 


betrachtet. Dabei ist ds das Linienelement der Kurve, v, die Komponente der 
Geschwindigkeit v in der Tangentenrichtung. Man findet 


nas ‘dp uo i 
Pa|-je-Ves 
sofern die Reibungskrafte vernachlassigt werden kénnen. V ist das Potential 


der auBeren Krafte. Betrachtet man insbesondere eine geschlossene Kurve 
(Punkt 1 und 2 zusammenfallend), so ist bei einwertigem V 


ar dp 
aa GS. (1) 

Ist @ eine einwertige Funktion von #, so bleibt auch hier die Zirkulation 
zeitlich konstant, sobald aber Inhomogenititen auftreten, so daB -o nicht mehr 
eindeutig in # ist, ergibt sich eine Anderung. Dieser Satz ist praktisch von gréBter 
Wichtigkeit fiir die Meteorologie, indem die zur Zirkulationserzeugung ndétige 
Inhomogenitét durch das Wechselspiel von Erwarmung und Abkiihlung durch 
Warmeleitung und Strahlung erhalten wird. Aber auch in der Gasdynamik 
spielt er eine Rolle. Beispielsweise kénnen bei unstetigen Verdichtungsvorgangen 
(Verdichtungsst6Ben s. Ziff. 22) Inhomogenitaten auftreten. 

Wirbelbewegungen mit sehr groBen Geschwindigkeiten scheinen noch wenig 
studiert worden zu sein. Gegeniiber der gewohnlichen Hydrodynamik kommt 
hinzu, daB die Geschwindigkeit im Innern des Wirbels bei Potentialbewegung 
einen maximalen Wert nicht iiberschreiten kann. 

7. Ahnlichkeitssatze. Ahnlichkeitsbetrachtungen sind von  besonderer 
Wichtigkeit fiir das Versuchswesen: sie gestatten die Reduktion der notwendigen 
Messungen auf ein MindestmaB. Gleichzeitig zeigen sie, wie eine rationelle Dar- 
stellung der Ergebnisse in dimensionslosen Gréen vorgenommen werden kann. 


Leider ist im Gebiet der Gasdynamik bisher wenig Gebrauch davon gemacht 
worden. 





1) S. etwa H. Lame, Hydrodynamik, deutsche Ausgabe, S. 42; vgl. auch Kap. 1, 
Ziff. 17 ds. Bandes ds. Handb. : 


whirls eaees ani 
7 Ahnlichkeitssatze. 295 


Die Grundgleichungen 











Oe , O(ou) , (ov) , Plow) 
ee a, as 
du _—op 4 1 0 (Ou Ov Ow 
dia wee ® | aaerauarras a tonto 
ar Ou dv Ow 
IQ eG; t Olas tay t ag)= P+ IAAT 


(wobei die 4uBeren Krafte vernachlassigt werden sollen), und die Gasgleichung 
eT 
@ 


sollen in einem bestimmten Fall 4 (Original) erfiillt sein; es soll also eine Lésung 
derselben vorliegen, die auch allen Grenzbedingungen geniigt. Nun veraéndern 
wir simtliche Abmessungen, indem wir alle Langen mit einem konstanten Faktor 
m, multiplizieren (also etwa zu einem kleineren Modell tibergehen). Ebenso 
sollen alle in den Gleichungen vorkommenden Gréfen, die nicht wie das Warme- 
aquivalent J absolute Konstanten sind, mit Faktoren m,, ms usw. multipliziert 
werden. Wir fragen uns: Kann man diese Faktoren so wahlen, daB das Strombild 
geometrisch ahnlich bleibt? 

Nach bekannten Methoden ergibt sich, daB Ahnlichkeit besteht, wenn man 
die m so wahlt, daB folgende Bedingungen (1) bis (4) erfillt sind 


Q1 Uh, = Q2 Ugly 








My 2 ; (1) 
U, __ Us 
cee aq 
hy = p= 2), G3) 
Malo, __ 2 Sve 
1 a ip s (4) 


Hierbei sind 0, und g, die Dichten im ersten und im transformierten Fall, in ent- 
sprechenden Punkten, U, und U, entsprechende Geschwindigkeiten, J, und /, 
homologe Langen (etwa Lange oder Kaliber eines Originalgeschosses bzw. des 
ahnlich verkleinerten Modellgeschosses). Ferner bedeuten a, und a, die Schall- 
geschwindigkeiten in entsprechenden Punkten. Bedingung (1) bedeutet Gleich- 
heit der sog. REyNotpsschen Zahlen!). Forderung (2) verlangt gleiches Verhalt- 
nis der Geschwindigkeit in einem bestimmten Punkte zur Schallgeschwindigkeit, 
die dem Zustand in jenem Punkt entspricht. Die Schallgeschwindigkeit (Aus- 
breitungsgeschwindigkeit kleiner Stérungen) ist a= VERT (s-Zilt522)5 5 Be- 
dingung (3) lauft darauf hinaus, da’ man Versuche nur vergleichen darf, die mit 
Gasen gleicher Atomzahl gemacht werden. Bedingung (4) endlich ist praktisch 
genau erfiillt, wenn (3) zutrifft, denn schon nach der kinetischen Gastheorie ist 
Cy 
A 





fiir gleiche Atomzahl ein konstantes Verhaltnis zu erwarten. Tatsachlich 


ergeben auch die Messungen an H,, N., O,, NO Werte, die zwischen 1,97 und 
4,87 liegen?). 

Nur wenn alle vier Bedingungen erfiillt sind, ist die exakte Ubertragbarkeit 
der Versuchsergebnisse vom Modell auf das Original gewahrleistet. Nun ist aber 
im allgemeinen eine genaue Einhaltung derselben unméglich, insbesondere ist 


1) S. Kap. 2, Ziff. 10 ds. Bandes. 7S. Bdo xl, Kap, 2 ds. Handb. 


296 Kap. 5. J. ACKERET: Gasdynamik. Zalies., 


die Forderung gleicher REyNoxtpsscher Zahlen sehr unangenehm, da sie fast 
immer groBe Abmessungen, hohe Driicke oder groBe Geschwindigkeiten verlangt, 
die die Versuchsanlage verteuern. (Ein ,,Windkanal“ fiir 1000 m/sec Geschwin- 
digkeit bei Atmospharendruck wiirde bei nur 30cm Kanaldurchmesser an die 
400000 PS Leistung erfordern.) Gliicklicherweise hat sich gezeigt, daB die Ab- 
hangigkeit der gesuchten GrdBen (also etwa die ,,Widerstandszahl“ eines Ge- 
schosses. s. Ziff. 28) von der REyNotpsschen Zahl nicht mehr groB ist, wenn 
diese Zahl selbst geniigend hoch liegt. (In der Aerodynamik gibt es viele Falle 
wo eine Anderung der REyNorpsschen Zahl um zwei Zehnerpotenzen keinen 
merkbaren Einflu8 auf die Ahnlichkeit der Strémung ausiibt.) 

Dagegen ist es notwendig, daB das Verhaltnis U/a genau eingehalten wird. 
Wie gro8 der Gang der Versuchswerte mit verschiedenem & ist, ist unbekannt. 
Die Frage hat praktische Bedeutung fiir die Ubertragung von Versuchen mit 
Luft (k = 1,4) auf Dampfstr6mungen (etwa in Dampfturbinen) mit k = 1,28 
fir HeiBdampf und k = 1,15 fiir Sattdampf. 


III. Stromung in Rohren und Diisen 
in hydraulischer Behandlung. 


8. Vereinfachte Grundgleichungen bei eindimensionaler Stromung. Wie 
schon friither erwahnt, hat man fiir technische Zwecke eine vereinfachte Behand- 
lung eingefiihrt, die in vielen Fallen geniigend genau ist. Es handelt sich dabei 
vorwiegend um die Theorie der Gasstrémungen in Rohrleitungen, Diisen, Miin- 
dungen, deren Querschnitt sich in der Stromrichtung verhaltnismaBig langsam 
andert, so da die Geschwindigkeiten, Drucke, Temperaturen usw. als konstant 
uber den ganzen Querschnitt angenommen werden kénnen). Wieweit diese 
Annahme zutrifft, ist beispielsweise aus Abb. 11 (Ziff. 17) zu ersehen. Es besteht 
also nur noch Abhangigkeit von der Lage des betrachteten Querschnitts, die 
durch eine einzige GréBe, die Rohrachsenlange s gegeben ist; daher der Ausdruck 
eindimensional. Gewéhnlich wird auch nur der stationare Fall ins Auge gefaBt. 
Langsam veranderliche (quasistationare) Strémungen sind natiirlich eingeschlossen. 

Wir denken uns ein Rohr mit veranderlichem Querschnitt /. Als Querschnitt 
f kann man einen Schnitt normal zur Achse wihlen; oft aber wird (gefthlsmaBig) 
die Orthogonalflache zu den Stromlinien gezeichnet und deren Oberflache inner- 
halb des Kanals in Rechnung gesetzt, was wohl etwas exakter ist. Als Parameter 
wahlen wir die Rohrachsenlange s. Dann muB8 im stationiren Fall bei der Ge- 
schwindigkeit « durch jeden Querschnitt in gleichen Zeiten die gleiche Masse 


flieBen. Also ist fue = M = konst. (1) 


die vereinfachte Kontinuitatsgleichung. 
Die durch einen Querschnitt /, in der Zeiteinheit stromende Menge M = f,OiM4 
2 


bringt die kinetische Energie M 3 mit. Durch einen stromabwarts liegenden 
Querschnitt f, verlaBt andererseits die kinetische Energie M = das betrachtete 


Rohrelement zwischen /, und /,. Nennen wir die innere, thermische Energie 
fiir die Masseneinheit (im Sinne von Ziffer 4) E, so sind ME, und ME, die 
thermischen Energiestréme. Das Potential der 4uBeren Krafte sei V fiir die 
Masseneinheit. Nun sind noch ebenso wie in Ziffer 4 die Arbeiten der Druck- 
krafte zu berticksichtigen. Unter dem Druck p, wird durch 7, das Volumen 
M/o, = f,™ in das betrachtete Rohrelement gedrangt, die entsprechenden auf- 
gewendeten bzw. gewonnenen ,, Verdrangungsarbeiten“ sind pi/o, bzw. ,/0, fiir 
die Masseneinheit. . 
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Es ergibt sich somit die Bilanz 





uw H 2 
Wt H+ 24 Jha, + 34+ 2 + Je. (2) 
Ersetzt man noch 7 £ + E durch den ,,Warmeinhalt“ 7, so folgt 
2 2 
VzatS+ Ji =Vi.tZGt Jig Energiesatz). (2a) 
Differentiell geschrieben lautet (2) 


udu= —a(2) Striper ye (2b) 


Denken wir uns nun weiterhin mit der Masseneinheit vom Querschnitt 4 
zu dem benachbarten Querschnitt 2 schwimmend, so geschieht in thermischer 
Hinsicht folgendes: Die Masse verandert ihre innere Energie um dE, sie andert 
ihre Dichte um do, gegen den auBeren Druck.p wird (bis auf Groen héherer 


Ordnung) die Arbeit —# ts geleistet. Wir erhalten deshalb die Gleichung 
Ja = pS (Warmegleichung), (3) 


die man natiirlich auch durch einen entsprechenden Grenztibergang aus 
Gleichung (1) von Ziff. 4 erhalten kann. 
Vereinigen wir (2b) und (3), so folgt 


udu = —“? — av (Impulssatz). (4) 
Vernachlassigen wir dV, was oft erlaubt ist, so ergibt sich 
udu = — “P ; (4a) 
integriert 2 





Uz— Ui dp 
re 0 
4 


als die verallgemeinerte Bernourlische Gleichung. 

Wir haben Reibungs- und Wa4rmeleitungsvorgange vorlaufig nicht bertick- 
sichtigt. Sie haben zur Folge, daB Geschwindigkeit, Dichte und Temperatur 
(weniger der Druck) nicht mehr gleichférmig iiber den Querschnitt verteilt sind, 
wie es den Voraussetzungen der eindimensionalen Theorie entspricht. Bei genauer 
Betrachtung wird man deshalb die allgemeinen Gleichungen in Ziff. 2,3, 4 heran- 
ziehen miissen (vorteilhaft in Integralform). Vel. auch Ziff. 12. 

Es soll zunachst die Gasbewegung durch ein Rohr variablen Querschnitts 
bei Vernachlassigung der Reibung und der duBeren Krafte betrachtet werden. 

Die vereinfachten Kontinuitats- bzw. Bewegungsgleichungen liefern 


fuo = konst. 
udu + “? an) 
Durch logarithmisches Differenzieren erhalt man aus der ersten 
dj , du, de 
t ay 


Op OF Cea te 


Q doe @ oO” 


= 0. 





Nun k6énnen wir setzen 
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wobei @ =|/ ~P aie Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer (schwachen) Sto6rung bei 
Q ; 
dem durch # und @ gegebenen Zustand des Gases bedeutet (s. Ziff. 22). Man 


findet so 
af du [ a ae 
ELE Ss, 


eine Beziehung, die von HuGonior stammt?). 

Wir entnehmen ihr: Wenn w < a, dann nimmt mit wachsender Geschwindig- 
keit der Str6mungsquerschnitt ab; wenn “>a, dann nimmt der Querschnitt 
mit wachsender Geschwindigkeit zu, eine besonders charakteristische Folge der 
endlichen Verdichtbarkeit. Fiir «=a, wird df =0; der Querschnitt bleibt 
konstant, er hat an solchen Stellen einen Extremwert und zwar, wie man leicht 
nachrechnet, ein Minimum. Natiirlich ist nur dann im engsten Querschnitt die 
Stromungsgeschwindigkeit gleich der Schallgeschwindigkeit, wenn ein entsprechen- 
des Druckgefalle itberhaupt vorhanden ist. Ist es zu klein, so wird die Schall- 
geschwindigkeit nirgends erreicht (s. Ziff. 9). 

Nun zichen wir auch die Energiegleichung heran 


udu = —Jdi. 





Die Verbindung von Energie- und Impulsgleichung liefert direkt Jdi = dp/o, 
was mit?) Ji = Jc,T + p/o0 = JcpT bei idealen Gasen zur Potssonschen Glei- 
chung # = konst. o* fiihrt. 
Es ist also 
u?— 42 
2 





=n —?) =) er oe (5) 


wenn der Zeiger 1 auf die entsprechenden GréBen in einem beliebigen festen Quer- 
schnitt hinweist. Mit der aus der Porssonschen Gleichung mit Hilfe der Gas- 
gleichung #/o = RT folgende Beziehung 


k-1 
eh (Sy * 
Ty P1 

erhalten wir 


k-14 
uw— ui = 2JopT, 4 = (Bye | : 
1 
Beim Ausstrémen aus einem gréBeren Behalter legt man den Querschnitt 4 
an eine Stelle (Zeiger 0), wo wsehr klein ist. Dann wird mit Beachtung der aus der 
k—1 
k 


/ é k-1 / ees 7 k-41 
a5 BS da ea) enn ONG eee Nps ; 
= Varah (|= te oe ee 
die grundlegende Formel von bE Satnt-VENANT und WaNTzEL (1839) 8). 
Die Geschwindigkeit ist demnach proportional der Wurzel aus der Gastem- 
peratur im Behalter und sonst nur abhangig vom Druckverhiltnis b/po. Bei ver- 


schiedenen Gasen macht sich der EinfluB des verdnderten Molekulargewichtes 
in @ geltend, bzw. auch in C», das wir auf die Masseneinheit bezogen haben. 





Gasgleichung folgenden RopeRT MAYERschen Beziehung R = J (cy — c,) =J & 








1) Huconiot, C. R. Bad. 1035-82. 1417 98 aos Or REYNOLDs, Phil. Mag. Bd. 21, 
S. 185. 1886. 


*) S. Bd. IX ds. Handb. 
3) B. DE SaInt-VENANT u. L. WANTZEL, Journ. d. V’éc. polyt. Bd. 27, 'S. 85.4839. 
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Leichtere Gase strémen rascher aus. Verschwindet der , Gegendruck“ (Einstrémen 
ins Vakuum), so erreicht « seinen Héchstwert 











ara OR Be 
he S72) c, 7), ee (7) 
Fiir das Verhaltnis w/a erhalt man mit a = VRRT 
ee 2 IF 
a =); —1 i i f (8) 


Man ersieht daraus, das bei sehr starker Expansion (T,/T >> 1) dieses Verhaltnis 
beliebig hohe Werte erreichen kann. Da Schallgeschwindigkeit und Molekular- 
geschwindigkeit proportional sind, heiBt das auch, daB in diesem Falle die Gas- 
molekiile in fast vdéllig geradlinigen Bahnen (ohne Stérung durch Warmebe- 
wegung) laufen. Diese Fragen sind von Bedeutung fiir die Vorgange in Vakuum- 
Strahlpumpen. Allerdings befindet man sich dabei schon an der Grenze des Gel- 
tungsbereichs der kontinuierlichen Betrachtung, die ja unseren Gleichungen 
durchaus zugrunde liegt. 

9. Stromung durch Diisen. Es soll nun das Rohr von verschieden groBen 
Mengen durchstrémt werden bei gegebenem Anfangs- (Ruhe-) zustand des Gases. 
Die sekundliche Gewichtsmenge 148t sich nach Ziff. 8, Gleichung (5) und zu- 
folge der ebenfalls aus der Potssonschen Gleichung folgenden Beziehung 

oi TV 
2% \To 


schreiben 


1 a 
——— _ (T\paq/,_ iT 
M = [uo = fy2JepTy bo (7) ) 4— cae i Minne 060 ¢ (1) 
Fiir verschiedene k (= 1,67 fiir einatomige Gase, = 1,40 fiir zweiatomige, = 1,28 


fiir dreiatomige Gase) ist in Abb. 2 die Temperaturfunktion 0 aufgetragen. Die 
Menge ist also pro- 7 
portionalf@O.Nun © 7, - 
erhalt man offen- 
bar die grdBte 
DurchfluBmenge, 98 
wenn man eS sO @7 
einrichtet (etwa 
durch Anderung 
des Druckes am “” 
Austrittsquer- 4 
schnitt), daB im 4, 
engsten Quer- |, 
schnitt 0 = Onex fe 
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; : | 
ist. Die entspre- 47 | 
| 
, a / | | 
Petes Sega 8 G05 G7 06 Q2 G25 G3—>0 G35 
js es Abb. 2. Funktion © fiir k = 1,67, 1,40 und 1,28. 


OR+1’ 
und aus Gleichung (8) von Ziff. 8 ersieht man, daB an der engsten Stelle u =a 
ist. Die entsprechenden ,,kritischen‘‘ Zustandsgréfen sind 


pra telpeg, em eolg2a). 0) 


die Geschwindigkeit gt via! 2 Me Po 3) 
; +1 @ 
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Mit diesem Wert finden wir nunmehr fir. die gré8te DurchfluBmenge 


4 ee 
2 \ tea 2k ; 
Va <= fecta (; rt :) : k +1 Poo (4) 


Ist die durchstromende Menge gleich oder kleiner als Mmax, so 1aBt sich zu 
jeder Menge der Temperatur- bzw. Druckverlauf langs des Rohres leicht auf- 
finden. Betrachtet man irgendeinen Querschnitt /, so ergibt sich zunachst 
—0= -, Mit 0 hat man 7, daraus 


Piionte” Con siate | 
berechnet man weiterhin die Geschwin- 


digkeit und vermittels der Gleichung 
der Adiabaten die itibrigen Zustands- 
gréBen. Abb. 3 gibt (schematisch) die 
Temperaturen und Driicke fiir das unten 
gezeichnete Rohr. 

Es ergeben sich zwei Kurven- 
scharen I und II, die getrennt werden 
durch die Kurven 1 und 2 der maxi- 
malen Menge. Geht die Str6mung von 
links nach rechts, so fithren die 
Scharen I aus Gebieten hoéherer Tempe- 
ratur (bzw. Druckes) in solche gleich- 
falls hohen Druckes, wobei im engsten 
Querschnitt der tiefste Druck, die 
héchste Geschwindigkeit erreicht wird. 
Dieses Verhalten entspricht qualitativ 
der Str6mung inkompressibler Medien, 
wo auch im divergenten Teil Druck- 
anstieg vorhanden ist (sog. Diffusor). 
Beim Durchstrom der maximalen 
Menge ist im engsten Querschnitt ge- 
é rade ufa=1. Der Druck kann nun 

7 > aber nach 2b oder 1b weiter ver- 

’ ‘ laufen, je nach den am Rohrende vor- 

= De Tatur- PS 

ae ane ee tenia euepeenaet #8 andenen Dricken. Ist der Druck am 

strémenden Mengen. rechten Ende des Rohres tief, am linken 

aber hoch, so fiihrt nur ein einziger 

Weg von links nach rechts, namlich 1a bis 1b. Eine Verringerung des Gegen- 

druckes andert nichts, der Druck-(Temperatur-) Verlauf ist eindeutig festgelegt 

durch den Anfangszustand und die Rohrquerschnitte. Der Grund zu diesem 

merkwirdigen Verhalten ist in der’Tatsache zu suchen, da8 im divergenten 

Rohrteil Uberschallgeschwindigkeit herrscht (u/a > 1). Es hat dies eine 

vollige Unempfindlichkeit gegenitber Stérungen, die stromabwarts auftreten, 
zur Folge. 

Der Kurvenschar II entspricht Eintritt mit Uberschallgeschwindigkeit von 
links (indem ja die Temperatur sehr tief gegeniiber der Ruhetemperatur ist, 
also eine groBe Geschwindigkeit vorhanden sein mu8). Die Maximalmenge ergibt 
im Falle 2a bis 2b eine Verdichtungsstrémung (Umkehrung von 1a bis 1b). 
Bei kleineren Mengen wird die Geschwindigkeit bis zum engsten Querschnitt 
kleiner, dann wieder gréBer und bleibt stets gréBer als die Schallgeschwindig- 
keit. Besondere Erscheinungen treten ein, wenn bei hohem Anfangsdruck der 
Gegendruck auf mittlerer Héhe gehalten wird, wo in unserer Darstellung gar 
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keine Kurve hinfiihrt. Es bestehen dann im divergenten Teil sog. ,, Verdichtungs- 
st6Be die eine nicht adiabatische Zustandsinderung bedeuten (s. Ziff. 25). 

Die erweiterte Diise ist von dem schwedischen Ingenieur DE LAvAL 1889 
zuerst angewendet worden und hat seither eine groBe Bedeutung fiir die Dampf- 
turbinentechnik erlangt!). Im allgemeinen herrscht freilich jetzt das Bestreben, 
Uberschallgeschwindigkeit in Dampfturbinen zu vermeiden und die Turbinen 
, vielstufig, d. h. aber mit geringem Wiarmegefille pro Rad, auszufihren. 
(Bessere Wirkungsgrade.) 

10. Ausflu8 durch einfache Miindungen. LaBt man das erweiterte End- 
stiick tiberhaupt weg, betrachtet man also eine sog. AusfluBmiindung (Abb 4), 
so strémt auch durch diese die maximale Menge, sofern der AuSendruck #, an 
der Miindung gleich oder tiefer ist als der kritische Druck 

k 


* 2 z 
p ae ( ;} 1 Po ; ‘ 
Ist ig ioe p* ones. ergibt sich 








ive ‘Pa\y / 2k pai 

= Imatte=tn( 5.) | gaa tocol’ —(f,) 2 
Zustromungsgeschwindigkeit gleich Null gesetzt. Fir £,< pe 
wiirde die Formel weniger Menge ergeben, aber, wie bereits Abb. 4. Aus- 
gezeigt, entspricht dieser geringeren Menge kein Druckabfall fluSmiindung. 
in Strémungsrichtung, also kein AbflieBen aus dem Ruhezustand. 

Tatsichlich stellt sich bei tiefem AuBendruck in der Mindung einfach der 
kritische Druck ein, und die Menge wird durch Druckanderungen im AuBen- 
raum nicht gedndert. Es ist also beispielsweise in den Ausflu8mindungen 
der sog. Diffusions-Hochvakuumpumpen ein sehr betrachtlicher Druck vor- 
handen2). Uber das Verhalten des Gases nach dem Austritt aus einer Miindung 
bei tiefem AuBendruck wird in Ziff. 20 noch Naheres gesagt. 

Miindungen dieser Art werden oft zu Gasmengenmessungen beniitzt, indem 
bei bekanntem Druck #, (evtl. unter Beriicksichtigung der endlichen Zustrom- 
geschwindigkeit) nach Gleichung (1) bzw. nach Gleichung (4) von Ziff.9 die 
ausstromende Masse berechnet wird. Je nach der Form der Miindung wird man 
mit mehr oder weniger Kontraktion des Ausflu8strahles rechnen mussen. Weiter- 
hin ist die Randzone durch Reibung verzégert, hat also nicht die volle Geschwin- 
digkeit. Nach Versuchen, die allerdings bei kleineren Geschwindigkeiten vor- 
genommen sind, ist dieser letztere Einflu8 bei nicht zu kleinen Miindungen ge- 
ringer als 1%. GrdBeren EinfluB kann die Kontraktion haben. Man wird fiir den 
gesamten AusfluBbeiwert bei gut gerundeten Miindungen etwa 0,97 setzen diirfen, 
d. h. die ausstrémende Menge ist 3% kleiner als die theoretische*). Beziiglich 
der Versuchsergebnisse an technischen Diisen und Miindungen sei auf das Buch 
von STODOLA verwiesen. 

41. Anwendung der Entropietafeln. Wir haben vorlaufig ideale Gase be- 
handelt. Nun ist aber ein wichtiges Anwendungsgebiet der Gasdynamik der 
Dampfturbinenbau. Die praktisch vorkommenden Driicke und Temperaturen 
liegen sehr oft so, daB eine Anwendung der Gesetze der idealen Gase wenig brauch- 

1) S. Bd. XI ds. Handb. 

2) Uber solche Pumpen findet man Angaben bei: W. Garpg, ZS. f. techn. Phys. Bd. 4, 
S. 337. 1923; W. MoLTHAN, ebenda Bd. 7, S. 377 u. 452. 1926. Beziiglich des ,, Versagens 
der Kontinuumsmechanik, das besonders in der zweiten Arbeit betont wird, ist zu sagen, 
daB es in der Nahe der Mindung nicht zutrifft, da dort die freien Weglangen immer noch 


klein gegen die GefaBabmessungen sind. 
3) M. Jakos u. S. Erk, Forsch.-Arb. auf d. Geb. des Ing.-Wesens Heft 267. Berlin 1924; 
s. ferner: RATEAU, LEROUX, BourGgat, C. R. Bd. 183, S. 259. 1926. 
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bare Ergebnisse liefert. Die spezifischen Warmen dndern sich stark mit Tempe- 
ratur und Druck; die Expansion fiihrt ins NaBdampfgebiet, wo also zwei Phasen 
zusammen auftreten. Eine formelmabige Behandlung wirde auBerst uniiber- 
sichtlich. Deshalb darf 
die Einfithrung graphi- 

Cai of Ve is scher Methoden in Form 
der sog. Entropietafeln?) 
als Fortschritt betrach- 
tet werden. Wir gehen 
hier nur kurz darauf ein. 
Es haben haupt- 
sachlich zwei Tafeln 
Verbreitung gefunden: 














650 





600 1. Die T-S-Tafel, 
S° Ordinaten = absolute 
< Temperatur, Abszissen 
8 | = Tntropie, 

s 2. Die i-S-Tafel 





a 
Ss 


nach MOLLIER, Ordi- 
naten = W4armeinhalte, 
Abszissen = Entropie. 
Fiir ideale Gase mit 
konstanten spezifischen 
Warmen sind beide Dar- 
stellungen sozusagen 
identisch. Wir geben ein 
Beispiel in Abb. 5 
era (Dampf - Entropie- Tafel 
von STODOLA). Wasser- 
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Aa — i | dampf von 5 Atm. 
ne (kg/cm?) 2) Druck und 
§ | 473° absolute Tempe- 
2; ratur soll adiabatisch 
8 | expandieren auf den 
S2 —| Gegendruck 0,04 Atm. 

| Im _ Entropiediagramm 

l’ ist die Zustandslinie 
a eine vertikale Strecke 

1, 20 3h fe 0. 00 70 #0 (dS =0), sofern. Rei- 





Rithot saa ee a abn ae : bungsverluste nicht an- 
oy > laDatische xXpansion im -o-DViagramm ar- 
gestellt. Unten die zu den einzelnen Zustinden gehorigen eee werden. Wir 
Querschnitte fir 1 kg/sek Durchflu8. konnen nun ae jedem 

Punkt der Adiabaten 

(evtl. durch Interpolation) samtliche Zustandsgr6Ben entnehmen. Aus der 
Anderung des Warmeinhaltes wird nach Ziff. 8, Gleichung (5), die Geschwin- 


1) Entropietafeln fiir Wasserdampf bei: KNopraucu, Raiscu, Hausen. Tabellen und 
Diagramme fiir Wasserdampf. Miinchen 1923; fiir Luft bei P. OsTERTAG, Entropietafel fiir 
Luft, 2. Aufl. Berlin 1917; fir Hg-Dampf bei A. StopoLa, Dampf- und Gasturbinen, 6. Aufl., 
S. 1090 (Jaquet); fir CO,, SO, NH, bei P. Ostertac, Berechnung der Kaltemasch. Berlin 
1913; fir Verbrennungsgase usw. bei A. STODOLA, a. a. O. S. 974. 

*) In der technischen Warmelehre wird allgemein das technische MaBsystem verwendet 
mit den Einheiten: kg (Kraft), m, sek. Das hat dann allerdings das standige Auftreten 
von g (Erdbeschleunigung) in vielen Formeln zur Folge. — 
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digkeit berechnet; mit dem spezifischen Volumen »v (in m3/kg) erhalt man 
aus {= Mv/w bei gegebener DurchfluBmenge M (im Beispiel 1 kg/sek) die 
Querschnitte, Abb. 5 unten. Es ist dann weiterhin leicht méglich, den Druck- 
verlauf bei gegebener Diisenform aufzutragen. Wir finden aus der Tafel, daB 
im Endpunkt der Expansion der Dampf stark feucht geworden ist, und zwar 
gibt die sog. spezifische Dampfmenge x an, wieviel von der Gewichtseinheit des 
Dampfes in der gasférmigen Phase vorhanden ist. Das Beispiel ergibt 17% 
Wassergehalt (x = 0,83). Die Ausscheidung erfolgt in Form von-kleinen Tropf- 
chen. Allerdings hat sich gezeigt, daB sie meistens verzogert ist, d. h. daB eine 
,,Unterkithlung“’ des Dampfes erfolgt. Nach Sropora bleibt der Dampf unter- 
kuhlt bis kurz hinter dem engsten Querschnitt; dann tritt rasch Sattigung ein). 

12. Rohrstrémung mit Reibung. Die Beriicksichtigung der Zahigkeit ist 
offenbar bei genaueren Betrachtungen nicht zu umgehen. Auch die Technik hat, 
ungeachtet der prinzipiellen Schwierigkeiten, Reibungswirkungen in die Rechnung 
ziehen miissen ; hangen doch alle Fragen, die die ,, Wirkungsgrade“ betreffen, ganz 
unmittelbar mit den Reibungsvorgingen zusammen. Nun hat aber der Fortschritt, 
den die Hydrodynamik reibender Fliissigkeiten in den letzten Jahren erziclt hat, 
die Gasdynamik bisher wenig ergriffen, und so liegen meist nur Altere Unter- 
suchungen vor, deren Wert in mancher Hinsicht zweifelhaft geworden ist. 

Die Strémungsvorginge der Gasdynamik entsprechen im allgemeinen sehr 
groBen RryNotpsschen Zahlen. Die Zahigkeitskrafte verschwinden deshalb 
gegeniiber den Tragheitskraften, abgesehen von der unmittelbaren Nahe fester 
Wandungen. Man ist im Gebiet, wo die Theorie der Reibungsgrenzschicht Giil- 
tigkeit hat. Auch hier kann man vom Anlaufvorgang, laminarer und turbulenter 
Grenzschicht, von Ablésung bei Druckanstieg usw. sprechen?); allein eine quan- 
titative Darstellung, die vor allem die entwickelte Reibungswarme in der Grenz- 
schicht und die Dichteanderungen beriicksichtigt, steht noch aus. Noch wenig 
erforscht ist ferner das Verhalten von Trennungsflachen, etwa der Grenze freier 
Strahlen in ruhender Umgebung. Die Hydrodynamik zeigt, daB Trennungs-(Wirbel-) 
Flachen bei inkompressibler Strémung unstabil sind. Demgegeniiber hat es den An- 
schein, daB bei sehr groBen Geschwindigkeiten (w > 2a) Stabilitat méglich ware. 

Diisen, AusfluBmindungen u. dgl. sind vom Standpunkt der Grenzschicht- 
theorie als ,,kurz‘ zu betrachten, indem man namlich wei, daB Rohrlangen von 
etwa 30 bis 50 Rohrdurchmessern erforderlich sind, damit die sich an den Wanden _ 
bildende Grenzschicht dick genug geworden ist, um auch die in der Achse str6- 
mende Teile zu erfassen*). Da meistens sogar Druckabfall in Stromrichtung vor- 
liegt, ist das Anwachsen der Grenzschicht besonders schwach, die Anlauflange 
besonders groB. Die praktisch ausgefiihrten Diisenlangen sind aber viel kleiner 
und so fallt die Rechnungsmethode, die sonst allgemein in der Hydraulik tiblich 
ist, ndmlich die Verzégerung des Gases durch die an der Wand vorhandene Schub- 
spannung als direkt bedingt anzusehen, dahin. Die Reibungsspannung verzégern 
nur die wandnichsten Teile, die innern strémen ungestort*) und ,,verlustlos‘‘®). 
Die friiheren Untersuchungen ttber Reibungsstr6mungen in Diisen, die auf 
dieser Grundlage beruhen, sollen deshalb hier nur zitiert werden). 


1) A. StopoLa, Dampf- und Gasturbinen, 6. Aufl., S. 96. 
2) S. Kap. 2 ds. Bandes. 

Sy. SCHILLER, Phys. ZS. Bd. 26, 5. 566. 1925. 

4) In erster Naherung! Die Grenzschicht verengt sozusagen den Rohrquerschnitt, ; die 
Strémung wird beschleunigt, der dafitir nétige Druckabfall bedeutet aber zunachst keinen 
Energieverlust 

5) W. NusseELt, ZS. f. Flugtechnik VI, S. 179. 1915. 

8) H. LorENz, Phys. ZS. Bd. 4, S. 333. 1903, ferner IL. PRANDTL uo RKex)PROELL, ZS. 
d. Ver. d. Ing. 1904, 5S. 348. 
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Im Falle sehr langer Rohrleitungen aber ist die folgende Rechnungsweise zu- 
lassig. Sei J die Rohrachse, D der Durchmesser des kreiszylindrischen Rohres. Wir 
beriicksichtigen die Reibungswirkung, indem wir die Schubspannung 7 an der 
Rohrwand als auBere Kraft in den Impulssatz einfiihren (s. Ziff. 8). Fir wird 
man zunachst die Erfahrungen bei geringen Geschwindigkeiten heranziehen, 
etwa die empirische Brastussche Rohrreibungsformel, die besagt*) 





ee e 4 
7 O050G ae (1) 


wo R=rue/ jetzt die ReyNotpssche Zahl und r der hydraulische Radius ist 
(hydraulischer Radius 7 = Querschnittsflache F geteilt durch Umfang U). Fur 
ein kreiszylindrisches Rohr ist y = D/4 (D = Rohrdurchmesser). 
Der durch die tangentiellen Krafte bedingte Druckabfall in Stromungs- 
richtung ist F dp, = 1 U dl, auf die Einheit der Querschnittsflache bezogen 
dl wae 


ae 3 1 og 2 ee 
spd Reh af 8) 38 rs Cu a 





Ofters nimmt man ¢ einfach als Konstante an, was praktisch bei rauhen Rohren 
einigermaBen zutreffend ist. 
Wir kénnen nunmehr den Impulssatz schreiben 
(oe Jey 
oudu=—dp— re aires 
Mit der Kontinuitatsgleichung 
fuo=konst. (bzw. bei Rohren mit konstantem Querschnitt: «o@ = konst.), 


der Energiegleichung inne TO 


wo dQ die auf dem Wege di der Masseneinheit von auBen zugefiihrte Warme 
ist, und dem Gasgesetz haben wir dann alle fiir die Rechnung notwendigen 
Grundlagen. Bei sehr langen Leitungen (Gasfernleitungen) mu8 man den durch 
die Rohrwand erfolgenden Warmeaustausch beriicksichtigen. Man rechnet in 
diesem Falle mit isothermer Zustandsanderung. Fiir unveranderliches ¢€ ergibt 


shh : 
ss b= 7F fin“ ees ba (= a ae (2) 


C Uu 2 Oo \Uus uU 





wo der Zeiger 0 auf den Anfangszustand hinweist und uw die Geschwindigkeit 
in der Entfernung / bedeutet. Da £)/0) = f/o und o,u, =o ist, kénnen alle 
anderen Zustandsgréfen leicht ermittelt werden. 

Bei kirzeren Rohren ist fiir gleichen Druckabfall die Warmemitteilung 
(fiir die Masseneinheit) geringer. Alsdann ist der Grenzfall der Stroémung ohne 
duBere Warmemitteilung (dQ = 0) eine bessere Annaherung. Als Lésung ergibt 
sich dafiir (wiederum mit konstantem €): 


I= ge {@+1)in “+(e 441 A@\(4 ~ a) (3) 


ue us 








Mit @ 9% = ou findet man zu jedem / die Dichte, aus dem Warmeinhalt 7 die 
iibrigen Zustandsgr6Ben. 

Da fiir Dampfe diese Formeln nur eine maBige Annaherung geben und ¢ 
im allgemeinen veranderlich ist, wird man in vielen Fallen numerisch oder gra- 
phisch vorgehen miissen. Letztere Methode ist fiir die warmeundurchlassige 


1) S. dazu Kap. 2, Ziff. 43 ds. Bandes; ferner KARMAN-LeEvi Crvita, Innsbrucker Vor- 
trage, S. 159. Berlin: Julius Springer 1921. 
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Wand von Stopora?) entwickelt worden. Da sie auch sonst sehr iibersichtlich 
ist, soll sie hier angefiihrt werden. 

Zunachst ist es méglich, durch Elimination von wu aus Energiesatz und Kon- 
tinuitatsgleichung eine Zustandsbeziehung abzuleiten, die durch eine geometrische 


Ortskurve T = (S), die sog. ,,Fannokurve“‘2) in der T-S-Zustandstafel dargestellt 
werden kann (Abb. 6). 


Aare 

Aus 0% = 09M, und —* = J] (% — 72) ergibt sich namlich 
Ue (hon \2 : : 
(8) —9=s6—a. 


Die durch Reibung entwickelte Warme bleibt nun ganzlich dem Gase einver- 
leibt ; auf die Masseneinheit bezogen ist sie fiir die durchlaufene Strecke dl gleich 


ski att 
a, = 2 U a x 
Wir kénnen nun aber auch setzen 
aL =o“ “ — Jr as = schraifierte Flache in Abb. 6. (4) 


Dadurch ist es méglich, zu jeder Anderung dS die zugehérige Langenanderung 
pen 2) as¢r 
4 ie 


C 
inhalt bekannt ist. Das Verfahren macht also keinen Gebrauch von der Kon- 
stanz von € oder der spezifischen Warmen. Es ist bemerkenswert, daB es eine 
maximale Rohrlange gibt bei einer bestimmten sekundlich durchflieBenden 
Masse. Wir diirfen offenbar die Integration nicht iiber den Punkt P (Abb. 6) 
ausdehnen, da sonst beim Weiterschreiten eine 
Abnahme der Entropie (ohne Warmeabfuhr nach 
auBen) eintrete, was unmdglich ist. Es 1aBt sich 
zeigen, da im Punkt P die Str6mungsgeschwin- 
digkeit gerade gleich der dem dortigen Zustand 
entsprechenden Schallgeschwindigkeit ist. 

Der strichpunktierte Ast der Zustandslinie 
(Abb. 6) hat eine Bedeutung, wenn er in Richtung 
zanehmender Entropie durchlaufen wird. Die 
Strémungsgeschwindigkeit ist dann gréBer als 
Schallgeschwindigkeit und erreicht im Punkte P, RNR ET a Cree 
diesmal von hoherer Geschwindigkeit her- 4.5 mit Reibung durch ein Rohr 
kommend, die dortige Schallgeschwindigkeit. stromt (T-S-Diagramm). 

Die Reibungsvorginge bei starkeren Druck- 
gefallen und Druckanstiegen, also etwa in konischen Kanalen sind auch bei 
inkompressibler Stro6mung wenig erforscht; eine Erweiterung auf kompressible 
Strémung ist deshalb ziemlich unsicher. Einen Anhaltspunkt gibt Gleichung (4a) 
von Ziff. 8 in Verbindung mit der Kontinuitatsgleichung fwg = konst. Es 
folgt namlich ahnlich wie schon in Ziff. 8 

- aye 
af dp (1 “| (u<a). 


te ow ae 


zu rechnen, da w gema8 Ziff. 8, Gleichung (5) aus dem Warme- 





3S = 





Nun ist nach BERNovLLi fiir inkompressible Fliissigkeiten mit a = ce 


(1) es 
A ee doe 
1) A. Sropota (FuBnote 1, S. 302), S. 51. 2) A. Sropora (FuBnote 1, S. 302). 
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Mithin ist ersichtlich, da8 die Querschnitte bei Unterschallgeschwindigkeit 
relativ schwicher erweitert sein sollen als bei inkompressibler Str6mung, gleiches 
Druckgefalle vorausgesetzt. Wendet man dies auf den beziiglich Widerstanden 
wichtigsten Fall des Druckanstieges an, so besagt dies, daB ein sich erweiterndes 
Rohr sich so verhalt, wie ein starker erweitertes bei inkompressibler Stromung. 
Die Gefahr der Ablésung ist also groBer 
Bei Druckabfall sind die Reibungsverluste klein; genauer gesagt, die Schub- 
spannungen sind zwar relativ gréBer als bei Druckanstieg, aber die Ablosungen, 
die hauptsachlich Energieverlust hervorrufen, treten nicht auf. Deshalb konnen 
Expansionsdiisen stark erweitert werden. Freilich machen die dann auftretenden 
starken stationaren Schallwellen die Verhaltnisse uniibersichtlich, so daB man bis- 
her die Formgebung der Expansionsdiisen rein auf Erfahrung gestiitzt hat. 
13. Temperaturmessungen in stromenden Gasen. Man hat nicht selten 
versucht, die Temperaturen schnellstr6mender Gase mit Thermodrahten u. dgl. 
zu messen!), Allein solche Versuche haben stets fehlgeschlagen, und es ist auch 
leicht zu sehen, daB es prinzipiell fast ausgeschlossen ist, direkte Messungen der 
Gastemperaturen zu machen. Es ist ja die Warmeenergie (sofern sie nicht in 
inneren Freiheitsgraden enthalten ist) nichts anderes als die unregelmaBige Be- 
wegung der Gasmolekiile relativ zu ihrem gemeinsamen Schwerpunkt. Das 
MeBinstrument miBte demnach so mit bewegt werden, da8 es relativ zum 
Schwerpunkt ruht. In den allermeisten Fallen ist dies aber technisch nicht aus- 
fihrbar. Stellt man einfach ein Thermometer in die Strémung, so wird durch 
die Oberflachenreibung in der Grenzschicht Warme erzeugt, und es hangt nun 
ganz von den Warmeleitungsvorgangen innerhalb der Grenzschicht ab, welche 
Temperaturen an der Wand des In- 
Mit Thermoelement gemessene Temperartup strumentes schlieBlich erreicht und 
also auch gemessen werden. Ebenso 
ist natirlich an Staupunkten von 
vornherein starke Temperatur- 
erhohung durch Sto8vorgange und 
anschheBende adiabatische Kom- 
pression vorhanden (s. Ziff. 27). 
Abb. 7 zeigt eine Temperaturmessung 
von MULLER langs der Achse einer 
Lavaldiise. Die gemessene Tempe- 
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Unterkithlung des Wasserdampfes 
Abb. 7. Temperaturmessung in einer Lavaldiise bei der Expansion in Lavaldiisen, 
von MUxrer. lassen sich auf diese Weise nicht 

lésen. 

Eine Theorie dieser Erwirmungen mu8 unbedingt die Warmeleitung be- 
riicksichtigen. Ein Anfang ist von E. PoHtHAUSEN?) gemacht. Er hat die An- 
zeige eines Plattenthermometers in allerdings inkompressibler Str6mung unter 
Voraussetzung laminarer Grenzschichtbewegung berechnet. Fiir letztere liegt die 
Theorie von Brasius bereits vor. Das Ergebnis der PoHLHAUSENSchen Rech- 
nung ist folgendes: 


2) Es MULLER, Uber die Ermittlung des Temperaturverlaufes von schnellstrémenden 
Gasen und Dampfen in einer Lavaldiise. Dissert. Minchen u. Berlin 1919. 
2) E. Pontuausen, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 1, S. 120. 1921. 
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Bezeichnet man mit 


e422, on. G-DIs (1) 


fe Vx u* 





HilfsgroBen, worin x, y, Wiel pov Koordinaten, ungestérte Geschwindigkeit, un- 
gestorte Temperatur und kinematische Zahigkeit (u/e) bedeuten (s. Abb. 8), 
so verlauft die Temperatur nach den Kurven der Abb. 9. Unter o ist der Aus- 





voc P " Ss Cia tle 
druck o = - ; Zu verstehen, wo A die Warmeleitfahigkeit bedeutet. 
Fiir 1-atomige Gase ist o = 0,666 
Pia a +: » 6 = 0,80 
A. Seay ag = 0.91 
fe ame bent » » O = 1,08. 


Wichtig ist vor allem die Temperatur 7,, an der Wand, die als warmeundurch- 
lassig vorausgesetzt ist. Fiir dieselbe ergibt sich 





= 1“ , 
Ty = T + 8 ate p , (2) 
wo / nach PoHLHAUSEN folgende Werte hat u,T 


0 a aB4e 63.58 3.80) 4.00) “4:20 
fir o = 0,6 0,7 0, 


5 
a OO eh aH r 
Die Temperaturerhéhung im Staupunkt ist bei s 


AusschluB von Warmeleitung 
= Abb. 8. Plattenthermometer. 


4 


uU- 
Date 
Bei 2-atomigen Gasen (f = 3,58) betragt mithin die Temperaturerh6hung in 
den innersten Partien der Grenzschicht 90° derjenigen in einem Staupunkt. 


5,0 


Ts,—T =- 
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Abb. 9. Temperaturen in der Grenzschicht. 


Dies Ergebnis ist iibrigens auch fiir manche technische Anwendungen von Be- 
deutung. Die Wande von Diisen und dgl. stehen naémlich nicht unter der adia- 
batischen Expansionstemperatur, sondern werden viel starker erhitzt. 


20* 
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14. Ausstrémen aus Behaltern. Praktisch wichtig sind Ausstromvorgange 
beim Entleeren von Behiltern. (Ausstrémung durch Sicherheitsventile, Aus- 
puff von Dampfmaschinen, Motoren usw.) 

Sei V das unveranderliche Volumen des Behilters, @ die Dichte des darin 
befindlichen Gases. Die Ausstrémung erfolge durch eine einfache Mindung vom 
Querschnitt F. Aus Druck und Temperatur im Innern des Behilters 1aBt sich 
dann nach Gleichung (1) von Ziff.10 die sekundlich ausstr6mende Masse M 
berechnen. Andererseits ist aber auch M = —Vdo/dt. Kennt man nun noch das 
Gesetz der Zustandsinderung im Kessel, so ist die Aufgabe auf eine Quadratur 
zuriickgefithrt. Die Zustandsinderung im Kessel hangt ab von der Warme- 
iibertragung durch die Behalterwainde. Bei schnellem Ausflu8 darf man adia- 
batisch rechnen, bei sehr langsamen wird die Isotherme eine bessere An- 
naherung ergeben. Ausfiihrliche Formeln findet man in der Literatur’). 


IV. Ebene GasstrO6mungen. 


15. Differentialgleichung fiir das Stromungspotential. Fir den Fall, 
daB sich der Str6mungszustand in einer Koordinatenrichtung nicht andert, ver- 
einfachen sich die Gleichungen so, daB eine strenge Behandlung einfacher Falle 
méglich ist. Von Reibung und Warmeleitung mu8 allerdings abgesehen werden, 
ferner wird mit stationarer Strémung gerechnet. 

Die Gleichungen (1) von Ziff. 2 und (4) von Ziff. 3 lauten nunmehr, wenn 
die Strémung parallel zur «y-Ebene verlauft, 


dew), O(e2) 




















i) 4 29) 9, (1) 
Ou Ou 1 Op ov Op. 2 1 Op 
Wir konnen noch schreiben 
do deep 1 ep 09 ag 0p 1 ep 
Cx dor * a Ox? Oy dpdy  @ Oy’ 
wo a die (veranderliche) Schallgeschwindigkeit ist. 0p/0x und 0 /0y aber kénnen 
aus (2) entnommen werden. Es ergibt sich dann fiir (1) . 
Ou u Ov [ oF) uvjou , dv 
ae oi 7 watt 7) a cn a ‘4 Pre (3) 
Bei wirbelfreier Str6mung existiert ein Geschwindigkeitspotential 
O® Op : 
Wa = Oe, = ay a Pye (4) 
Gleichung (3) lautet in diesem Falle 
, PD Pp D, 
®,.(1— gr] +-Byy|t or) ee By = 0. (5) 


/ 


Im Grenzfall sehr groBer Schallgeschwindigkeit geht dies natiirlich iiber in 
6.4 Dyy=AD=O, (5a) 
wie bei inkompressiblen Flissigkeiten?). Gleichung (5) ist nicht linear in den 
abhangigen Veranderlichen, was zur Folge hat, da die Superposition zweier 
Losungen, deren jede die Gleichung und die Grenzbedingungen erfiillt, im all- 
1) W. Scute, Techn. Thermodynamik Bd. II, S. 224. — BAUSCHINGER, ZS. f. Math. 


u. Phys. Bd. 8, S. 84, 153 u. 429. 1863. 
*) S. Kap: 1, Ziff. 6 ds. Bandes. 
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gemeinen nicht erlaubt ist. Sie gilt iibrigens sowohl fiir Unter- als auch fiir 
Uberschallgeschwindigkeit. Bisher liegen nur wenige Lésungen vor. 

16. Lésungen im Unterschallgebiet. Die isotherme Strémung eines Gases 
um einen Zylinder ist behandelt von JaNzEN1) und RayetcH?), letzterer gibt 
auch die Naherungslésung fiir die Kugel. Fiir den Zylinder (Abb. 10) lautet mit 
der Geschwindigkeit U der ungestérten Strémung das Geschwindigkeitspotential 








RR (DEIR Wise st Taye! ih, igs 
= —U/( =) cos — 2 Se ae ae 
y + y ) ©O8 7] GET say a eo eos 
| 4 FRR 
ste ae + Ti 2 )o0s3 0). (1) 


Bemerkenswert ist, da auch bei kompressibler Strémung kein Widerstand in 
Strémungsrichtung auftritt; und dieses Ergebnis bleibt auch giiltig bei weiter 
getriebener Annaherung. Bei adiabatischer Stroémung wird man in erster An- 
naherung im Nenner des zweiten Gliedes a?, = RT durch 
a2, =k RT ersetzen. Weitere Naherungen sind noch 
nicht untersucht worden. Es ist noch unklar, was ein- 
tritt, wenn an einer Stelle (etwa 3 = 2/2) die Schall- 
geschwindigkeit iiberschritten wird. Nach Gleichung (6) 
tritt dies auf bei U/a = rund0,44. Die Gleichung versagt Abb. 10. Bezeichnungen 
von da an. Da man mit Ablésung der Reibungsschicht fiir Gl. (1). 
rechnen mu, hat diese Formel naturgemaB nur theore- 

tische Bedeutung. Experimentaluntersuchungen tiber den Einflu8 der Kom- 
pressibilitat unterhalb der Schallgeschwindigkeit liegen noch nicht vor. 

STODOLA und Hirscu’) haben die ebene isotherme Strémung in der Nahe 
eines Staupunktes untersucht, ohne allerdings zu allgemein anwendbaren Er- 
gebnissen vorzudringen. 

17. Ubergang durch die Schallgeschwindigkeit. Das Ubergangsgebiet (U =a) 
bietet im allgemeinen erhebliche rechnerische Schwierigkeiten. Trotzdem ist es 
MEYER gelungen, die Stromungim 
engsten Querschnitt einer Diise pe Gale fc eee 
rechnerisch zu untersuchen, wobei LT See ~ 
er zu guter Ubereinstimmung mit | ‘ he \ Mae < 
dem Experiment?) gelangte. Er + CS e ha eee er 
setzt fiir das Sie aan a ia i i ae i io S fe 
eine Potenzreihenentwicklung an as Ge Mag 4 


[Mee] / 
| i) ae Eee? oF 
f ED dima ef sy aes 


mit teilweise unbestimmten Koef- | | Lhe 
fizienten. Die Kontinuitatsglei- pe ee ae 
chung liefert ihm dann die 


fehlenden Beiwerte. Einedernun- app. 11, Geschwindigkeitsverteilung in einer 
mehr berechenbaren Stromlinien Lavaldiise. 
wurde als Wand angenommen. 
(Abb. 11.) Die eingetragenen Kurven gleicher Geschwindigkeit zeigen tbrigens, 
daB schon vor dem engsten Querschnitt (durch zwei Nullen bezeichnet) an den 
Stellen starkster Wandkriimmung Uberschallgeschwindigkeit (w/a* > 1) auftritt. 
Es gibt dies ein Bild, wie weit die eindimensionale Behandlung, die konstante 
Verhdltnisse im ganzen Querschnitt voraussetzt, zulassig ist. Abb. 37 zeigt eine 
Schlierenaufnahme der Luftstr6mung durch diese Diise. 

1) O. JANzEN, Phys. ZS. Bd. 14, S. 639. 19413. 

2) RAYLEIGH, Phil. Mag. Bd. 32, S. 1. 1916; Scient. Pap. Bd. 6, S. 402. 

3) A. Stopota (FuBnote 1, S. 302), S. 805. 


4) Tu. Meyer, Uber zweidimensionale Bewegungsvorgange in einem Gas, das mit 
Uberschallgeschwindigkeit strémt. Dissert. Géttingen. S. 35ff. Berlin 1908. 
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18. Lésungen im Uberschallgebiet. Von besonderer Bedeutung ist im Ge- 
biet der Uberschallgeschwindigkeit eine Lésung von PRANDTL?) geworden, die 
von Tu. MEYER weiter ausgefithrt wurde: die Strémung um eine Ecke. 

Denken wir uns zunachst einen Gasstrom mit wu > a uber eine Wand AB 
laufend (s. Abb. 12). Wenn wir im Punkte C ein kleines Hindernis anbringen, 
so wird eine (schwache) Stérung auf das Gas ausgeiibt. Sie wird sich relativ 
zum bewegten Gas mit der- 
jenigen Schallgeschwin- 
digkeit, die der Tempe- 
ratur des Gases entspricht, 
in Zylinderwellen  fort- 
pflanzen. Zeichnen wir 
die Lage einer solchen 
& ~— Zylinderwelle zu verschie- 
Abb. 12. Von einem Hindernis ausgehende Stérungen bei denen Zeiten, SO erhalten 

Uberschallgeschwindigkeit. wir die in Abb. 12 ein- 

getragenen Kreise. Der 

Radius der Kreise wachst proportional der verstrichenen Zeit 7 = at, der Kreis- 

mittelpunkt verschiebt sich mit der Geschwindigkeit wu, so daB s = ut ist. Man 

erkennt, da8B die zeitlich aufeinanderfolgenden Lagen eine Einhillende CD haben, 

die gegen die Stromrichtung den Winkel « einschlieBt; man nennt ihn den 
Macuschen Winkel?); er berechnet sich aus 





A Ge 


: (A a 
4 = (1) 
Nur wenn wu = a ist, ist die Einhillende vorhanden. Die standig im Punkte 

C neu entstehenden Wellen geben nur da eine merkliche Stérung, wo sie am dich- 
testen liegen, d. h. in der Macuschen Linie CD. Diese elementare Uberlegung 
entspricht durchaus der HUYGHENS- 
schen Theorie der Lichtausbreitung. 
Im dreidimensionalen Fall ergibt 
sich als einhillende Flache der von 
einem Punkthindernis ausgehenden 
Stérungen ein Kegel mit dem halben 
Offnungswinkel «. Sehr schén wird 
die Entstehung solcher Wellenkegel 
aus Elementarwellen in den Abb. 13 
bis 15 sichtbar (Aufnahmen von 
C. CRANZ). Es wird ein Infanterie- 
geschoB durch ein Rohr geschossen, 
Abb. 13. Elementarwellen bei einem mit Uber- oe ee fue arene pine 
schallgeschwindigkeit bewegten Gescho8 verselien. a Von der GeschoBspitze 
(Schattenaufnahme). geht eine Storung aus, die in einigem 

Abstand vom Gescho8  geniigend 

schwach geworden ist um als ,,unendlich klein“ zu gelten. Ihre Ausbreitung 
erfolgt dann mit konstanter Schallgeschwindigkeit. Von der Riickseite des 
Geschosses gehen die sog. Schwanzwellen aus. Die Lécher des Rohres lassen 
nun nur bestimmte Elementarwellen durch; der Macusche Kegel hat Liicken. 
Man sieht sofort, daB die zuriickgehaltenen Teile gerade ausreichten, um die 





o) L. PRANDTL, Phys. ZS. Bd. 8, S. 23. 1907. = Ta. Meyer (FuBnote 4, S. 309) meat 
2) Die angeschriebene Beziehung findet sich aber schon bei Cu. Doprier, Abhandlgn. 
d. Bohmischen Ges. d. Wiss. V. Folge, Bd. 5, 1847; Ostw. Klass. Nr. Novy wey wee 


Zattat8: Lésungen im Uberschallgebiet. 314 


Front zu schlieBen. Abb. 13 ist eine Schattenaufnahme, Abb. 14 eine Schlieren- 
aufnahme desselben Vorganges. In gleicher Weise instruktiv ist auch Abb. 45. 
Hier hat das Rohr keine Lécher. Die Welle wird um die Rohrrander ,,gebeugt“. 





Abb. 14. Schlierenaufnahme des Vorgangs in Abb. 13. 


Auch hier wird aus dem Macuschen Kegel durch das Hindernis ein Stick 
ausgeschnitten. 

Nunmehr soll die Wand im Punkte C aufhéren (Abb. 16). Auf der Unter- 
seite des Stiickes AC soll ein tieferer Druck herrschen als auf der Oberseite. 
Die Drucksenkung macht sich gemaB 
obiger Uberlegung innerhalb des Be- 
reiches ACD nicht bemerkbar, erst 
auf CD beginnt der Druck zu sinken, 
wobei wiederum die Beziehung be- 
steht sin a = a/u. Durch die Druck- 
senkung entsteht eine Bewegungs- 
anderung (Ablenkung) des Stromes. 

Unter den Voraussetzungen 
4. reibungsloser kraftefreier Stro- 
mung, 2. Giiltigkeit der adiabati- 
schen Zustandsgleichung, 3. Wirbel- 
freiheit ergibt sich: Samtliche Zu- 
stands- und Geschwindigkeitsgr6Ben Abb. 15. Beugung der Elementarwellen. 


sind von y unabhangig. Der Beginn 
der Ablenkung liegt auf einem Halbstrahl CD, das Ende auf dem Halbstrahl 
CE. Die Stromlinien sind innerhalb DCE gekriimmt, auferhalb gerade. Sie 
sind geometrisch ahnlich mit dem Ahnlichkeitszentrum C. 

Wir nehmen zunachst der Einfachheit halber an, daB das iiber dem linken 
Teil der oberen Halbebene strémende Gas gerade die Schallgeschwindigkeit hat, 
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also etwa aus einer nicht erweiterten Miindung ausflieBe, und daB die Ausdehnung 
bis auf den Druck Null erfolge. Die erste St6rung durch die Druckabsenkung 
an der Ecke wird dann eine Macusche Welle vom Offnungswinkel 90° hervor- 








Abb. 16. Expansion um eine Ecke. Abb. 17. Expansion um eine Ecke. 


rufen. Wir wollen den Winkel qm von dieser ersten Welle aus zahlen (Abb. 17). 
Dann lautet der Ausdruck fiir das Potential?) 


= k—1 
@ = J2Jig-rsin(|/P—* 9), 2) 
giltig fiir positives y und positives y. Dabei ist 7, der Warmeinhalt des Gases 


im Zustand vor Beginn der Bewegung. y2 J% ist dann einfach umax, die gréBte 
Geschwindigkeit bei adiabatischer Ausdehnung auf den Druck Null. 
Die Geschwindigkeitskomponenten sind 


O® marae tte 
radial: @,, == Pr ]2 Jt sin (y/: 4 0) : 





es oe — (3) 
tangential: u, = Fogse 2 Jig \) Pay cos (2 = 1 0) * 


1 





Beide Geschwindigkeiten sind nach Voraussetzung unabhangig von 7. Berechnet 
man “= Yu? + u? und daraus mit J (i, —1) = u?/2 die Zustandsgr6Ben und 
die Schallgeschwindigkeit, die ja ebenfalls auf jedem Fahrstrahl konstant sind, 
so ergibt sich: u, =a. In Abhangigkeit vom Druck erhalt man fiir 


p= ae arc cos la + (2) 1 : (4) 


(bp = Anfangsdruck im Ruhezustand des Gases). Wird » = 0 (Expansion ins 
auBerste Vakuum), so ist 








ay/k+1 

max — aV Aas re (4a) 
Fir diesen Winkel wird ferner 4, = a= 0, die Geschwindigkeit ist rein radial; 
Pmax ist die Richtung, der sich samtliche Stromlinien bei auBerster Expansion 
nahern. Es ist sehr bemerkenswert, da8 demnach nicht der ganze untere Halb- 


raum von der umbiegenden Strémung erfiillt wird. Die Polargleichung der Strom- 


linien lautet nach MEYER k+1 


Paar cos(/-=)| ee (5) 


Vielatomige Gase (kw 1) strémen nahezu isotherm. Fiir diesen Grenzfall 
ist nach PRANDTL?) 





raves, pape?, 6) 
u, = konst. = a, Uy = AQ, P=agr. 


') Bei TH. MEYER nicht explizit angegeben. 
2) L. PRANDTL, Phys. ZS. Bd. 8, S. 23. 1907. 
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In diesem Falle ist der Druck erst fiir @ = oo gleich 0. Das ist geometrisch un- 
méglich, da sich der Strom selbst durchsetzte; die gré8te Expansion ist dann 
einfach durch @max = $2 festgelegt. Fiir die Anwendung sind zwei in Abb. 17 
mit y und y bezeichnete Winkel von Bedeutung. Der erste ist der Winkel zwischen 
der Normalen zur Stromlinie und dem Radiusvektor, er ist der Komplementwinkel 
zum Macuschen Winkel a: 


ypo——a cosy = “ 
a A eins 





Zwischen qm und w besteht die Beziehung?) 


tey = |/Ft1t E Cele 7 
SG oer (7) 
Der Ablenkungswinkel y berechnet sich aus y= m—y. Da die Stromungs- 
geschwindigkeiten, ZustandsgréBen usw. nur von einer Variablen abhangen, die 


Winkel wy, p, » aber in dem betrachteten Bereich eindeutig einander zugeordnet 
sind, so kann als 


unabhangige Vari- 75-4527 Fe-G25 Brags 
able statt gm eben- C- ie : 
sogut y oder » ge- 
nommen werden. 
Fiir einige Anwen- 
dungen (s. Ziff. 31) 
ist es z.B. bequem, 
p/p) in Funktion 
von y zu betrach- 
ten. In Zahlen- Abb. 18. Mehrfache Ablenkung durch Expansion. 

tafel 1 findet man 

von MEYER berechnete q-, y-, v-Werte fir Luft (& = 1,405). Angeftgt sind 
noch u/a und u/a*, wo a* die kritische Schallgeschwindigkeit, also auch die 
Stromungsgeschwindigkeit bei q = 0 ist. 

Es ist nun eine besonders charakteristische Eigenschaft der PRANDTL- 
Meyerschen Lésung, daB sie auf einem beliebigen Fahrstrahl etwa AC (Abb. 18) 
unterbrochen werden kann und da® ein Stiick geradliniger Stromung angesetzt 
werden darf (ACDE), ohne da die Strémung in ABC irgendwie geandert wiirde. 
Der innere Grund fir 
diese der inkompres- Zahlentafel 1. 
Memories va FF 






























fremden Tatsache ist 
der, daB alle Storungen, 0 129° 19’ 
die etwa im Zwischen- 0,01 74°49" | 64°44" | 3,70 2,089 
¥ 0,03 118223) 70° “6! 48°17" | 2,935 1,942 
chee ACED Nace 0,05 108° GON OF 24" W447 15'y) 2,60 1,850 
den sind (beispielsweise 0,08 98°21’ | 64°14’ | 34° 7’ | 2,300 1.749 
der neue Knick D) 0,10 G27 544 G0 23) gO 28 | 2453 1,695 
nicht zuriickwirken, da 0,12 88° iO” Bhov |) “Dye || AEN oe 
: : 0,15 $133" | 58°07 ||) 23°23" |" 1,895 1,57 
diese Stérungen sich ee ma? 9’ | 342-97) 17°88" | 1,707 wos 
auf den entsprechen- 0,25 63°37" | 50° 3% | 43°34.) 4,558 1,400 
den Macuschen Linien 0,30 66°39) 45740) (9° 520 )5 1,430) 4.399 
(z. B. DE) ausbreiten 0,35 47°32’ | 40°48’ siee 1,320 rae 
; ; 0,40 BOOTOG We 35 MA el ae Orn) 12200) st 
und diese nicht das ne 39°48’ | 27° 48’ 1°57’| 4,130 | 4,400 
Gebiet ABC erreichen. —0,50 17°48 | 16°53’| 0°25’| 4,045 | 41,037 
In Abb. 18 sind zwei 0,527 Goede a 00" 00 | ~ 6°00"). 4 gs 


1) To. MEYER, Dissert. S. 19. 
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Ablenkungen gezeichnet, die erste ist durch eine Expansion vom kritischen 
Druck p* = 0,527 p) auf den Druck 0,25 #) hervorgerufen. Die zugehdrige Ab- 
lenkung » (Neigung der Wand AD) kann aus Zahlentafel 14 entnommen oder 
mit den Formeln (4) und (7) berechnet werden. Bei D setzt eine zweite Ab- 
lenkung den Druck auf 0,1 £) herab, der auf dem Strahl DF erreicht wird. 

Die Ablenkung kann auch stetig vor sich gehen (Expansion an einem ge- 
wolbten Profil, Abb. 19). In diesem Falle hat man den soeben beschriebenen 
Vorgang unbegrenzt wiederholt zu 
denken mit jeweils unendlichen kleinen, 
Ablenkungswinkeln. In Abb. 19 kommt 
der Strom mit Uberschallgeschwindig- 
keit in A an. Die g-, w-, v-Werte seien 
dort bzw. qu, Wa, Yq. Betrachten wir 
nun die Oberseite, so ist der dort ein- 
setzende Expansionsvorgang vollkom- 

Abb. 19. Stetige Ablenkung. men durch die Neigung der Oberflache 
gegen die urspriingliche Stromrichtung 
bestimmt. Sei diese an irgendeinem Punkt C gleich ¢, so ist », = y, + ¢; da aber 
mit v auch y und @ gegeben sind (etwa aus Tabelle 41), so ist es ohne weiteres 
moglich, die Stérungslinien, langs denen auch hier der Strémungszustand konstant 
ist, anzugeben; sie miissen mit der Wandnormalen den Winkel yp bilden. Auch die 
Stromlinien kénnen konstruiert werden, indem deren Tangentenrichtung in einem 
beliebigen Punkt D iibereinstimmt mit der Tangentenrichtung in dem Wandpunkt, 
der auf derselben Stérungslinie liegt. Fiir solche Betrachtungen ist eine Auftragung 
bequem, bei welcher als unab- 
hangige Verdnderliche » genom- 
men. ist. 

Da8 solche Strémungen sich 
tatsachlich verwirklichen lassen, 
geht aus Abb. 20 hervor (Auf- 
nahme nach der T6PLERschen 
Schlierenmethode). Ein zugescharf- 
tes Strebenprofil ist einem Luft- 
strom von hoher Geschwindigkeit 
(U/a =rund 1,8) ausgesetzt. Die 
Unterseite ist teilweise bedeckt von 
Befestigungsorganen, die auBerhalb 
Abb. 20. Schlierenaufnahme einer stetigen Ab- des Strahles liegen. An der Vorder- 
lenkung (Strémung um eine Strebe bei Uber- ‘kante (Anstrémung von links) ist 

schallgeschwindigkeit). ein schwacher VerdichtungsstoB (s. 

Ziff. 24) sichtbar. Dann tritt eine 

Expansion ein, deren Stérungslinien den soeben beschriebenen Charakter haben. 
Der VerdichtungsstoB ist dadurch hervorgerufen, daB das Profil vorn einen end- 
lichen Kantenwinkel besitzt. (Das. Bild wird von einer weiBen Linie von links 
oben nach rechts unten durchquert. Es ist dies eine von der Versuchsdiise aus- 
gehende Stérungslinie, die mit den Vorgéngen am Profil nichts zu tun hat.) 

Es ist auch méglich, durch geeignete Ablenkung Verdichtungen zu bekom- 
men. Denkt man sich namlich die Stromlinie ABCD (Abb. 21) der gewéhnlichen 
Expansionsstrémung materiell ausgefithrt, dann kénnen wir die Bewegungs- 
richtung umkehren (gestrichelter Pfeil), ohne daB sich an den Driicken etwas 
andert. Man kann dann sagen, daB die erste Macusche Stérungswelle von C 
ausgeht, da sodann bei der Kompression die Geschwindigkeit sich verringert, 
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der Macusche Winkel sich vergroBert. Offenbar geniigt es, wenn bloB das Stiick 
CB materiell ausgefithrt wird. DaB simtliche Stérungslinien durch einen Punkt 
E gehen, ist hier verursacht durch die besondere 
Form der Flache CB; bei anderen Formen wird 
dies nicht mehr der Fall sein. Abb. 22 zeigt eine 
entsprechende Schlierenaufnahme. Man bemerkt 
das Ansteigen des Macuschen Winkels, ferner ist 
ersichtlich, da beim Zusammentreffen der ein- 
zelnen Verdichtungslinien diese sich nicht einfach “>: 21. ee ee 
durchkreuzen, sondern in einen (nicht ebenen) Ver- ee ee 

dichtungsstoB (s. Ziff. 22 und 24) tbergehen. Es mag noch bemerkt werden, 
daB der erstgenannte allmahliche Verdichtungsvorgang im Gegensatz zum Ver- 
dichtungsstoB adiabatisch und umkehrbar 
verlauft, wenn man von der geringen 
Wirkung der inneren Reibung absieht. 

Macht man den Anstieg der Flache CB 
sehr steil, so ist der Treffpunkt der Macu- 
schen Linie nahe an C (Abb. 23). Hat 
der Offnungswinkel « einen von Null ver- 
schiedenen kleinen Wert, so setzt sich der 
StoB direkt auf C (s. Abb. 20). Bei noch 
groBeren Kantenwinkeln riickt. die StoB- 
welle von C ab nach vorne und bei C 
herrscht Unterschallgeschwindigkeit (vgl. 
auch Ziff. 31, Abb. 67). 

19. Methode der Charakteristiken. ‘ : 
Eine sehr allgemeine und leistungsfahige “D>. 22. aa a eae ee 
Methode zur Lésung ebener Probleme im ta bee 
Uberschallgebiet ist von PRANDTL und 
STEICHEN!) entwickelt worden. Sie geht aus von Ziff. 15, Gleichung (5), 
deren Behandlung, da sie nicht linear ist, groBe Schwierigkeiten macht. 

Man kann durch die LEGENDREsche (Berithrungs-) 
Transformation neue Variable einfiihren und gelangt 
so zu einer linearen Gleichung. Bezeichnen wir mit 
u = 0@/0x, v= 0@P/dy die Geschwindigkeitskom- 
ponenten, so wird als neues unbekanntes Potential 








Ey 


7, (u,v) = ux + vy — P(x, y) (1) 


genommen, wahrend als unabhangige Variable wu a 

und v gelten sollen. Man kann die Transformation C 

geometrisch deuten. An Stelle der Punktkoordi- 

naten x, y, ® (@ in z-Richtung aufgetragen) werden Abb. 23. Zusammentreffen 
drei Bestimmungsstiicke u, v, x der Tangentialebene von Stérungslinien. 

im Punkte x, y, ® der Lésungsfliche ®= @ (x, y) 

genommen, und zwar ist z die Strecke auf der z-Achse zwischen Nullpunkt und 
Schnittpunkt der z-Achse mit der Tangentialebene; w und v sind die Neigungen 
der Tangentialebene in der x- bzw. y-Richtung. Weiterhin ist 


2 ey wes 
Op ean 2h ee (2) 


1) A. STEICHEN, Beitrage zur Theorie der zweidimensionalen Bewegungsvorgange in 
einem Gase, das mit Uberschallgeschwindigkeit strémt. Dissert. Gottingen 1909. 
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Die Gleichung (5) von Ziff. 15 selbst aber nimmt die Form an 


@ 2 ay u OPO ae 
(1-2) + 54 (1- 4) 420% “=o, (3) 


Ov? Ov @ 





oye 


die nunmehr in ¥ linear ist. Eine weitere 
Vereinfachung besteht darin, daB die un- 
abhangigen Veranderlichen nochmals 
geandert werden. Man fiihrt namlich 
in der (uw, v)-Ebene krummlinige Koordi- 
naten ein, die Grundrisse der charak- 
teristischen Kurven der Differential- 
gleichung (3), welche Projektionen auf 
die (u#,v)-Ebene selbst kurzweg als 
Charakteristiken bezeichnet werden. 
Nach bekannten Methoden?) findet man 
die gewohnliche Differentialgleichung 
dieser Charakteristiken 














ea v dv wv 

mi a du az 

Abb. 24, Charakteristiken (k = 1,4). = (1 = =) 50) pai 
a 


deren geschlossene Integration méglich ist. Das Resultat l4Bt sich in sehr 
einfacher Form darstellen, wenn man es geometrisch interpretiert 2). Es zeigt 
sich namlich, da die Charakteristiken zweiparametrige Kurvenscharen sind, 

und zwar Epizykloiden. Man 





| zeichne (Abb. 24) die beiden 
Kreise 7, = 4*, +, a* : = ; , 


wo a* die kritische Schall- 
geschwindigkeit bedeutet; 7, 
stellt die maximale Geschwin- 
digkeit dar. Man lasse nun 
den Kreis mit dem Radius 

(By OF 





r= zwischen den beiden 





Kreisen 7, und 7, im einen 
—> und anderen Sinn abrollen. 
Jeder Punkt des Rollkreises 
bewegt sich dann auf einer 
Charakteristik. Fir vielato- 
mige Gase kw 1 (isothermische 
Strémung) wird 7, = oo; die 
Charakteristiken sind jetzt 
Evolventen an den Grundkreis 
(Abb. 25). Den Kurven der 
einen bzw. der anderen Schar 
geben wir Winkelwerte 7 
Abb. 25. Charakteristiken (k = 1,0). bzw. ww, die so gezahlt werden, 











1) Siehe etwa: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik 
(RIEMANN-WEBER), fe Jeni, Me Se Boys, 


*) Hierauf hat Herr THIESSEN-GOttingen aufmerksam gemacht. 
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daB sie von einem beliebigen Anfangspunkt A aus im einen bzw. anderen 
Sinne wachsen, 


Wahlt man nunmehr die 42 und w als unabhangige Veranderliche, so erhilt 
man an Stelle von Gleichung (3) 














a Ox Ox 
OA Ou Fi - alk, (5) 
wobei AK mit dem Geschwindigkeitsbetrag » den Ausdruck bedeutet 
eB asi fa 2 
pre “we Mts aS aaa (6) 
k—1 ¥ 








hye ean 
K hangt nur von »?/a*® ab; Zahlentafel 2 gibt einige Werte nach STEICHEN!) 
(fiir k = 1,405) 
Hat man jetzt die 7~-Werte Zahlentafel 2. 








etwa langs einer A- und einer u- 

Kurve gegeben (Randbedingung), 

dann ist es beispielsweise durch : 
Differenzenrechnung méglich, die : ‘ a = ce 
y-Werte schrittweise fiir die Punkte 12 2.498 is Wares 0,560 
des Zwischengebietes zu ermitteln, 1,4 0,7895 4,2 — 0,620 
da K ja iiberall bekannt ist awe 0,335 a Bie 
(Abb. 26). Die Beziehungen (2) ak cage 2. See 
geben dann den Ort in der (x, y)- 22 —0,0875 § — 0,980 
Ebene. In irgendeinem Punkte 2,4 —0,156 5,2 —1,1385 
der (x, v)-Ebene findet man die oe oe eee 54 egies 
Richtung der durch diesen Punkt a ie 5 ae seers 
gehenden Stdrungslinien (MAcH- Bhp —0,360 3,938 aR 
schen Linien), indem man im zuge- 3,4 —0,407 





hérigen (w, v)-Punkt die Normalen 

auf die dort durchgehenden Charakteristiken errichtet (Abb. 27). Die Storungs- 
linien s, und sg sind diesen Normalen parallel. Der Beweis dafiir kann mit 
Hilfe von Gleichung (4) erbracht werden. STEICHEN hat als Beispiel die Durch- 
kreuzung zweier 

MEYER-Expansio- of 








: y 
nen berechnet, die 
BAL 
ea us 
SSO: 
re 4 (a 
> LS 





Abb.26.Schrittweise Abb. 27. Beziehung zwischen der Neigung der Charakteristiken 
Auflésung der Gl. (5). und den Stérungslinien. 


man natiirlich keineswegs einfach superponieren darf (obwohl die Superposition 
nicht sehr von der Wahrheit abweicht). Die Gleichung wurde numerisch 
integriert fiir das Gebiet CDEF (Abb. 30). 

Es erscheint nicht ausgeschlossen, die Charakteristikenmethode als direkte 
graphische Methode auszubilden. 


1) Die STEICHENSche Arbeit enthalt leider rechnerische Versehen; die hier angegebenen 
Werte sind von Herrn THtEssEN berichtigt. 
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20. Gasstrahlen. Die PRANptiL-MEyeERsche Losung gibt einen guten 
qualitativen Uberblick der Wellenvorgainge in freien Gasstrahlen, wie sie von 
Macu?), P. und R. EMpDEN?), StopoLa’) und PRANDTL‘) beobachtet worden sind. 

STODOLA maB mit einem durch den Strahl (parallel zur Str6mungsrichtung) 
gehenden Ro6hrchen, das eine seitliche An- 
bohrung hatte, den statischen Druck im 
Strahl. Seine Kurven (Abb. 28) zeigen starke 
periodische Verdichtungen und Verdiinnungen 
in Strahlrichtung, wenn der Druck an der 
Miindung mit dem Au8endruck nicht iiber- 
einstimmt. 

Macy, EMDEN und PRANDTL wandten 
die T6pLEeRsche Schlierenmethode an, welche 
Dichtigkeitsgradienten im Luftstrom optisch 
sichtbar macht. Abb. 29 zeigt schematisch 
Abb. 28. Drucke in einem Dampfstrahl. die optische Einrichtung, wie sie PRANDTL 

verwandte®). Die Schlierenblende ist ver- 
stellbar und um die optische Achse drehbar montiert ; letzteres, um die 
Dichtigkeitsgradienten in beliebiger Richtung sichtbar zu machen. 

Am einfachsten liegen die Verhiltnisse bei zweidimensionaler Bewegung. Da 
der Druckverlauf in der 
AusfluBdiise durch die 
Querschnitte eindeutig fest- 
gelegt ist, sofern nur im 


S 
5 
x 
= engsten Querschnitt die 
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Abb. 29. Einrichtung fiir Schlierenaufnahmen. 






nlampe 
EERE |, fis trap/ 
chlierenblende 
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acancece aces 
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Schallgeschwindigkeit — er- 
reicht ist, wird der Druck , 
in der Mindungsebene MM 
(s. Abb. 30) im allgemeinen 
nicht mit dem AuBendruck p, iitbereinstimmen. Ist in MM die Schallgeschwindig- 
keit ttberschritten (AB also gréBer als der engste Querschnitt) und ist zundchst Di 
kleiner als 4,, so setzt um jede der Kanten A und B eine MEYER-Expansion ein. 
In AF und BD ist 
die Expansion be- 
endet, der Aufen- 
druck #, erreicht. 
Die Stérungskeile 
durchdringen sich 
zwar nicht ohne 
gegenseitige Beein- 
flussung, aber fiir 
einen ersten Uber- 
blick kénnen wir 








Abb. 30. Wellen in freien Gasstrahlen. 


2) iL, MAGE, Wien. Ber. 106, 1897. 
eRe EMDEN, Uber die Ausstr6mungserscheinungen permanenter Gase. Habilitations- 

schrift. Leipzig 1899; auch Ann. d. Phys. Bd. 69, S. 264. 1899. — P. EmMpEN, Die Aus- 
stromungserscheinungen des Wasserdampfes. Dissert. Miinchen 1903. 

) A. Stopota (FuBnote 4, S. 302), S. 105. 

4) L. PRANDTL, Phys. ZS. Bd. 8; S. 23: 1907. — Uber Gasstrahlen ferner: L. PRANDTL, 
ebenda Bd. 5, S. 559. 1904; Tu. v. KARMAN, ebenda Bd. 8, S. 209. 1907; A. FLiecNER hatte 
die Meinung vertreten, daB in Gasstrahlen keine Uberschallgeschwindigkeiten vorkommen. 
In diesen Aufsatzen wird gezeigt, daB dem nicht so ist. . 

°) S. auch Maetn, Optische Untersuchungen tiber den Ausflu8 von Luft durch eine 
Lavaldiise. Dissert. Gottingen 1908. : 
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einfache Superposition annehmen. An der freien Strahlgrenze tritt Reflexion der 
Stérungswellen ein; Verditnnungswellen werden als Verdichtungswellen zuriick- 
geworfen und umgekehrt. Sei namlich (Abb. 31) SS die freie Strahlgrenze, so 
wirde die Verdiinnungswelle GH einen Druckabfall von G nach H bewirken. 
Langs einer Freistrahlgrenze mu aber der Druck (und auch die Geschwindig- 
keit) konstant sein. Das 


bedingt sekundare Verdich- cs ~ x Py 
tungswellen (gestrichelt), FN 
die die Stérung bei GH ge- asi 





rade aufheben. Die reflek- 
tierten Wellen pflanzen sich Abb. 31. Wellenreflexion Abb, 32. Wellenreflexion 


an einer freien Strahlgrenze. an einer festen Wand. 
unter dem entsprechenden 


Macuschen Winkel in den Strahl hinein fort. Eine feste Wand wirft St6rungswellen 
mit gleichem Vorzeichen zuriick. Die sekundaren Wellen miissen so beschaffen 
sein, daB sie Geschwindigkeitskomponenten normal zur Wand kompensieren 
(s. Abb. 32). Im Gebiete EJ LK von Abb. 30 ist der Druck tiefer als der AuBen- 
druck #4, da ja schon in BDG (bzw. AFM) #, herrscht und von BDG zu EJLK 
ein Ubergang nur durch Expansionsgebiete erfolgt. 

Die Reflexionen wiederholen sich, so da8 in den Strahlen manchmal eine 
groBe Anzahl Wellen beobachtet werden kénnen. Die innere Reibung, ferner 
das Eindringen von 
Reibungswirkungen 
von der Strahlgrenze 
her bewirken aller- Abb. 33. 
dings ein Abklingen 
der Amplituden, wie 
in Abb. 28 deutlich 
zu sehen ist. Ist der 
Druck auBerhalb der Abb. 34. 
Diise gleich #,, so 
verschwindet die Ex- 
pansion um die Aus- 
trittskanten. Man be- 
obachtet zwar indie- Abb. 35. 
sem Falle Stérungs- 
linien, allein sie sind 
sehr schwach, durch 
zufallige Ungleich- Abb. 33. Schlierenaufnahme eines Gasstrahles. Mindungsdruck 





i ij leich Au®Sendruck. 
iisen- g 
a ect ae Abb. 34. Schlierenaufnahme eines Gasstrahles. Mitndungsdruck 
wandungen fogs not: héher als AuBendruck. 
Abb. 33 gibt eine Apb. 35. Schlierenaufnahme eines Gasstrahles. Mindungsdruck 
Aufnahme dieses tiefer als AuSendruck. 
Str6mungszustandes 


wieder; Abb. 34 den vorher beschriebenen Fall kleineren AuBendruckes. 

Steigt der Gegendruck #, tiber p,, dann ist die von der Kante ausgehende 
Stérung eine Verdichtungswelle (schiefer VerdichtungsstoB, s. Ziff. 24). Auch 
dieser wird mit umgekehrtem Vorzeichen als Verdiinnungswelle am Strahlrand 
zuriickgeworfen, wobei der aufgeldste Zustand der Verdiinnungswelle gegeniiber 
der Schairfe des Verdichtungsvorganges deutlich zu erkennen ist (Abb. 35). 
Wiirde man den Gegendruck weiter erhohen (bei unverandertem Anfangsdruck fp), 
so wiirde der Verdichtungssto8 flacher gegen die Miindung stehen, sodann 
wiirden die von beiden Kanten ausgehenden StéBe in die Miindungsebene 
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hineinfallen und zu einem geraden StoB werden. Bei fortschreitender Gegen- 
druckerhéhung wandert der gerade Sto8 in die Diise, und wenn er den engsten 





Abb. 36. Austritt aus einer Diise mit schragen Flanken. 


Querschnitt erreicht hat, wobei der Drucksprung Ap der StoBwelle immer 
schwacher wird, hdért jede Uberschallgeschwindigkeit auf, die Diise wirkt als 
Palit SOlee: 

Abb. 36 zeigt den Austritt aus 
einer Diise mit ebenen schwach 
erweiterten Flanken. Mit solchen 
Dusen 14Bt sich ein Parallelstrahl 
nicht erreichen. Die Diisen in 
Abb. 33—35 haben fiir diesen Zweck 
besonders gekriimmte Flanken. Die 
von kleinen Unebenheiten der Wan- 
dungen herrithrenden schwachen 
Macuschen Stérungslinien im Innern 
der Diise zeigen durch ihre verander- 
liche Neigung die Zunahme der 

Abb. 37. Schlierenbild der Strémung durch Geschwindigkeit von der Schall- 

die Diise, Abb. 11. geschwindigkeit im engsten Quer- 

schnitt an im ganzen divergenten 

Teil. Hier zeigt sich noch eine nahezu stérungsfreie Durchdrinigung der von 

beiden Diisenwanden kommenden Wellen; allein dies hért bei starkeren Stérungen 

(starkeren Wandkriimmungen) véllig auf, wie Abb. 37 zeigt, die wbrigens die 

frither erwahnte von MEYER 

berechnete Wandform hat (s. 
HART OAT) 

Vielfache Reflexionen 
sieht man in Abb. 38. 

Wenn der Gasstrahl aus 
einer einfachen Miindung 
(engster Querschnitt gleich 
Austrittsquerschnitt) tritt, 

Abb. 38. Mehrfache Reflexionen. sind die Erscheinungen quali- 

tativ natiirlich ganz so wie 

am Austritt divergenter Diisen. Es sind aber immer noch irrtiimliche Meinungen 
verbreitet, so daB einige Bemerkungen daritber angebracht sind. 

Die Austrittsgeschwindigkeit ist gleich der kritischen Schallgeschwindigkeit a*. 
Jedoch tritt sehr wohl noch eine weitere Geschwindigkeitssteigerung des Strahles 
nach Verlassen der Miindung auf, wenn ndmlich der Gegendruck #, kleiner als 








Ziff. 20. 
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der kritische Druck * ist [sog. freie ,,Expansion‘1)]. Mit Hilfe des Impuls- 
satzes kann man leicht zeigen, daB der Axialimpuls des Strahles bei geniigend 


groBem Miindungsdruck _ beliebig 
wachsen kann. Berechnen wir nam- 
lich (siehe Abb. 39 oben) die Impuls- 
strome J durch die mit J und JJ 
bezeichneten Kontrollflachen, so er- 
halten wir fir den Querschnitt JJ, 
in welchem wir den AuBendruck /, 
annehmen?) 
dames tn (P= pa). 1) 
Fir praktische Probleme (Dampf- 
turbinen, Raketen) ist vielfach nur 
der Axialimpuls von Wichtigkeit. 
Man kann sich da fragen, ob es viel 
Zweck hat, den divergenten Teil 
der Lavaldiisen ttberhaupt auszu- 
fiihren. DaB derselbe aber doch 
den Impuls erhéht, sieht man daran, 
daB der kegelige Teil noch einen 
positiven Beitrag zu den 
Druckgliedern des Impuls- 
satzes liefert (,) (s. Abb.39 ? 
unten). ZERKOWITZz berech- i 
net fiir einen bestimmten 
Fall nebenstehende Tabelle. 

Da durch Wegfall des 
Kegels die Wandreibung 
durch die geringere 
Mischungsreibung ersetzt a 
wird, kann bei nicht zu 
tiefem p, das Weglassen des 
Konus Vorteile bringen. 

Die Ausbreitung bei ver- 
schiedenen Gegendriicken 
zeigt Abb. 40a, b, c, wobei a 
geringem, b mittlerem, c 
dem groBten Gegendruck b 
entspricht, welch letzterer 
aber immer noch unter dem 
kritischen liegt (Ausstr6- 
mung aus einer Mindung). 

Ist der Mindungsdruck sehr 
viel groBer als der AuBen- 
druck, wie z. B. bei Feuer- 
Watten,. wo nach dem -:¢ | 

1) A. ZERKOwI1zZ, Dinglers 
Journ. 1914; ZS. f. d. ges. 
Turbinenw. 1916, S. 13. 

2) Buziiglich des dazu 
notigen Abstandes des Schnit- 


tes IL von der Diisenmiindung 
vgl. man Abb. 28. 
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Abb. 39. Freie Expansion. 


po = 6 at trocken gesattigter Dampf. 
—_—_——S— 
= 3,46 | 
Usa = 449 | 560 | 679 


PIES IES 1 Os O54 sate 
778 1120 m/sek (ideale Diise) 
834 m/sek (einf. Miindg.) 








Abb. 40a—c. Gasstrahlen aus einfachen Miindungen bei 


verschieden groBem Gegendruck. 


P| 
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Wegfliegen des Geschosses die Verbrennungsgase mit mehreren hundert Atmo- 
sphiren auspuffen, so bildet sich eine glockenformige Wolke aus. CRANZ hat 
davon verschiedene Aufnahmen gemacht?) und auch versucht, die Geschwindigkeit 
zu messen (s. Abb. 41). Man kann den Ansatzwinkel « der Glocke (Abb. 42) 
gleich dem maximalen Winkel ymax (s. Ziff. 18) nehmen, sofern die Ausstromung 
aus einer einfachen Miindung erfolgt. Bei erweitertem Rohr ist « kleiner. Solche 
Glocken werden sich wohl auch beim Ausstr6men von Quecksilberdampf ins 
Hochvakuum bilden (Strahlpumpen). 


























Abb. 41. Glockenbildung* bei Austritt 
der Pulvergase aus einem Gewehrlauf. 



































Z gy a 
— jah a 
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\ 
Xs 
Abb. 42. Schema der Abb. 43. Schrag abgeschnittene Mindung. 
Glockenbildung. Strahlablenkung. 


Bei schrag abgeschnittenen rechteckigen Miindungen, wie sie (nach ZOELLY) 
im Dampfturbinenbau oft verwendet werden (Abb. 43), ergibt sich fiir pp So 
eine Ablenkung des Strahles durch den an der Seitenflache AB noch herrschenden 
Druck, der allmahlich auf p, im Punkte B fallt?). Da die Winkel der Laufrad- 
schaufeln der Austrittsrichtung des Strahles angepaBt werden miissen, hat diese 
Strahlablenkung fiir den Konstrukteur naturgemaB groBe Bedeutung. 


V. Unstetige Bewegungsvorgiange. 


21. Entstehung von Verdichtungs- und Verdiinnungswellen. RIEMANN?) 
hat 1860 rechnerisch nachgewiesen, daB in kompressiblen Medien unstetige Be- 
wegungsvorgange auftreten kénnen, auch wenn der Beginn der Bewegung ein 
durchaus stetiger ist. Es dauerte ziemlich lange, bis es gelang, solche Unstetig- 


1) C. Cranz u. B. Gratzer, Ann. d. Phys. Bd. 43, S. 1186. 1914. 

*) Messung von A. Sropora, (FuBnote 1 S. 302). S. 115. 

3) B. Riemann, Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungs- 
weite. Abhandlgn. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1860, S. 8; Ges. Werke, 2. Aufl., S. 156; 
H. WeseEr, Die part. Differentialgleichungen der mathematischen Physik nach RreMANNs 
Vorlesungen. 5. Aufl., Bd. II, S. 481. Braunschweig 1912. 
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keiten auch experimentell zu erfassen. Heute kénnen wir von einer Bestatigung 
der RrEMANNschen Theorie sprechen mit einer Einschrankung, die spater (siehe 
Ziff. 22) noch naher besprochen wird. 

Einen wesentlichen Fortschritt verdankt man Hucontot), der zum ersten 
Male eine vollig korrekte Darstellung gab. 

RIEMANN behandelte den eindimensionalen Vorgang, und die meisten anderen 
Autoren sind ihm darin gefolgt. Fiir dreidimensionale unstetige Vorgiinge liegen 
kaum Ansiatze vor; etwas besser steht es mit den unstetigen ebenen Bewegungen. 

Betrachten wir die Gasbewegung in einem Rohr, die sich einstellt, wenn ein 
darin nach rechts gleitender Kolben in Bewegung gesetzt wird. Geschieht dies 
anfanglich sehr langsam (etwa nach dem Gesetz x = gt?/2), so spielt sich quali- 
tativ folgender Vorgang ab: Die dem Kolben benachbarten Gasteilchen erfahren 
eine kleine St6rung, die bewirkt, daB sie sich nach rechts in Bewegung setzen 
mit einer Geschwindigkeit « = x. Die Stérung selbst wird sich mit der sehr viel 
groBeren Schallgeschwindigkeit a ausbreiten, die ja als Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit kleiner Stérungen definiert ist. Da nun aber die Kolbengeschwindigkeit 
steigt, gehen von dem Kolben standig neue Stérungen aus (Beschleunigungs- 
wellen). Das Wesentliche ist jetzt, daB diese neuen Schallwellen sich in einem 
Medium fortpflanzen, das bereits in (schwacher) rechtslaufiger Bewegung ist, 
und das obendrein sich in etwas verandertem Zustande befindet, indem zur Be- 
schleunigung des Gases eine Druck- und damit zusammenhangend eine Tempera- 
tursteigerung notig ist. Das Ergebnis ist eine gréBere Ausbreitungsgeschwin- 
digkeit der spateren St6érungen. Was nun weiter eintritt, hangt ganz von dem 
Beschleunigungsgesetz ab. Jedoch ist qualitativ ersichtlich, daB die Beschleu- 
nigungswellen sich einholen, und da8 es dann leicht méglich ist, daB die Druck- 
gradienten auf erordentlich hohe Werte erreichen. 

Bei Verdiinnung treten solche starken Druckgefalle im Rohre nicht ein. 
Man kann im Gegenteil einsehen, da8 die aufeinanderfolgenden Stérungen sich 
nicht einholen k6nnen. Wenn wir den Kolben allmahlich nach links hin in Be- 
wegung setzen, so geht im ersten Augenblick vom Kolben aus eine sehr schwache 
Verdiinnungswelle mit Schallgeschwindigkeit nach rechts. Die von der Welle 
erfaBten Gasteilchen nehmen eine Bewegung nach links an. Da der Druck und 
damit auch die Temperatur sinkt, wird die Schallgeschwindigkeit obendrein 
geringer, so daB die nachste St6rung weniger rasch sich nach rechts fortpflanzt 
und so den Wellenkopf der ersten nicht einholen kann. 

Man kann den Vorgang rechnerisch verfolgen, wenn man annimmt, dab die 
Verdichtung bzw. Verdiinnung adiabatisch verlauft, solange sich die Wellen- 
k6épfe noch nicht eingeholt haben. Diese Annahme 148t sich dadurch recht- 
fertigen, daB die Theorie der endlichen Stérungen im Grenzfall schwacher St6- 
rungen zu diesem Ergebnis fiihrt (s. Ziff. 22). 

In dem (x, ¢)-Diagramm (Abb. 44) stellt die stark ausgezogene Linie den 
Ort des Kolbens dar. Kriimmung dieser Linie zeigt also Beschleunigung an. 
Von ¢=0 bis ¢ =?’ soll Beschleunigung herrschen, von da an konstante Ge- 
schwindigkeit. Die erste Stérung pflanzt sich in ruhender Luft fort, die Gerade a, 
stellt die Ausbreitung derselben dar. Jedes von der Stérung erfaBte Gasteilchen 
wird, da wir Verdichtung rechts vom Kolben haben, eine geringe Dichteanderung 
do erleiden und gleichzeitig die Geschwindigkeit dw nach rechts hin annehmen. 
Zwischen du und do besteht aber nach der Kontinuitatsgleichung eine einfache 
Beziehung. Wir denken uns einen Augenblick mit dem Wellenkopf bewegt. 
Das ruhende Gas rechts tritt dann mit der Relativgeschwindigkeit a in den Kopf 


1) H. Huconror, Journ. d. l’éc. polyt. Heft 57. 1887 u. Heft 58. 18809. 
Phy 
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ein und verlaBt ihn mit der kleineren Geschwindigkeit a — du. Da der Vorgang in 
diesen Koordinaten stationar ist, muB sein 


oa = (e+ do) (a—du), 
d. h. mit geniigender Naherung ado = odu oder 
1 
Att = eran 


Jede Steigerung der Geschwindigkeit u hat weitere Verdichtungen zur Folge ; 
die Kolbengeschwindigkeit (= Gasgeschwindigkeit unmittelbar am Kolben) ist 
nach einiger Zeit 


eur ap q 7 
7 eave e, (1) 


indem ja allgemein a= Vdp/do ist. Das Inte- 
gral ergibt nun bei Annahme adiabatischer Ver- 
dichtung wegen ee 

; 


of 


2 -0 


die Geschwindigkeit 


Po k-1 k-1) 
ee ee re: 
@ earn 














eit ex * = @o (a — a). (2) 


Die Ausbreitung jeder neuen St6rung erfolgt mit 
der Geschwindigkeit 


ap 
wautaaut/e, 








eo— 


wofiir auch geschrieben werden kann 
Abb. 44. Entstehung einer StoB- 


k+1 I? 
welle. w=a,tu are a=\ro- (3) 





Man kann nun zu jeder Kolben- bzw. Gasgeschwindigkeit die zugehérigen Aus- 
breitungslinien (a,, a, a; usw.) berechnen (s. Abb. 44). Schneidet man mit 
t = konst., so erhalt man die Geschwindigkeits- bzw. Druckverteilung langs der 
Rohrachse. Man erkennt wie die Wellenfront allmahlich steiler wird. Mehrere Bei- 
spiele in sehr anschaulicher Behandlung findet man in einer Arbeit von KoBeEs}), 
der noch andere Beschleunigungsgesetze des Kolbens betrachtet, u. a. auch das 
folgende (HuGoNnIoT): 2% 

. 2a Agl\- 744 24, 

pepe a oe o 
In diesem Falle ergibt sich ein gleichzeitiges Zusammentreffen aller Stérungs- 
wellen in einer festen Front von endlicher Amplitude bei x =L. Im allgemeinen 
aber werden die Vorgange beim Zusammentreffen der verschiedenen Ausbrei- 
tungslinien, wie es scheint, so kompliziert, daB bisher noch keine vollstandige 
Lésung des Problemes der Entstehung einer StoBwelle aus stetigen Anfangs- 
bedingungen vorliegt. Verdiinnungswellen lassen sich leichter behandeln, da das 
Zusammentreffen der Stdrungslinien hier nicht vorkommt. 

22. Der gerade Verdichtungssto8. Wir gehen nun iiber zur Betrachtung 

der StoBwelle (VerdichtungsstoB nach RIEMANN) mit endlicher Amplitude. Die 





1) K. Koszs, ZS. d. ésterr. Ing.- u. Architekten-Vereines 1910. 
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Der StoB mége sich mit der Geschwindigkeit w fortpflanzen. Er ist der Sitz einer 
Unstetigkeit in Geschwindigkeit, Druck, Temperatur, Dichte und Entropie 
(Abb. 45). Fiir unsere Betrachtungen wollen 

wir ein mit dem Sprung bewegtes Koordi- a ‘ 

natensystem wahlen, so daB wir mit einer ees lu, 
stationéren Strémung rechnen kénnen. Es | A nck 

ist dann, wenn wir die Relativgeschwindig- 

keiten gegen den Sprung mit ~, und w., die 


Absolutgeschwindigkeit mit » bezeichnen, | Druck, Temperatur, 
Dichte, Entropie. 


Wy = —w, 


U,= —w-+d. | | Geschwindigkeit. 


Alle GréBen vor dem StoB sollen den Zeiger 4 
s : : ey ADDY 45a G Vi ht : 
nach dem Sto8 den Zeiger 2 haben. Wir haben ne se 


04, =0,%, (Kontinuitatsgleichung), 
Oy My (Uy — Uy) = fp — fy = AP (Impulssatz), (1) 
+ fi4= = iis (Energiesatz). 





2 


Aus den ersten beiden Gleichungen kénnen wir durch Elimination von w, 
ableiten 














ees Q2 po — Pr ie / 0s Ap 
“4 | Q1 O2— 0: Ae 2) 
und entsprechend durch Elimination von u, 
@1 AP 
3 Ug = | ae Ao : (2 a) 
Der Energiesatz gibt mit 
: 1 
Peg ee 3) 
Ersetzen wir schlieBlich E durch 
Paes ae 
T=.452. 
: Bd Loot 
so erhalten wir eine Beziehung zwischen # und @ allein (HuGoNtIoT) 
1 (Pe Pa ou Ps Pa, Oo Fey 
4 (22 a 2 0102 — (4) 


Abb. 46 gibt eine fiir die Diskussion der StoBvorgange sehr bequeme Darstellung 
der Gleichung (4) fiir einen gegebenen Anfangszustand #,, @,. Zuniachst ist 
auffallend, daB o, nicht iiber ein kleines Vielfaches des Anfangswertes steigen 
kann. Man findet namlich 


k+1 
Ogmax = ya 4 G2: 


Durch einen VerdichtungsstoB kann also Luft (2 = 1,4) héchstens sechsfach ver- 
dichtet werden. Der physikalische Grund dafiir ist die mit der Kompression 
verbundene sehr starke Erwirmung, die weit grofer ist als die durch adiabatische 
Verdichtung auf den gleichen Enddruck #, erzeugte. (Eine adiabatische Kom- 
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pression, etwa in einer geeignet geformten Die, s. Ziff. 9, wiirde allerdings 
auch auf sehr viel héhere Driicke fiihren.) 

Aus dem Diagramm sieht man ferner ohne weiteres, daB sich starke Sto- 
rungen (groBes Af) mit einer Geschwindigkeit ausbreiten, die die gewOhnliche 
Schallgeschwindigkeit erheblich tibertrifft. Denn es ist ja —w = uy = y@ e , 
welcher Wert fiir gegebene 4f unmittelbar der Figur entnommen werden kann. 
Die Schallgeschwindigkeit ist die Ausbreitung sehr schwacher Stérungen, also der 
Grenzwert dieses Ausdruckes fiir sehr kleines 4p. In der Tat ist ja sehr angenahert 
0= 01, 4p/Ao = dp/do, also u, = Vdp/do =a. In unserer Darstellung gibt die 
Tangente in P, (Abb. 46) ein MaB fiir a, die 
Steigung der Sehne P,, P, ist aber gréBer, 
ebenso ist der Faktor @,/0, grdBer als 1. 
Damit ist gezeigt, da die Ausbreitung bei 
gentigend starker Stérung schlieBlich beliebig 
schnell vor sich gehen kann. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft der 
Hucontot-Kurve (H) ist noch hervorzuheben: 
In der Nahe von P, deckt sie sich mit der Adia- 
baten durch P,. Die Differenzengleichung (4) 
geht dann namlich iiber in die Differential- 























gleichung 4 p\ do 
Par estore 
oder 
Ve EE! 
P Q 
Abb. 46. HucGoniot-Kurve. oder schlieBlich p —— x i die POISssON- 


sche Adiabatengleichung. Fiir kleine Druck- 
spriinge ist also die Annahme, daB vor und nach dem StoB der Zustand des 
Gases durch ein und dieselbe Adiabate gegeben ist, im Grenzfall richtig. Bei 
groBeren Druckspriingen ist sie aber offenbar unzulassig!). RIEMANN hatte mit 
adiabatischer Zustandsaénderung gerechnet, seine Ergebnisse gelten also nur fiir 
schwache StéBe. Huconior hat von vornherein die Energiegleichung heran- 
gezogen und damit diesen Fehler vermieden. Bei Heranziehung des Entropie- 
begriffes kann man auch sagen: schwache StéBe verlaufen ohne Entropiednde- 
rung, bei starken vermehrt sich die Entropie des Gases. 

Um die Beziehungen zwischen der Wellengeschwindigkeit und den Ande- 
rungen der ZustandsgroBen allgemein darzustellen, kann man folgendermafen 
vorgehen : 

Die Geschwindigkeit “, vor dem (stationaren) VerdichtungsstoB soll erzeugt 
sein durch Expansion in einer Lavaldiise mit dem Ausgangszustand PorOol 
09 = 0. Dann ist [Ziff. 8 Gleichung (6)] 
5 a 
1 R=1 


0» 


Ty 
Poe (1 a a 
Fuhrt man jetzt die ,,kritische Schallgeschwindigkeit‘‘ a* ein neben der Schall- 
geschwindigkeit a, des Zustandes #,, T,, », = u, 
2k 


te ieee a a,=kRT,, 








=) Man vel. hierzu G. ZemMPLEN, Phys. ZS. Bd. 13, S. 498. 1912; R 
sound, 2. Aufl., Bd. II, S. 32. r it ete Gaky. as. ee ee 
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so schreibt sich 
9  k+1 2 





ui = *2 2 
tag ae he y VARY Tg 
oder 
ae Qa as k—-1 
wo hpi | Ryd 6) 


Nun eliminieren wir aus Gl. (4) #3, @2, wobei wir noch den Warmeinhalt er- 
setzen durch 


hae eer 
aa ne 
Bei Einfiihrung der eben erwahnten kritischen Schallgeschwindigkeit erhalt man 
dann nach kurzer Rechnung das einfache Ergebnis [PRANDTL!)] 
1%, =a. (6) 


Damit ergeben sich durch Einsetzen in die Gleichungen (1) die Beziehungen 


bo — P= 4p = on (1 re; “|, 


ut 














Qo — Q1 Ae Qy (a vF (7) 
. ur ies 
(me Ty = AT = 57,1 - =). 


SchlieBlich kann noch a* ersetzt werden durch a,, wodurch man erhalt 


Ap = Fe (1S), 





k+14 Ui, 
(a) 
Ag= : (8) 
Q Q1 eat ss (2) 





AT = Gp 3 (! (ix) (! : nel 


Im Falle sehr starker Stérungen bzw. groBer Wellengeschwindigkeiten (Ex- 
plosionen, Luftwiderstand sehr rasch bewegter Korper, wie etwa Meteore) ergeben 
sich daraus folgende Naherungsgleichungen: 





2 
/:§ Sear ereer Ths 


| 
: | 
: 


AQ Saar; Ox: (8a) 
2k ur 
AT = @4 yc, 


Zahlentafel 3 gibt einen Ausschnitt einer gréBeren Tabelle von RUDENBERG?) fir 
Luft von 15°C (T,= 288°) und 0;= 1,225 -10-* g/cm’, c,= 0,238 cal/g grad. In 
die Tabelle ist in Spalte 6 noch die Impulsstromdichte fiir eine in ruhender 
Luft fortschreitende StoBwelle 


7 = Ap + @,0? 
aufgenommen, die man mit Hilfe des Impulssatzes Gl. (4) auch schreiben kann 
pal foo? 
J p Q1 


1) L. PRANDTE, ZS. d. Ver. d. Ing. 1904, S. 348. 
2) R. RUDENBERG, Artillerist. Monatsh. 1916, S. 237. 
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Zahlentafel 3. 
Se 




















2 = | Temperatur- - | Impulsstrom- 
tle ie Cea eiikals Drncksprang | re Dichtesprung | dichte 
w= ty b Ap AT Aelor j 
m/sec m/sec | kg/cm? °¢ kg/cm? 
340 O O 0 0 1) 
400 93,0 0,47 33,0 0,30 0,60 
500 224 1,39 86,8 0,81 255 
1000 | 734 9,2 465 2,77 34,6 
1500 1181 22,2 1075 3,74 105 
2000 1611 40,3 1925 4,20 210 
2500 2035 63,6 3020 4,44 346 
3000 | 2460 | 92,3 4350 4,58 516 
3500 2880 126 5940 4,66 TAS 
4000 3300 165 7750 4,72 943 
4500 3710 | 209 9820 4,76 1202 
5000 4135 258 12100 4,78 1490 


Die Temperaturen steigen bei staérkeren St6Ben so hoch, da man nicht 
mehr mit konstanten spezifischen Warmen rechnen darf. BECKER?) hat Wellen- 
geschwindigkeiten bis 13000 m/sec bei Sprengversuchen in Rohren gefunden; 
bei konstanten spezifischen Warmen wiirde das auf 7,=r1d. 82000° fihren. 
In so extremen Fallen versagt natiirlich auch die Annahme, daB keine Warme 
nach auBen abgegeben werde. 

23. Struktur des VerdichtungsstoBes. Bisher ist der VerdichtungsstoB 
als eine mathematische Unstetigkeit behandelt worden. Es ist aber leicht einzu- 
sehen, daf eine solche auf physikalisch unmégliche Konsequenzen fithrt. Innerhalb 
der Zone des Druckanstieges wiirden die Reibungsspannungen #,,, = — 4 udu/dx 
unendlich groB, ebenso miiBte die Warmeleitung 4 dT /dx iiber alle Grenzen wachsen. 
Schon die Kontinuumsmechanik 1aBt also endliche Ubergangsdicken erwarten; 
die Molekulartheorie zeigt natiirlich erst recht, daB von einer wahren Unstetig- 
keit nicht gesprochen werden kann. Eine kinetische Theorie des Verdichtungs- 
stoBes existiert noch nicht, iingegen ist von verschiedenen Autoren der StoB 
auf Grund der allgemeinen Gleichungen des Abschnitts II untersucht worden2). 

PRANDTL hat nur die Warmeleitung beriicksichtigt, HAMEL nur die Rei- 
bung, RAYLEIGH und BECKER beides. : 

Es handelt sich darum, das Gleichungssystem des eindimensionalen statio- 
naren Verdichtungsvorganges, namlich ~ 


do du 
Oe We ie 





du a i 4 du 
4 Fen aa mod als 
dT 4 du\du GEIE 
Toeu a, = —(b — eu eee tI op 


zu integrieren. BECKER kommt zu einer verhiltnismaBig einfachen Loésung, 
wenn er zwischen der Warmeleitzahl 2 und dem Zahigkeitskoeffizienten ww die 
Beziehung 

1 = 4 bly 


1) R. Becker, ZS. f. techn. Phys. 1922, S. 249. 

2) L. PRANDTL, ZS. f. di. ges. Turbinenw. Bd. 3, S. 241. 1906; G. Hamet, ZS. d. Ver. 
d. Ing. Bd. 55, S. 1895. 1911; RAYLEIGH, Proc. Roy. Soc. London (A) 1910, S. 247; R. Becker, 
ZS, 1, Phys. Bd 8, Si324) 41022. ' 
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annimmt. Fiir zweiatomige Gase ist diese Bedingung ziemlich genau erfillt. Mit 
den Hilfsgr6Ben 








4 Me 
rn: M= 0%, 
RTM? 
th afi ii B=o,Mi+ Ar, 
pe pess ss 3 wi Ps 
oe Bt? Pas) [Ops “> ry 
# SP CONTE Res 4 
Aa a, M , = 20, = 5) 
erhalt er 3 
ale a (4+ a0 — w?), (4) 
ferner 
ae 20 + a @, In(@y — @) — @, In(@ — @g) 
genoa Ce | @, — Ws ae (2) 


wo w, und , die Werte weit vor baw. nach dem Sto8 bezeichnen. Damit ist der 
StoBverlauf véllig bestimmt, insbesondere laBt sich iiber die Dicke d der StoB- 
zone (Abb. 47) eine Aussage machen. BECKER findet 




















rf : /uz +1 44 
a + pty 1 Bory xis 
oe OF Pies | mz+14/nz+4 6 
| oe 
mit kR+1. Po Abb, 47. Verlauf von @ im 
a Se ae VerdichtungsstoB. 
: Pi 


Die Ausrechnung ergibt bei gréBeren Druckspriingen auBerordentlich kleine 
Dicken, beispielsweise wird fiir Luft mit 9, = 1,29-10-* g/cm’, T, = 273 i 


a 5 10 100 1000 
d = 447 47 66 16,5 5,2 1 1Ole Gm: 


Das ist vergleichbar mit der freien Weglange der Gasmolekiile oder sogar mit 
dem mittleren gegenseitigen Abstand derselben. Der Grund zu diesem wenig 
wahrscheinlichen Ergebnis liegt in den sehr kleinen Reibungs- bzw. Warme- 
leitungswerten (welch letztere vermittels 1 = $c, in die Reibungswerte ein- 
gehen). Méglicherweise sind die Vorgange in der StoBschicht turbulent, 4 und 
uw durch ,,Austausch‘ vergréBert, oder aber — und darauf weist BECKER nach- 
driicklich hin — der Sto8vorgang ist prinzipiell nur mit den Methoden der 
kinetischen Gastheorie faBbar. Jedenfalls sind VerdichtungsstoBe raumlich sehr 
konzentriert. =e 

BEcKERS Theorie gibt auch Antwort auf die Frage nach dem Entropie- 
verlauf beim Durchtritt der Gasteilchen durch den StoB. Die Entropie der 
Masseneinheit des Gases ist ja 


S$ =o,{hnF in Pat, 


7 
g 1 





wobei die Entropie vor dem StoB gleich Null gesetzt ist. Nach RIEMANN ware 


stets ye ae 
Ca gs 4 


der Vorgang also isentropisch. Tatsichlich wird # viel starker wachsen als 0 (@ geht 


ary wenn fp ins Unendliche wachst). Die Entropie 


ja gegen die Grenze ; 
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wird also zunehmen. Der StoB8vorgang ist nicht umkehrbar, was ja auch des- 
wegen plausibel erscheint, weil intensive Reibung und Warmeleitung auftritt. 
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Abb. 48. Entropie- 
verlauf wahrend der 
StoB-Verdichtung. 


In Abb. 48 ist fiir ,/f,;=10 der Entropie-Temperatur- 
verlauf angegeben. Es zeigt sich ein Entropieanstieg und 
darauffolgend schwache Abnahme, wahrend die Temperatur 
monoton steigt. Die Abnahme der Entropie erklart sich 
durch die Warmeabgabe der erhitzten Teile nach riickwarts 
an die kalteren. 

Die Integralbeziehungen Gleichung (1) von Ziff. 22 
lassen zwar auch stationaére Verdiinnungsst6Be zu. Allein 
diese wiirden dem zweiten Hauptsatze widersprechen, da 
die Entropie jetzt beim Durchtritt durch den Verdiinnungs- 
stoB abnehmen mite. Unstetige Verdiinnungen kénnen 
deshalb nicht stationar bestehen; sie lésen sich in stetige 
Verdiinnungswellen auf. Ubrigens zeigt auch die elementare 
mechanische Betrachtung in Ziff. 24, daB es schon mechanisch 
schwierig ist, eine Verdiinnungsunstetigkeit herzustellen, und 
daB dieselbe die Tendenz hat, sich zu verflaichen. 


24. Zweidimensionale Verdichtungsvorgange. (Schiefe VerdichtungsstéBe.) 
Der zweidimensionale unstetige Verdichtungsvorgang laBt sich noch verhdltnis- 
maBig einfach behandeln?). 

Wird einem Gasstrom, der mit Uberschallgeschwindigkeit in Richtung AB 
(s. Abb. 49) sich bewegt, eine unstetige Ablenkung (um den Winkel w) auf- 





gezwungen, so stellt sich bei gewissen 
Winkeln @ eine ebene StofBflache BD ein, 
die vom Knick B ausgeht (sog. schiefer 
StoB). Ihr Winkel mit der Normalen zu 
AB soll mit « bezeichnet werden. Die 
Geschwindigkeit p, im Gebiet 1 verringert 
sich unstetig (natiirlich auch hier im Sinne 
von Ziff. 23) auf den Betrag »,, wahrend 
Druck, Temperatur usw. entsprechende 
Werte ~2, T, usw. annehmen. Zerlegen 
wir die Geschwindigkeiten b,, bg mit Bezug 





Abb. 49. 


Schiefer 





VerdichtungsstoB. 


auf die StoBlinie BD in die tangentialen 
und normalen Komponenten ¢,, f, bzw. 
M,, M,, SO kann man mit Hilfe einer ein- 


fachen Impulsbetrachtung einsehen, daB ¢ nicht geandert wird, also ¢;=t,=¢ 


ist; m, hingegen verringert sich auf Ng. 


MEYER findet 


k—1,. 
Ny Ny + pay G2, (4) 
wobei a* die schon erwihnte kritische Schallgeschwindigkeit ist. ae = oa Po 
1 Og2 


wenn pp und @) Druck und Dichte des Gases vor Beginn der Bewegung bedeuten). 
Fir den normalen StoB (¢ = 0) wird n, Nz = a*? (s, Ziff. 22). o berechnet sich aus 


cos? «% = 





\ 1) + (R41) fe (b 1) 


olay —4 


1 








(2) 


1) TH. Meyer, Dissert. Gottingen 1908, S. 24. 
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fp steht mit « in der Beziehung 
UES 5 oie: | 
tg B nog ny < (3) 
Weiter ergibt sich ee eee) 
t Saas ei i ea) ht i 1 Ps ; 
BP G1) pat RE 1)D, 8 si 


w, der Ablenkungswinkel, ist gleich B—a. Zur Diskussion dieser Formeln sind 
Abb. 50 und 51 geeignet, wo fiir verschiedene #,//, und f./p) die Winkel « bzw. 
w (fir Luft, k = 1,405) eingetragen sind. 
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Abb. 50. Winkel «. Abb. 51. Winkel o. 


Die 45 °-Gerade J entspricht £, = 2, wobei « das Komplement des MAcuschen 
Winkel (Ziff. 18) ist. Druckanstieg und Ablenkung sind Null. Die Grenzlinie IT 
gilt fiir den normalen Verdichtungssto8. Das Zwischengebiet ist von den Druck- 
werten erfiillt, die schiefen St6Ben an- 
gehéren. Es mu8 darauf hingewiesen 
werden, daB « nur im Grenzfall 
schwacher St6Be mit dem Komple- 
ment des Macuschen Winkels iiber- 
einstimmt; bei starkeren ist « kleiner, 
der StoB stellt sich steiler gegen die 
Str6mung an. 

Abb. 52 zeigt eine Schlierenauf- 
nahme der Luftstromung gegen einen 
Keil. Der schiefe VerdichtungsstoB 
ist die von der Keilkante ausgehende 
Linie. Nach dem Sto8 ist in Uber- 
einstimmung mit der Theorie die 
Geschwindigkeit konstant, wie man Abb. 52. Schlierenaufnahme eines schiefen 
aus der Parallelitat der Macuschen VerdichtungsstoBes. 

Linien entnimmt. 

95. Anwendung der Theorie der VerdichtungsstoBe. Die Lehre von den 
unstetigen Verdichtungsvorgangen findet mannigfache praktische Anwendung. 
DaB sich stirkere Druckunterschiede mit Geschwindigkeiten groBer als die nor- 
male Schallgeschwindigkeit fortpflanzen, ist bei starken Explosionen direkt beob- 
achtet worden!). TOPLER, MACH?) CRANZ U. a. haben die von elektrischen 








1) Worrr, Ann. d. Phys. Bd. 69, S. 329. 1899. 
2) Macu, Wiener Ber. Bd. 72. 1875; Bd. 75. 1877; Bd. 77. 1878. 
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Funken ausgehenden Knallwellen mit der Schlierenmethode photographiert. 
Abb. 53 gibt eine Aufnahme von CRANZ. Zwei Funken, ein starkerer und ein 





Abb.53. Schlierenbild der Knallausbreitung. 


schwacherer, schlagen gleichzeitig iiber, 
einen Augenblick spater werden die Auf- 
nahmen gemacht. Da die Amplitude 
naturgemaB mit dem Radius der Kugel- 
welle abnimmt, geht auch die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit bald auf die 
normale Schallgeschwindigkeit herunter. 

STODOLA hat 1902 gefunden), daB 
in Lavaldiisen stationare Verdichtungs- 
st6Be auftreten kénnen, namlich dann, 
wenn der Gegendruck zwischen dem 
Druck p, und pg in Abb. 3 liegt (vgl. 
auch Ziff.9). Man kann dies experi- 
mentell verwirklichen durch Drosselung 
am Diisenende. Der Strom kommt erst 
auf Uberschallgeschwindigkeit und flieBt 
nach Durchdringen des StoBes mit Unter- 
schallgeschwindigkeit und entsprechend 
hoherem Druck weiter. Die Aufnahmen 


von PRANDTL, Abb. 54, zeigen ungestérte Str6mung bis zum StoB, was man sehr 
schén durch Vergleich der Macuschen Wellen sieht, die bis zum Sto véllig mit 


den Wellen bei glattem Durchflu8 iibereinstimmen 
(Abb. 54 unten). Der Sto8 ist nicht vdéllig eben, 
weil die verzdgerten Gasteilchen an der Wand 
nicht mehr die volle Energie haben, an der Wand 


deshalb ein RiickflieBen  eintritt. 





Abb. 54. Verdichtungssté8e in einer Lavaldiise. 








in” Abbe 55 









































Abb.55. Druckverlauf in einer 
Lavaldiise bei hohem Gegen- 
druck. 


ist der Druckverlauf in einer Diise bei verschieden starker Drosselung (am 
Diisenende) nach den Messungen von STEICHEN ersichtlich. 





1) S. auch K. Btcuner, ZS. d. Ver. d. Ing. 1904, S. 1036. 
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Eine interessante Anwendung finden die StoB- bzw. Verdiinnungswellen 
bei der Schnellbremsung von Eisenbahnziigen, woriiber KoBEs eine schon friither 
erwahnte Untersuchung angestellt hat. Die Druckluftbremsen (Westinghouse) 
treten in Tatigkeit, wenn aus der durch alle Wagen gehenden Bremsluftleitung 
Luft abgelassen wird. Von der AusfluBstelle dringt eine Verdiinnungswelle durch 
die ganze Leitung und setzt vermittels sog. Bremsventile die einzelnen Bremsen 
in Tatigkeit. Die Luftsaugebremsen (HARDY, CLAYTON) arbeiten mit Vakuum 
und treten in Tatigkeit, wenn Luft in die Leitungen gelassen wird. Hier pflanzt 
sich beim Offnen des Regulierventiles ein VerdichtungsstoB durch die Leitung 
fort. Im Einklang mit den fritheren Uberlegungen findet man fiir die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Bremsung (sog. Durchschlaggeschwindigkeit) bei 
Druckluftbremsen (Verdiinnungswelle) Werte, die kleiner sind als die normale 
Schallgeschwindigkeit, namlich 150 bis 200 m/sec; bei den Luftsaugebremsen 
aber bis 360 m/sec, also gréfer als die Schallgeschwindigkeit. Es kann hier nicht 
auf die verwickelten Verhiltnisse eingegangen werden, die durch die Reibung in 
den langen Rohrleitungen hervorgerufen werden. Koes hat sie vernachlassigt, 
was bei der betrachtlichen Nachstrémgeschwindigkeit kaum zulassig sein diirfte. 

26. Detonationsvorgange. VerdichtungsstéBe spielen ferner eine ganz 
wesentliche Rolle bei der. sog. ,, Detonation’ von Sprengstoffen und explosiblen 
Gasmischungen. Dariiber liegen sehr umfangreiche Untersuchungen vor 1), auf 
die wir allerdings nur kurz eingehen. BERTHELOT und VIEILLE, ferner MALLARD 
und LE CHATELIER haben zuerst unterschieden zwischen Verbrennung und Deto- 
nation als zwei ganzlich verschiedenen Méglichkeiten der chemischen Umwand- 
lung. Wahrend die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Verbrennung einige Meter 
in der Sekunde betragt und stark von 4uBeren Umstanden abhangt, ist die De- 
tonation ein VerbrennungsprozeB mit auferordentlich grofer, konstanter Ge- 
schwindigkeit (bei Trinitrotoluol iiber 6000 m/sec). Die Drucksteigerung bei 
Verbrennung etwa eines freiliegenden Sprengstoffes ist ganz gering, bei Deto- 
nation aber kann der Druck tausende von Atmosphiaren erreichen. Bei der Ver- 
brennung flieBen die verbrannten Gase von der Brennflache weg, bei der Deto- 
nation bewegen sie sich in derselben Richtung wie die Brennflache. (Das gilt 
fiir die unmittelbar an der Brennflache liegenden Teile.) Die Verbrennung kann 
von selbst in Detonation iibergehen, wie z. B. bei den Versuchen von MALLARD 
und LE CHATELIER, die brennbare Gasmischungen in langen Rohren von einem 
Ende her entziindeten und die Ausbreitung photographisch (mit rotierendem 
Film) verfolgten. 

Die Detonationswelle ist eine StoB8welle, deren groBe Geschwindigkeit be- 
dingt ist durch die auftretenden riesigen Druckspriinge (GréBenordnung 104 
bis 10° Atm.). Wie das ungestérte explosive Medium durch die Welle entziindet 
wird, ist noch nicht ganz klar. Sehr bemerkenswert ist, daB eine Vorausberech- 
nung der Detonationsgeschwindigkeit wenigstens bei Gasexplosionen auf Grund- 
lage der StoBwellentheorie zu guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung filhrt. 
Gleichung (3) von Ziff. 22 gilt unverdndert, sofern nur in E, und E, die chemische 
Energie eingeschlossen wird. 

97. Verdichtung in der Nahe von Staupunkten. Die Verdichtungsvorgange 
in der Nahe des vorderen Staupunktes von mit Uberschallgeschwindigkeit be- 
wegten Kérpern bzw. von Korpern, die mit solcher Geschwindigkeit angeblasen 

1) BERTHELOT, C. R. Bd. 93, S. 18. Paris 1881; CHAPMAN, Phil. Mag. Bd. 47, 5. 90. 1899; 
Drxon, Phil. Trans. London 1893 u. 1903; JoucueEt, Journ. de math. Sér. 6, S. 347. 1905 u. 
S. 5. 190; ferner Vortrag auf dem Ziiricher Kongr. f. techn. Mech. 4926 (erscheint demnachst) ; 


R. Becker, ZS. f. techn. Phys. Bd. 3, S. 152 w. 249. 1922; Zs. f. Phys. Bd. 8, S. 321. 1922; 
ZS. £. Elektrochem. Bd. 23, S. 40. 1917; CRUSSARD, Bull. soc. de lind. min. Saint-Etienne 
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werden, haben Bedeutung fiir die Geschwindigkeitsmessung mit Pitotrohren 
(Abb. 56). Der Verdichtungsvorgang hat zwei Stufen, erstens einen VeraChelness 
e stoB, sodann eine nachfolgende adiabatische Verdichtung )- 

oy Ubersteigt die Geschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit 

oy nicht, so ist nur die zweite Verdichtung vorhanden. Im 
Entropiediagramm (Abb. 57) stellt sich der Vorgang 

folgendermaBen dar: der Gasstrom expandiert von Po 

(Ruhedruck) auf £,. Dort soll is ee ‘a 

und die Dichte o, herrschen. er StoB fihrt nicht- 

edn Disnone adiabatisch nach He Die anschlieBende adiabatische Kom- 
pression fiihrt auf den urspriinglichen Warmeinhalt 7, = 7, 
(bei idealen Gasen 
T, =1,) urick/) Der 
Druck #, ist aber in- 
folge der Nichtumkehr- 
barkeit kleiner als py. 
PRANDTL hat die Druck 
erhohung berechnet. Er 
setzt ps — py = 3NQ, Uy 
= 43(m, + mM) 0, uj; fir 
die Zahl mu gibt er die 
Kurven Abb. 58, wo 
2 der stetige 1, und der 

tye, = unstetige Teil nu, ge- 
trennt. fir, Axv= 4,40 























Abb. 57. Darstellung Abb. 58. Beiwerte », und n,. aufgetragen sind. Die 

desVerdichtungsvor- 

ganges im Entropie- PRANDTLsche _ Formel 
diagramm. lautet allgemein 
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VI. Stroémungskrafte auf bewegte KO6rper bei 
sehr groBen Geschwindigkeiten. 


28. Ballistische Erfahrungen. Die ersten Kenntnisse auf diesem Gebiet 
verdankt man den Arbeiten der Ballistiker. Da die GeschoBgeschwindigkeiten 
sehr haufig die Schallgeschwindigkeit iiberschreiten (Anfangsgeschwindigkeit der 
Ferngeschosse 1200 bis 1400 m/sec), ist eine Heranziehung der Gasdynamik 
unerlaBlich. 

In Kap. 2 dieses Bandes sind die bei inkompressibler Str6mung gewonnenen 
Erfahrungen naher dargelegt. Die Luftwiderstinde werden zuriuckgefiihrt auf 
tangentiale Reibungskrafte und Druckkrafte (Formwiderstand). Letztere sind 
im wesentlichen Wirkungen der Grenzschichtablésung. Uberall, wo Ablésung be- 
steht, also insbesondere bei K6rpern mit stumpfer Riickseite (senkrecht an- 
gestromte Platten, stark angestellte Fliigel), hat der Druckwiderstand den groBten 

1) L. Pranpti, Hdw.-Buch der Naturwiss. Bd. 4, S. 559; A. STODOLA, Dampf- u. Gas- 


turb. 6. Aufl., S. 70 (Versuche von LoricEr). W. Nussett, ZS. f. d. ges. Turbinenw. 1916, 
S137. 
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Anteil am Gesamtwiderstand. An Kérpern aber, bei welchen durch geeignete 
Formgebung (schlanke Hinterseite) Abldsungen vermieden werden, ist der Wider- 
stand im wesentlichen Reibungswiderstand und im allgemeinen verhaltnismabig 
klein. Die Entwicklung der Tragfliigeltheorie hat, wie in Kap. 4 dieses Bandes 
gezeigt wird, bei Fliigeln die Einfiihrung von Widerstandskraften notwendig 
gemacht, die mit Reibungswirkungen nur ganz indirekt zusammenhingen, den 
sog. induzierten Widerstanden. Die von ihnen -geleistete Arbeit entspricht dem 
Energiebetrag, der im Laufe der Bewegung dem umgebenden Medium dauernd 
durch Wirkung der Auftriebskrafte mitgeteilt wird. 

Bei kompressibler Str6mung sind Reibungs- und Druckwiderstande gleich- 
falls vorhanden. Der induzierte Widerstand la&t sich aber bei Uberschallge- 
schwindigkeit nicht mehr exakt von einem nach Uberschreiten der Schall- 
geschwindigkeit neu auftretenden Widerstand, dem sog. Wellenwiderstand, 
trennen. Der Wellenwiderstand hat mit Reibung nichts mehr zu tun, er ist ein 
reiner Druckwiderstand. 

Die bisher vorliegenden Versuche beschaftigen sich fast ausschlieBlich mit 
den Widerstandskraften (parallel zur Str6mungsrichtung). Quertriebswirkungen, 
wie sie an Tragflachen, Dampfturbinenschaufeln usw. auftreten, sind erst in 
allerletzter Zeit experimentell untersucht worden. Die Widerstandsbestimmungen 
der Ballistiker griinden sich auf die bei SchieBversuchen durch geeignete Zeit- 
messer ermittelten Verzégerungen. Es ist ja 


dU E 
bie Tame 


wo m die GeschoBmasse, U die GeschoBgeschwindigkeit und W den Widerstand 
bedeuten. Entsprechend dem Vorgehen bei inkompressibler Strémung gibt man 
die Ergebnisse vorteilhaft als dimensionslose Beiwerte in Funktion der gleich- 
falls dimensionslosen GréBen 
UD U 
—-. und — 


y a 


wo D eine charakteristische Lange, etwa das Kaliber des Geschosses, ist (s. auch 
Ziff. 7, Ahnlichkeitsbetrachtung). Man schreibt also 


Sr ee 
W= Cy, UF, 


wo F eine charakteristische Flache, etwa die Hauptspantflache (7D?/4) ist; 
C» wird aus den Versuchen entnommen. 

NaturgemaB ist geometrische Ahnlichkeit der Versuchsgeschosse voraus- 
gesetzt. Verschiedene GeschoBformen werden im allgemeinen verschiedene Bei- 
werte liefern, die sich fernerhin nicht blo8 durch einen Zahlenfaktor unterscheiden 
(wie es in der Alteren ballistischen Literatur manchmal ohne viel Bedenken an- 
genommen wurde). 

Es ist schwierig, die alteren, vielfach sehr umfangreichen Versuchsergebnisse 
heranzuziehen, da nicht selten die Ahnlichkeit der Form bei den verschiedenen 
GeschoBkalibern nicht eingehalten wurde. Beziiglich der Kritik dieser Versuchs- 
reihen kann auf das Buch von CRANz verwiesen werden. 

Cranz und BECKER?) haben die Widersténde von Gewehrgeschossen in be- 
sonders sorgfaltiger Weise bestimmt. Die von ihnen ermittelten Versuchskurven 
sind tyvisch fiir die Widerstandsvorginge bei sehr groBen Geschwindigkeiten, 
so da® es sich eriibrigt, Versuche von anderer Seite hier zu besprechen. 


1) K. BECKER u. C. Cranz, Artiller. Monatshefte 1912, Nr. 69 u. 71. 
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Die Geschwindigkeit des Gewehrgeschosses wurde aus funkenkinemato- 
eraphischen Aufnahmen ermittelt (Film auf rasch rotierender Trommel an- 
gebracht). Die photographische Methode hat den Vorteil, daB man die Lage 
des Geschosses zur Flugbahn kontrollieren und evtl. stérende Pendelungen fest- 
stellen kann. Indem man mit zwei Trommeln, die in gréBerem Abstand (bei 
CRANZ 43m) aufgestellt sind, die Geschwindigkeiten nacheinander bestimmt, 
erhalt man die Verzégerung beim Durchfliegen der Zwischenstrecke. Die Er- 
gebnisse sind in Abb. 59 fiir zwei GeschoBformen angegeben, und zwar gehort 
die obere Kurve zu einem nahezu zylindrischen GeschoB, die untere zu einem 
neueren InfanteriegeschoB mit scharfer Spitze. Da nur ein Kaliber (8 mm) ver- 
wendet wurde, ist die Ubertragung der Ergebnisse auf Artilleriegeschosse geo- 

metrisch ahnlicher 
U: | Form etwas unsicher. 
Nach den sonstigen 
42 aerodynamischen Er- 
; Y fahrungen bei groBe- 
ren RrEyNOLDsschen 


40 Zahlen ist freilich kein 
) groBer Unterschied zu 
Ci, 0 











erwarten. Parallel 
gehende Versuche von 
EBERHARD!) auf dem 
06 Kruppschen Schief- 
platz mit Artillerie- 
a geschossen sehr ahn- 
, licher Form zeigen 
ubrigens ein analoges 
Verhalten. |Bemer- 
kenswert ist, daB 
| : der Abfall der ¢, 
0 05 40 15 20 25 g nach Uberschreiten 
ly —> der Schallgeschwin- 
Abb. 59. Widerstandsbeiwerte fiir zwei verschiedene digkeit bet stumpren 
GeschoBformen. GeschoBkopfen 
schwacher wird und 
bei zylindrischen Geschossen iiberhaupt verschwindet. Von einem einheitlichen 
Widerstandsgesetz, das frither den Ballistikern vorschwebte (c, = universelle 
Funktion von U/a multipliziert mit einem ,,Formkoeffizienten 7, der fir die 
GeschoBform charakteristisch sein soll), kann nach diesen Versuchen keine Rede sein. 
Der starke Anstieg des c, bei Annaherung an die Schallgeschwindigkeit 
ist schon sehr friih bekannt gewesen?). H. Lorenz?) hat versucht, ihn als Reso- 
nanzeffekt zu deuten, seine diesbeziigliche Theorie kann allerdings kaum als 
zutreffende Beschreibung der Vorgange der Wellenbildung angesehen werden. 
SOMMERFELD*) hat ferner auf gewisse Analogien mit der (vorrelativistischen) 
Elektronentheorie aufmerksam gemacht. Im ganzen genommen liegen heute 
kaum Ansitze fiir eine rationelle Theorie des Wellenwiderstandes bei U > a fiir 
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*) O. v. EBERHARD, Artiller. Monatshefte 1912, Nr. 69. 

*) Hutton 1790 (Versuche mit Kugeln). Kugelformige Geschosse sind ferner eingehend 
von BasHFORTH 1864—1870 untersucht worden, die c,,-Kurve hat groBe Ahnlichkeit mit 
Kurve b Abb. 59. 


8) H. Lorenz, Phys. ZS. Bd. 18, S. 209. 1917. 
4) F. KLErmn u. A. SOMMERFELD, Theorie des Kreisels, | S. 926. 
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den dreidimensionalen Fall vor'). Auf mannigfache Analogien mit dem Problem 
des Schiffswellenwiderstandes?) sei nur hingewiesen. Mehr Aussicht auf Erfolg 
scheint die Behandlung des zweidimensionalen Falles zu haben. 

29. Schlierenaufnahmen. Ein sehr wichtiges Hilfsmittel fiir die Unter- 
suchung solcher Fragen sind die Schlierenbilder geworden, wie sie E. MAcH3) 
zuerst aufnahm. Insbesondere haben die verfeinerten Methoden von CrANz‘) 
zu sehr interessanten Wellenbildern gefiihrt, von denen die Abb. 60 bis 64 einige 
Beispiele zeigen. 

Die Versuchsanordnung ist im grofen und ganzen diejenige der Abb. 29, 
nur wird hier an Stelle des Kohlebogens ein starker elektrischer Funke als Licht- 
quelle verwendet. Die Auslosung desselben muf natiirlich sehr prazise erfolgen ; 
sie kann etwa durch den Sto der ,,Kopfwelle‘‘ geschehen (L. Macu). Ofters 
werden an Stelle der Linsen 
Hohlspiegel benutzt. Abb. 60 
zeigt ein mit 880 m/sec fliegen- 
des zylindrisches GeschoB 
(dasselbe, mit dem die obere 
Kurve in Abb. 59 gewonnen 
wurde). Die Schlierenblende war 
vertikal gestellt; Verdunkelung 
bedeutet Verdichtung von links 
nach rechts, Aufhellung Ver- 
diimnung in dieser Richtung. 
Man bemerkt einen starken Ver- 
dichtungssto8 in kleinem Ab- 
stand vor dem Gescho8, der 
nach auBen hin an Intensitat 
und deshalb auch an_ Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit ab- 
nimmt. Im Abstand von 3 bis 
Z GeschoBlangen ist diese schon Abb. 60. Schlierenaufnahme eines zylindrischen 
auf die normale Schallgeschwin- Geschosses. 
digkeit gesunken, es bildet 
sich der Kegel der sog. Kopfwelle. Die im Staupunkt verdichtete Luft ex- 
pandiert beim Wegstrémen (helles Gebiet). Der darauf sichtbare schwachere 
VerdichtungsstoB hangt vermutlich mit einer nicht ganz zylindrischen Mantel- 
form des Geschosses zusammen. Auf der Riickseite herrscht der tiefste Druck, 
deshalb tritt nochmals Expansion ein. Mit einem weiteren VerdichtungsstoB, 
der Schwanzwelle, wird dann der AuSendruck wieder erreicht. Die nahe der 
Mantelflache stromenden Grenzschichtteilchen, die starke Rotation haben, werden 
durch Reibung erhitzt und verlassen als Wirbel den GeschoBk6rper. Sie be- 
stehen aus diinner Luft und sind deshalb im Schlierenbild sehr gut sichtbar. 





1) Altere, unfruchtbar gebliebene, z. T. auch véllig fehlgehende Ansatze sind bei CRANZ 
(Ballistik Bd. I, z. B. S. 75) kritisch beleuchtet. 

2) Vgl. Kap. 1, Ziff. 46 ds. Bandes. Da die Wasserwellen starke Dispersion zeigen, 
ist die Analogie nicht sehr weitgehend. Der Winkel der Schiffswellen, der dem Macu- 
schen entsprache, ist ja bekanntlich unabhangig von der Geschwindigkeit (wenigstens 
bei gréBeren Wassertiefen). 

3) E. Maca u. P. SALCHER, Wiener Ber. Bd. 95, S. 764. 1887; E. u. L. Macu, ebenda 
Bd. 98, S. 1310. 1889; E. Macu, ebenda Bd. 105, S. 605. 1896; zahlreiche weitere Arbeiten in 
Bd. 92. 1885; Bd. 97. 1888; Bd. 98. 1889; Bd. 101. 4892; Bd. 102. 1893. 

4) C. Cranz, Lehrb. d. Ballistik Bd. III. 1913; ferner die ausfiihrliche Monographie von 
B. GLATzEL, Elektrische Methoden der Momentphotographie. (Sammlung Vieweg, EE 23) 
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Abb. 61 gibt nun die Wellenbildung am Spitzgescho! wieder. Der Ver- 


dichtungsstoB ist bedeutend schwacher; auch hier ist Kopf- und Schwanzwelle 
vorhanden. Der klei- 


nere Widerstand des 
Spitzgeschosses _er- 
klart sich vor allem 
aus dem Wegfallen 
des ebenen StoBes. 
Letzterer gibt zu 
einer Druckerhéhung 
im Staupunkt AnlaB, 
die aus Abb. 58 so- 
fort entnommen oder 
aus Formel (41) von 
Ziif 727 bberechnee 
werden kann. Da der 
Widerstand bei sehr 
groBer Geschwindig- 
keit hauptsachlich 
durch Aufstau vorn 
: und weniger durch 
Abb. 61. Schlierenaufnahme eines Spitzgeschosses. Druckerniedrigung 
am GeschoBboden 
hervorgerufen wird, ist es v6llig verstandlich, daB die Widerstandskurve 
Abb. 59 groBe Ahnlichkeit mit der Abb. 58 aufweist). (Bei U = 800 m/sec 
aa . entspricht der Widerstand einem wirksamen 
Druck von rd. 5 Atm. Da am Gescho8boden 
der Druck nicht unter Null sinken kann, ergibt 
sich, daB der ,,Sog‘’ héchstens 20% betragt; 
80° des Widerstandes werden also durch Auf- 
stau und Manteltreibung hervorgerufen.) 

Kopf- und Schwanzwellen werden vom Ohr 
als ,,GeschoBknall (MacH) vernommen. Der 
GewehrgeschoBknall erinnert an den Peitschen- 
knall, der ibrigens einen ahnlichen Ursprung hat. 

Ist U nur wenig groBer als a, so ist der 
Macusche Winkel nahezu 90° (Abb. 62). 

Neben der ToEpLEeRschen Anordnung wird 
die Schattenschlierenmethode von Boys und 
Dvorak fiir ballistische Zwecke ofter verwendet. 
Hier wird einfach das Schattenbild des Ge- 
schosses und der Wellen ohne Zuhilfenahme 
so von Linsen oder Spiegeln auf die photo- 

- ————— graphische Platte geworfen. Ein Beispiel ist 
ees a ean vere Abb. 63 (Schattenaufnahme eines  Spitzge- 
Saga  dieksit fliegen ¢ _Schosses). Ein weiteres Bild dieser Art ist 

Abb. 64. Das Gescho8 fliegt zwischen zwei 
parallelen Platten; die Reflexion von Kopf- und Schwanzwellen an den 
festen Wanden ist besonders gut  sichtbar. 












') Uber die Anwendung der StoBwellentheorie auf GeschoBwiderstande vgl. RAYLEIGH, 
Scient. papers. Bd. V, S. 608; ViEILLx, C. R. S. 235. Paris 1900; JAcoB, La résistance de 
Vair et l’éxpérience Bd. I u. II. Paris 1921. 
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__ E. und L. Macu und v. WEttrupsxky?) haben versucht, die Dichte der Luft 
in der Nahe des fliegenden Geschosses nach der Interferenzmethode zu ermitteln 
die JAMIN?) zur Bestimmung . 
des Brechungsexponenten von — ye 
Gasen benutzt hat. Ein Licht- é 
strahl wird gespalten, der eine 
Teilstrahl geht durch ungestorte 
Luft, der andere durch die 
verdichtete oder verdiinnte in 
der Nahe des Geschosses; nach- 
her treffen sie wieder zusammen 
und interferieren. Aus der 
Verschiebung der Interferenz- 
streifen kann auf die Dichte 
geschlossen werden. Den Druck 
findet man allerdings erst, wenn 
auch die Temperatur bekannt 
ist. Weitere Interferenzmessun- ——— 
gen sind von CRANZ und Pupp?) Abb. 63. Schattenaufnahme eines Spitzgeschosses. 
gemacht an Gasstrahlen, 
die aus Gewehrliufen jgaRamm 
tLeten. = 
30. Druckmessun- = ee 
gen an Geschossen. Be- ea: 
merkenswert ist ein Ver- ret ae 


such von BatrrstTow, Fi a 
FowLeERund HARTREE*), ae ape? ee : 
die den Druck auf ver- [aaeeeeeererereeerememe 


schiedene Stellen eines Nets ee 
ArtilleriegeschoBkoptes Abb, 64. Schattenaufnahme eines zwischen zwei Platten 
wahrend des Fluges be- fliegenden Geschosses. 

stimmten. Das _ betref- 

fende MeBloch (Abb. 65) war mit einer Lunte (Zeitziinder) so verbunden, daf 
diese unter dem Druck, der beim Mefloch herrschte, wahrend des Fluges stand. 
Nun wei man aber, daB 
die Brenndauer einer sol- 
chen Lunte vom Druck 
abhangt. Durch Nebenver- 
suche wird diese Abhangig- 
keit bestimmt. Die Lunte 
verbrennt je nach der Ge- 
schwindigkeit des Geschos- 











Yn =447 
Ya =40 
Ye =G04 


























ses schneller oder langsamer oe fay 

und bringt die Ladung des 

Geschosses zur Explosion. 

Die Beobachter merken sich 

Ort und Zeit der Explosion. Abb. 65. Druckmessungen an einem GeschoBkopf. 


S. auch Cranz, Ballistik Bd. III, S. 254. 

2) S. etwa O. CHWOLSON, Lehrb. d. Phys. Bd. II, S. 774. 

3) C. CRANz u. W. Pupp in Cranz’ Ballistik Bd. II, S.193. 

4) L. Barrstow, R. H. Fowrer u. D. R. HARTREE, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 97, 


S. 202. 1920. 
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Abb. 65 zeigt die Ergebnisse fiir verschiedene Geschwindigkeiten U/a. Der 
Wert U/a = 0,04 ist einem Versuch im Windkanal entnommen. / bedeutet den 
Uber- bzw. Unterdruck gegentiber der ruhenden Luft. 

31. Zweidimensionale Probleme. Das zweidimensionale Problem ist noch 
wenig behandelt; die Ballistik hat natiirlich weniger Interesse daran, hingegen 
Li, 


On Si 





NEE Abb. 67. Verdichtungs- 
Expansion; —— | linien und Verdiin- 
YSEA IE: nungsgebiete bei einer 
Abb 66. Storungslinien an einem Fligelprofil. stumpfen Schneide. 


ist es in anderer Hinsicht doch von praktischer Bedeutung geworden (Luft- 
propeller, Dampfturbinenschaufeln). 

Es ist naheliegend, zunachst die Reibung und die daraus entspringenden 
Ablosungen nicht zu beachten. Dann kann man den heutigen Stand der Losung 
etwa so kennzeichnen: 

Im Unterschallgebiet ist die Kreiskontur von RAYLEIGH und von JANZEN?) 
untersucht, allerdings nur die Strémung ohne Zirkulation, Fiir sehr flache 

: Fliigelschnitte gibt eine Naherungsrechnung 
von PRANDTL?) das Ergebnis, da8 die Luft- 
kraft (Auftrieb) folgender Beziehung gehorcht 


1 
A, Aink /1 Ua . (1) 
A, ist der Auftrieb in der kompressiblen, 
Ainx in der inkompressiblen Str6mung gleicher 
Dichte und Geschwindigkeit U in gréBerer 
Entfernung vom Fligel. Der Anstellwinkel 
Abb. 68. Verdichtungslinien und Ver- okt ue meey ‘phe: oe ate neo a 
diinnungsgebiete bei einem Zylinder,  Perimentelle Priifung noch nicht vor. Eine 
Andeutung sieht man in Abb. 69 unten. 

Im Uberschallgebiet ist in einigen Fallen eine exakte Lésung mdoglich’), 
insbesondere kénnen Konturen von der Art der Abb. 66 behandelt werden. 
Qualitativ kann man zunachst folgendes erwarten: Bei kleinen Anstellwinkeln 
entsteht an der Vorderkante A ein schiefer Sto8 nach oben und unten. Er sitzt 
direkt auf der Kante, sofern die Tangentenrichtung der Ober- bzw. Unterseite 
in A mit der Strémungsrichtung U Winkel einschlieBen (8, bzw. f,), die kleiner 
sind als der gréBte fiir den betreffenden Wert U/a bzw. ,/p) etwa aus Abb. 54 
zu entnehmende Winkel @max. Ist der Tangentenwinkel eroBer, so riickt der 
StoB ab, besitzt eine Kriimmung (wie beim stumpfen GeschoB, Abb. 60) und 





1) S. FuBnote 1 und 2 von Ziff. 16. 


*) Vorgetragen im Seminar f. angew. Mechanik. Géttingen 1922. 
3) J. AcKERET, ZS. f. Flugtechn. 1925, S. 72. 


ZAsee 54 Zweidimensionale Probleme, 


341 
ergibt in der Nahe der Kante Unterschallgeschwindigkeit. Dies wird bestatigt 
einerseits durch die Aufnahmen (Abb. 20 und 52), wo der Winkel kleiner ist als 
@max , andererseits durch Abb. 67 (nach einem Schlierenbild gezeichnet), wo der 
StoB von der Kante abriickt und eine starke Kriimmung aufweist. Die durch 
den StoB stark verdichtete Luft an den Seitenflachen des Keils expandiert an 
den punktierten Stellen von neuem beim Strémen auf die Hinterseite. Sehr 


ahnliche Erscheinungen zeigen sich auch bei mit Uberschallgeschwindigkeit an- 
geblasenen Zylindern (Abb. 68), 
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Abb, 69. Luftkrafte auf ein diinnes Profil. 


Ist der Anstellwinkel des Profils (Abb. 66) gro8, dann tritt auf der Ober- 
seite titberhaupt keine Kompression, sondern nur noch Expansion auf; die Unter- 
seite erleidet dann entsprechend starkere Kompression. 

Solange @max nicht erreicht wird, und solange ferner unstetige Verdichtungs- 
vorginge, wie sie etwa durch das Beriihren der Macuschen Linien wie in Abb. 23 
hervorgerufen werden, in solcher Entfernung vom Profil stattfinden, daB eine 
Riickwirkung nicht mehr méglich ist, kénnen die hauptsichlich interessierenden 
Auftriebs- und Wellenwiderstandskrafte sehr einfach berechnet werden?). 


1) J. ACKERET, FuBnote 3, S. 340. 
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Uber die Ablésungserscheinungen und die dadurch hervorgerufenen Wider- 
stinde ist damit natiirlich noch nichts ausgesagt, ebenso ist die Wirkung tangen- 
tialer Reibungskrafte nach Voraussetzung ausgeschaltet. Hier mu nun der 
Versuch zunachst weiterhelfen. Es liegt allerdings zur Zeit sehr wenig Material 
vor. Versuche, die von den amerikanischen Militarbehérden mit Profilen bei 
Unterschallgeschwindigkeit gemacht wurden!), zeigen Abb. 69 und 70. Es sind 
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Abb. 70. Luftkrafte auf ein dickeres Profil. 


dort die Beiwerte cy und c, , mit welchen sich die Auftriebskraft A = 4c¢,0U*F 
und der Widerstand zu W= $c, U? F berechnet (F = Fliigelprojektionsflache), 
aufgetragen, und zwar c, und c,, in Polardiagrammen und ferner c, in Abhangig- 
keit vom Anstellwinkel ~«. Man entnimmt den Kurven, daB eine erhebliche Ver- 
schlechterung der Profileigenschaften bei Annaherungen an die Schallgeschwindig- 
keit eintritt, d. h. es wird der Widerstand vergroBert, wahrend der Auftrieb eher 
abnimmt. Das diinne- Profil Abb. 69 ist. dem dickeren (Abb. 70) iiberlegen. 
Erfahrungen mit sehr schnell laufenden Luftschrauben (REED-Propeller) scheinen 
in der ‘Fat-ein solches Verhalten gleichfalls anzuzeigen. ; 





1) Report Nr. 207 des National Advisory Committee for Aeronautics (BRIGGS, Hutt, 
DRYDEN). Washington 1925. - ye ; ; 


Kapitel 6. 


Kapillaritat. 


Von 


A. GYEMANT, Charlottenburg. 


Mit 37 Abbildungen. 


I. Die molekularen Theorien der 
Oberflachenspannung. 


1. Uberblick iiber die Molekulartheorien. Die Kapillaritatserscheinungen?) 
beruhen auf der jeder Grenzflache zukommenden Energie. Die Existenz eines 
der Grenzflache proportionalen Gliedes in dem Ausdruck fiir den Energieinhalt 
eines Systems folgt aus der Tatsache, daB dieser Energieinhalt nur teils aus 
der Eigenenergie der Molekeln, teils aber aus ihrer gegenseitigen Energie besteht. 
Dieser zweite Term muB offenbar von der gegenseitigen Lage der Molekeln 
abhaingen. Da die Grenzflache von dem Phaseninnern gerade sozusagen in 
geometrischer Hinsicht, namlich beziiglich der Anordnung der Molekeln, abweicht, 
so 1aBt sich die Existenz des erwahnten Energiegliedes mit Notwendigkeit voraus- 
sagen. 

Zu einer Ableitung der Oberflachenenergie gelangt man durch Beriick- 
sichtigung einerseits der zwischen den Molekeln waltenden Krafte, andererseits 
des Baues der Grenzflaichen; iiber diese beiden Punkte miissen also bestimmte 
Vorstellungen gemacht werden. Was die Krafte betrifft, so beriicksichtigt 
man insbesondere die anziehenden. Die Frage nach der Beschaffenheit dieser 
Krafte 148t sich insofern umgehen, als man ganz allgemein ein Anziehungs- 
potential —JI(r) annimmt, dessen Abhangigkeit von 7 ganz offen bleibt und fiir 
welches nur die Ordnung des Verschwindens mit zunehmendem , festgesetzt 
werden mu8. AuBerdem ist die Frage von Belang, bis zu welcher unteren Grenze 
von y die Funktion giiltig ist. Dies erfordert aber auch schon bestimmtere Vor- 
stellungen iitber die Molekeln, wahrend doch I das Potential der Masseneinheit 
auf eine zweite Masseneinheit bedeutet und also von Molekeln iiberhaupt nicht 
die Rede zu sein braucht. Man umgeht die Bestimmung der unteren Grenze, 
indem man gegebenenfalls in unbestimmter Weise I/(0) schreibt, wo die Null 


1) An zusammenfassenden Darstellungen seien genannt: H. FREuNpLIicH, Kapillar- 
chemie. Leipzig 1925; H. Minxowsxt, Kapillaritat,.in Bd. V der Enzykl. d. math. Wissensch. 
1907; F. WWEUMANN-WANGERIN, Vorlesungen tiber die Theorie der Kapillaritat. Leipzig 1894; 
F. Pockets, Kapillaritat, in Bd. I von Winkelmanns Handb. d. Phys. Leipzig 1908; H, Poin- 
cark, Capillarité. Paris 1895; R. WEBER, Kapillaritat, in Bd. I, 2 von Weber-Gans’ Repert. 
d,.Phys. Leipzig. 1916. 
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eben die offengelassene untere Grenze bedeutet. In der Tat haben LAPLAcE?) 
und Gauss?) ihre Theorien auf solcher Basis entwickelt. 

Zur weiteren Verwendung eignen sich indes die so erhaltenen Formeln nicht 
sehr gut. Neuerdings faBt man die Anziehungskrafte als von elektrischer Natur 
auf und kann damit auch dem Potential ZZ bestimmtere Formen erteilen, je 
nachdem die Molekeln etwa als Dipole oder Quadrupole angesehen werden. Auf 
diese Weise kommt man zu konkreteren Ergebnissen, wie dies zuerst DEBYE®) 
ausgefiihrt hat. Aber auch so kann man noch mit sehr verschiedenen Vor- 
stellungen arbeiten, indem man etwa auf er den festen Dipolen solche annimmt, 
die erst durch eine auBere elektrische Kraft infolge Polarisation erzeugt werden. 

AuBer den Anziehungskraften sollten auch die abstoSenden Krafte be- 
riicksichtigt werden. Dies ist bisher nur in recht geringem Grade geschehen, 
obwohl die abstoBenden Krafte ebenso zum Energieinhalt beitragen wie die 
anziehenden. Jedenfalls ist es bemerkenswert, da man bei Flissigkeiten auch 
ohne sie zu brauchbaren Ergebnissen gelangt. Anders bei Kristallen, wo von 
Born‘) Berechnungen der Oberflachenenergie vorliegen, welche beide Arten 
von Potentialen beriicksichtigen. 

Die zweite Frage ist, wie erwahnt, der Bau der Oberflachenschichten. 
Hieriiber machte man sich anfangs sehr einfache Vorstellungen, indem eine scharfe 
Trennungsflache zwischen den beiden Phasen angenommen wurde, so von 
LAPLACE und Gauss. Dies ist allerdings nur eine Annaherung an die Wirklich- 
keit, wenn auch eine auBerordentlich weitgehende. VAN DER WAALS5) hat spater 
eine Theorie ausgearbeitet, in der die Grenzflache als kontinuierlicher Ubergang 
zwischen den beiden angrenzenden Phasen betrachtet wird. Er gelangt zwar 
zu theoretisch richtigen Formeln, die aber zu kompliziert und daher nicht gut 
brauchbar sind. Auch ist der angenommene Grenziibergang in Wirklichkeit 
ein so steiler, da8 man iiberhaupt gewisse Zweifel an der Brauchbarkeit dieser 
Theorie hegen kénnte. Die Annahme einer sprunghaften Anderung der Molekel- 
dichte gibt die Verhaltnisse jedenfalls besser wieder als die Annahme unendlich 
vieler Schichten von differentieller Breite. 

Neue Gesichtspunkte treten in letzter Zeit dahingehend auf, daB die 
Orientierung der Molekeln an der Grenzflache keine ungeordnete ist wie im 
Innern der Phase, vielmehr eine gerichtete, da die Krafte an der Grenze sicherlich 
einseitig beziiglich der Flachennormale wirken miissen, die Molekeln aber infolge 
ihres Dipolmomentes oder auch sonst infolge ihres komplizierten, chemisch 
unsymmetrischen Baues ebenfalls einseitig auf jene Krafte reagieren werden. 
Diese Gesichtspunkte sind hauptsdchlich von LANGMuIR®) betont. Sie sind aber 
besonders bei der Oberflachenspannung von Lésungen beriicksichtigt, weshalb 
sie auch im Abschnitt III abgehandelt werden. Eine Ubertragung dieser Ideen 
auf homogene Fliissigkeiten steht noch aus. 

2. Allgemeiner Ausdruck fiir das Potential. Wahrend LApLace die Krafte 
berechnet, welche auf der Oberflache wirken, ermittelt Gauss die Energie der 
Oberflacheneinheit. Da wir bisher nur von Energie sprachen, soll hier die Ab- 
leitung von Gauss folgen. Er berechnet die Energie eines gegebenen Volumens, 
wenn zwischen den Masseteilchen das erwahnte Potential —JI(r) herrscht, 


1) P.S. Laprace, Théorie de l’action capillaire. Suppl. au livre X de la Mécan. céleste, 
S.4. Paris 1806. : 
C.F. Gauss, Comment. soc. reg. scient. Gotting. recentiores Bd. 7. 1830. 


ot 


) 
) 
) 
) 
) 


P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 21, S. 178. 1920. 
4) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes. Leipzig 1923. 
5) I. D. vAN DER Waats, Lehrbuch der Thermodynamik Bd. I. Leipzig 1924. 
6) I. LaANGMuir, Journ, Amer, Chem, Soc, Bd. 38, S. 2221. 1916; Bd. 39, S. 1848. AOA 7a 
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wo 7 die Entfernung zweier Masseneinheiten bedeutet. Die Energie ist, falls 
iiber alle Teile integriert wird, 


—£ ff avav', (1) 


wo @ die Dichte des Kérpers und dv ein Volumelement bedeutet. Zunachst 
werde tiber dv integriert. Es ist 


au=Prdrdw, 


falls dw die Offnung des Volumelementes dv, vom zunichst festliegenden 
Element dv’ aus gesehen, vorstellt. Demnach hat man 


[17 dv = [do { (7) rdr= { d@[IT, (0) — I1,(R)], 
falls 


IT, (7) = / 10) rdyr 


und R die Entfernung zwischen dv’ und einem Oberflachenelement ist. Das 
erste Integral gibt 


4x II, (0) 
und, wenn man nun auch iiber dv’ integriert, 
4x IT,(0) V, (2) 


wo V das Volum des Kérpers. Hierbei ist J7,(0) der Wert der Funktion 1, 
fiir die untere Grenze der Integration, die hier also unbestimmt bleibt. 
Im zweiten Integral setzen wir 








docos(nR 
pp cae 
wo » die Normale auf dem Element do der Oberflache ist, und erhalten 
[[ 2S rw aoa 
Hier ist 
dv' = R*dRda', 


falls dw’ der Offnungswinkel aus do ist. Man hat dann 


tea) cos (#R) IT,(R) dRdoda’ = iif cos (wR) do da' [J1,(0) — TH, (R)], 


wo 


II, (7) = i II, (r) dr 


und R die Entfernung zweier Oberflachenelemente ist. Nun wird, wie leicht 
einzusehen, x 
[cos(nR)do'= 2, 
so daB das erste Integral lautet 
x IT, (0) [do = 21, (0)0, (3) 


wo O die gesamte Oberflache bedeutet. 
Im zweiten Integral a re 
[do | cos (nR) II, (R) do’ 
ist IJ,(R) fiir alle endlichen Entfernungen verschwindend klein, und fiir die 
benachbarten Elemente, fiir welche IJ, endliche Werte annimmt, ist cos(nR) 
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verschwindend klein, so daB das ganze Integral vernachladssigt werden darf. 
Selbstverstéandlich ist eine eingehendere Angabe der Ordnung des Verschwindens 
von IJ, mit zunehmendem 7 erforderlich, falls die Berechtigung der Vernach- 
lassigung erwiesen werden soll. 

Jedenfalls bleiben nur die Ausdriicke (2) und (3) bestehen; setzt man diese 
in (1) ein, so erhalt man fiir die gesamte Energie 


2 
—22 0? IT, (0) V+  I,(0) 0. 
Somit ist die Oberflachenenergie fiir die Flacheneinheit 
i 
y = “> I, (0), | (4) 


wo /T,(0) wieder den Wert von JJ, fiir die untere Grenze angibt. 

Auch der erste Term ist von Bedeutung; er gibt die von der gegenseitigen 
Anziehung herrihrende Energie an und hangt aufs engste mit der VAN DER WAALS- 
schen a-Konstante zusammen. 

3. Elektrische Spezialisierung des Potentials. Entweder man geht von 
festen Dipolmomenten aus, oder aber von Momenten, die erst durch Polarisation 
entstehen. Wahrscheinlich kommen beide Moéglichkeiten gleichzeitig vor, und 
je nach dem Bau der Molekeln wird die eine oder andere iiberwiegen. Es sei 
hier die erste Méglichkeit ins Auge gefaBt und die Ableitung in einer von GYE- 
MANT herriihrenden Fassung+) wiedergegeben. 

Die Energie in einem System von Dipolen riithrt daher, daB sie nicht ganz 
regellos gelagert sind, denn in diesem Falle ware ja der Mittelwert der Energie 
Null, sondern daB sich die benachbarten Dipole jeweils so stellen werden, daB 
ihre elektrische Energie abnimmt. Dadurch muB natiirlich auch im Mittel ein 
bestimmter negativer Wert der Energie herauskommen. Die Verteilung der 
Dipole in einem elektrischen Feld ist durch die LANGEvinsche Funktion?) ge- 
geben. Der Mittelwert des Momentes eines Dipols in der Richtung der auBeren 
Feldstarke © ist danach 

ar) 
mS)? 
wo m das Moment des Dipols ist, & die Gaskonstante pro Molekel und T die 
absolute Temperatur bedeuten. Oder fiir kleine Argumente und auf’ die Ge- 
wichtseinheit umgerechnet: 


m (Gt a as 


Nm? 
Serr: 
(u = Molekulargewicht, N = Avocaprosche Zahl). Die Energie der Gewichts- 
einheit ist also 
Nn? © 
aie ei 

Der Mittelwert von ©, welcher in. obigen Ausdruck eingeht, ist offenbar 
von Null verschieden; nur dadurch erhalt itberhaupt die Ableitung einen Sinn. 
Da8 er nicht verschwindet, rithrt natiirlich von der quadratischen Form her. 
Eine Molekel, deren Dipolachse mit einer gegebenen Richtung 7 den Winkel » 


bildet, hat in dieser Richtung das Moment mcos y, ubt also in der Entfernung 7 
die Kraft 


2m cosp 
bis Bs 1 








1) A. Gyemant, Grundziige der Kolloidphysik, S. 6. Braunschweig: Vieweg 1925. a 
*) AbRAHAM-FOppL, Theorie der Elektrizitat Bd. II, S.263. Leipzig 1920. 
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aus, womit das Feldstarkenquadrat durch 
4 m? cos? » 
a 
gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit des Winkels m nach raumlicher Haufigkeit 
ist sin pdq@/2, daher das mittlere Feldstarkenquadrat 
fa miecst isin # d Mine ain 
7 (378 





; 0 
und dasselbe fiir die Gewichtseinheit 
4m? N 


per 
Dies fiir ©? gesetzt, hat man die Energie der Masseneinheit, welche in die Ent- 
fernung y von einer zweiten Masseneinheit gebracht wird. Das Potential ist 
daher doppelt so groB: 
8 m? N? K 
AG lina 5 °F ar a : (1) 


Der Ausdruck, welcher bei GAuss und LApPLAcE unbestimmt bleibt, gewinnt hier 
also eine bestimmte zahlenmaBig auswertbare Form. Mit dem Ausdruck (1) 
soll jetzt wieder die Oberflachenspannung berechnet werden, ahnlich wie bei 
Gauss. Nur darf nach dem Vorgang DEBYEs die untere Grenze hier nicht 
Null gesetzt werden, da J/(vy) nunmehr molekulartheoretisch abgeleitet wurde. 
Die untere Grenze ist vielmehr d, eine GréBe, welche in erster Naherung etwa 
dem Molekulardurchmesser entspricht und gemaB der Raumbeanspruchung aus 
1 / 
d= oN 

ermittelt werden kann. Es ist auch denkbar, daB die iiberhaupt mdgliche kleinste 
Entfernung etwas kleiner ist, als obige Formel angibt, und zwar mu8 dann das 
AbstoBungspotential beriicksichtigt werden, welches sonst in der Ableitung 
keinen Platz hat. Fiir die Grenzflachenspannung ergibt sich nun folgendes. 

Es ist zunachst das Potential einer unendlich ausgedehnten Scheibe von 
der Dicke dx fiir einen Aufpunkt in der Entfernung « von der Scheibe zu berechnen. 
Man bilde um die Projektion des Aufpunktes auf der Scheibe konzentrische 
Ringe vom Radius 7’, dann ist das Volum eines Ringes 2” y'dr'dx, und falls 
der Abstand eines Ringpunktes vom Aufpunkt 7 ist, das vom 
Ring herrihrende Potential 








4 per eee, ee Th ck ELA IAN 
7 Y 
Das Potential der Scheibe ist 
2x0 Kdx woKdx _ 
-| = Ot = — aa = OL) ax. 
2 Abb. 1; Einheits- 


Nun sei ein Einheitswiirfel an der Fliissigkeitsoberflache — wiirfel_an der 
gegeben (Abb.1). Die Entfernung eines Punktes A von der Chentiiche. 
Oberflache e sei h: Die Energie einer Masseneinheit sei —a@ 

(a = VAN DER Waatssche Konstante, die uns hier nicht naher interessiert), Die 
Energie der Masseneinheit. in A ist gleich —ag vermindert um das halbe 


348 Kap. 6. A,Gyrmant: Kapillaritat. Ziff. 3. 


Potential der Masse, welche rechts von e liegen wiirde. (Da wir vom Poten- 
tial zur Energie itbergehen, muB der Faktor 1/, zugefiigt werden.) Letzteres 
betragt 


a aok 
h 


Dies gilt nur fiir Punkte, die links von der Ebene /, welche um d von der Ober- 
flache e¢ entfernt ist, liegen, da sonst eine kleinere untere Grenze als d eingesetzt 
werden miiBte. Daher ist die Energie des Teiles des Einheitswiirfels links von / 


1 
17270° K 


idee 
[[-a0+ 455 |dh=—ag?+ a (2) 





d 


falls man ein Glied von geringer GréBenordnung weglaBt und beriicksichtigt, 
daB a den Wert 2” K/3d? hat. 

Die Energie der Masseneinheit fiir einen Punkt B zwischen / und e rihrt 
einerseits vom Potential der Punkte links von g her, ist also —ag/2, andererseits 
vom Potential zwischen g und e. Hier mu8 man jede Ebene als um d von B ent- 
fernt liegend betrachten. Dieses Glied ist demnach 











$ hII, (d) 
und die Energie der Masse zwischen / und e 
d 
ao? h o? I, (d) mr 112 K @* 
{[- pelea Te SES IEEYY hi 3) 
Addiert man (2) und (3), so hat man 
ey es ee 
pat eS aeaas 
Danach wird die Oberflachenenergie fiir die Flacheneinheit 
K 2 
(Sa (4) 


wo K die Bedeutung aus (1) hat. Aus der Ableitung geht klar die Entstehung der 
GréBe y hervor. Sie riihrt daher, da die in der Nahe der Oberflache liegenden 
Molekeln nicht in dem Mafe von anderen Molekeln umgeben sind, wie dies fiir 
das Innere der Fliissigkeit der Fall ist. Sie besitzen noch freie, nicht abgesattigte 
Valenzen, und dies ist der Ursprung der Oberflachenenergie. 

Die Gleichung (4) gilt streng fiir die Grenzflache gegen Vakuum. Ist Dampf 
mit der Fliissigkeit in Beriihrung, so muB es heiBen 
aK (o — o')? 


Adin va 


wo @ die Dichte des Dampfes. Dieser Ausdruck ist iibrigens ein Spezialfall 
fiir den allgemeineren Ausdruck der Grenzflachenspannung, wenn zwei beliebige 
Fliissigkeiten, von welchen die eine auch ein Gas sein kann, aneinandergrenzen. 
Dann sind zunachst die Energien der beiden Phasen gegen Vakuum zu addieren 
und davon die Energie der gegenseitigen Absattigung abzuziehen. Unterscheidet 
man die beiden Phasen durch die Zeiger 1 und 2, so gelangt man zur Formel 
_ 2aN* (miot | mies  2mMi M3 ero» 
hgRTi Catal t ataiaml Som cea 9h 5) 
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4. Oberflachenenergie von Ionengittern. Diese Theorie sei hier nur kurz 
gestreift. Die Berechnungen rithren von Born), LANDE?) und O. STERN?) her. 
Sie beruhen darauf, da8 die Energie auch hier elektrisch gedeutet wird, ins- 
besondere was die Anziehung betrifft. Da es sich um Ionengitter handelt, so 
walten hier die Coutompschen Krafte zwischen Einzelladungen. Die Energie, 
welche von der Anziehung herrithrt, hat daher die Form — A/d, wo 0 die Gitter- 
konstante bedeutet. Die abstoBenden Krafte werden auch beriicksichtigt, indem 
ihr Potential B/é”" gesetzt wird. A laBt sich nach dem Vorgang von MADELUNG*) 
berechnen, B und n sind zunachst unbekannt. Da im Kristall Gleichgewicht 
herrscht, so muB, falls ® das Potential bedeutet, 


ad® 
dé 
sein. Aus dieser Bedingung la8t sich B als Funktion der tibrigen GréBen er- 
rechnen. Fiir verwendet man die Kompressibilitat, welche in einfacher Weise 
mit d?@/dd? zusammenhiangt. So lassen sich alle Daten zahlenmaBig ermitteln. 

Das Potential, welches der eine unendlich ausgedehnte Halbraum des 
Gitters auf den anderen ausiibt, ist fiir die Grenzflacheneinheit das Doppelte 
der Oberflaichenenergie, da sich die Arbeit auf zwei Flacheneinheiten verteilt. 
Die auf diese Weise berechneten Zahlen fiir die Oberflachenenergie stehen der 
GréSenordnung nach in Ubereinstimmung mit den an Schme]zen experimentell 
ermittelten Daten. 

MaApELunc) zieht auch noch in Betracht, daB die Oberflache etwas ver- 
schieden gebaut sein muB als das Kristallinnere, da die Krafte, welche auf die 
Kationen und Anionen wirken, nicht gleich sind. Es wird sich daher eine Art 
Doppelschicht auf der Oberflache ausbilden, welche den Wert der Oberflachen- 
spannung beeinfluBt. Es scheint aber, da dieser EinfluB keine allzu groBe 
Bedeutung hat. 

5. Kontinuierlicher Grenziibergang. Obwohl die vAN DER WaAAtssche 
Theorie von Voraussetzungen ausgeht, die, wie schon erwahnt, die tatsachlichen 
Verhaltnisse nicht gut wiedergeben, so soll sie hier doch erértert werden, da sie 
einen eigenartigen Einblick in den Mechanismus der Kapillaritat gestattet. In 
ihren Folgerungen ist sie itbrigens recht umfassend und in sich logisch geschlossen. 

Der Grundgedanke ist der, daB die Fliissigkeit stetig in den Dampf iiber- 
geht. Man hat es also mit einer unendlichen Anzahl von nebeneinander befind- 
lichen Schichten zu tun, deren Dichte sich stetig andert. DaB solche Phasen 
hier existenzfahig sind, wahrend sonst nur die beiden Extreme (Fliissigkeit und 
Dampf) stabil sind, beruht auf dem Vorhandensein auBerer Krafte, die hier 
wirksam sind. Wahrend also sonst die thermodynamischen Potentiale von mit- 
einander in Gleichgewicht befindlichen Phasen gleich sind, ist das hier nicht 
der Fall, ebenso wie etwa zwischen Metall und einer angrenzenden Metallsalz- 
lésung, an deren Grenze sich ein elektrischer Potentialsprung befindet. In allen 
Fallen, in denen ein Potential auBerer Krafte vorhanden ist, gilt der Satz, daB 
die Differenz der thermodynamischen Potentiale dem Arbeitsbetrag entspricht, 
der bei der Uberfithrung der Masseneinheit von der einen in die andere Phase 
zu leisten ist. Summiert man daher den UberschuB der thermodynamischen 
Potentiale iiber ihren Wert in den homogenen Phasen, so erhalt man die Ober- 
flachenenergie. 


=0 


1) Ii. Born, FuBnote 4, S. 344. 

2) A. LANDE, Berl. Ber. 1918, S. 1048. 
) O. STERN, Berl. Ber. 1919, S. 901. 
) 
) 


em 0 


E. MADELUNG, Phys. ZS. Bd. 19, S. 524. 1918. 
5) E. MaDELUNG, Phys. ZS. Bd. 20, S. 494. 1919. 
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Es kommt also darauf an, das thermodynamische Potential fiir die ver- 
schiedenen Phasen zu bilden, d. h. den Ausdruck+) 


pou-—Ts+2, (1) 


wo wu die spezifische Energie, s die spezifische Entropie und fy den auBeren Druck 
bedeuten. 

Was zuniachst die Energie wu betrifft, so lautet deren Ausdruck fiir homogene 
Phasen —ago. Hier kommen aber noch andere Glieder hinzu, die davon herrihren, 
da jede Schicht von den Nachbarschichten angezogen wird. Die _von einer 
Schicht mit der Dicke dh in der Entfernung h herriithrende Energie ist laut 
Ziff. 3 


5 HI, (h) dh. 
Nun 14Bt sich @ als Funktion von / in eine TAyLorsche Reihe entwickeln. Es ist 


do h* do 
a= OT haat > gato 





wo @ die Dichte fiir den herausgegriffenen Aufpunkt (kh = 0) bedeutet. In der 


anderen Richtung wird 
do I GPE 
OP seek mame vgs oer fee 


so dal bei der Addierung die beziiglich der Potenz von h ungeraden Glieder 
herausfallen. Man hat dann 


rs Re? @ ce @? 
0 





wobei das erste Integral eben die VAN DER WAaLSsche a-Konstante ist, die zweite 
Konstante durch 


Ce = [#2 If, (h) dh 
0 


und die weiteren c,, c, usw. durch die entsprechenden Integrale gegeben sind. 
Daf in (2) der erste Differentialquotient herausfallen muB, ist aus Abb. 2 ohne 
weiteres ersichtlich. Bei einem Dichteverlauf, wie g 
ihn darstellt, wiirde die Energie bei h = 0 gleich —ao 
sein. Der erste Differentialquotient bewirkt eine Ab- 
weichung des Dichteverlaufes im Sinne von j. Tanks 
wird dadurch das Potential um denselben Betrag er- 
héht, wie rechts erniedrigt, die Energie im Aufpunkt 
bleibt also unverdndert. Nur durch die Abweichung 
Abb. 2. Dichtegefalle in VOT fh, wie etwa durch e dargestellt, kommt beider- 

der Grensecnicie: seits eine Erhdhung fiir « zustande, eben proportional 

dem zweiten Differentialquotienten. 

In dem Ausdruck (1) kommt nicht w allein, sondern die freie Energie 
f=«-—Ts vor. Da die Entropie vom Vorhandensein 4uBerer Krafte nicht 
abhangt, weil sie ja durch die innere Wahrscheinlichkeit allein bestimmt wird, 
so ist die der Energie —ag entsprechende freie Energie, welche also einer 








1) S. Bd. IX dieses Handb. 
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homogenen Phase von der Zusammensetzung des Punktes = 0 entspricht, 
aber von auBeren Kraften frei ist, durch 

—ao—Ts 
gegeben, wo s denselben Wert hat wie in (1). Der Wert dieser freien Energie 
ist aber andererseits bekanntlich 


—|rav=[4ao, 


wo v= 1/o das spezifische Volumen und # den Druck in der von duBeren 
Kraften frei gedachten Schicht bedeutet. Daraus folgt 


ol C2 do 
j=| gto > aR (3) 
Die freie Energie in jedem Punkt der Schicht ware demnach bekannt, falls die 
Funktion #() bekannt ware. Hieritber erhalt man Aufschlu8, wenn man be- 
riicksichtigt, da die Oberflache als Gleichgewichtsanordnung einem Minimum 
an freier Energie entsprechen mu. Es muB also gelten 

d/fodh=0, 
wenn gleichzeitig, wie natiirlich, _ 

d/oedh=0 
sein soll. Dabei sind die Grenzen der Integration in der homogenen Fliissigkeits- 
und Dampfphase anzunehmen. Man multipliziert die zweite Gleichung mit 
einer Konstanten — wy, und addiert sie zur ersten: 


F ; Cy a" 0 
Fihrt man die Variation aus, so erhalt man 
iieez Pp & ae : fC . do ne 
AC tO +S ah yo) 09 — e248 dh=0. 


Wendet man auf den letzten Term des Integrals die partielle Integration an, so 
wird daraus 














65, ao (0 CEO 
3 [Pe medh : fora. 


Da die Variationen der Grenzen des Integrals verschwinden, so wird aus der 
ganzen Gleichung 


4 e 
[| [Fae + $e F8— vo] beak =o, 


und da jetzt die 6 9 unabhangig sind, mu8 der Faktor in der eckigen Klammer 
verschwinden : 


d? 
[Rate+ 8-aFh—vo=0. (4) 


Diese Differentialgleichung zwischen @ und h (p ist durch @ gegeben) ist also 


S 


in (3) baw. (1) zu beriicksichtigen. Dies geschieht am einfachsten so, daB man (1) 
in der Form schreibt 


?p Pr Bo Pes 2 
Oe |omde we — 3 co ar ae 
Dann geht sie namlich infolge (4) tiber in 
Cg ao 


bo —? 
Cia are ea aia 
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In diesem Ausdruck kann man jedoch wieder den letzten Term unter Beriick- 
sichtigung von (4) anders ausdriicken. Die ersten beiden Terme in (4) sind 
namlich y dp/o. Durch Differenzieren ines daraus 


dp = = 02.0 ai ye 
und integriert : 2 
Q @ 
ys jee ee (5) 
Dies in w eingesetzt, hat man ; 
Gy OEM Cy [de 
ya — Saat wt la (6) 


In dieser Gleichung haben wir also y nur als Funktion von @ und seiner Differen- 
tialquotienten, welche ihrerseits durch (4) gegeben sind. Wo ist das thermo- 
dynamische Potential der homogenen Phasen, wie ebenfalls aus (4) erhellt, da 
dort der Differentialquotient verschwindet. 

Die Oberflachenspannung ist nun, wie gesagt, 


v= {[(w—w)odh 


Le oer e 7 ah. 


Hier 1aBt sich noch vereinfachen, indem etwa der erste Term partiell integriert 
wird. Man hat, da an den Grenzen alle Differentialquotienten verschwinden, 


[(G2)an= “fe ae ah. 


Dies in y eingesetzt, gibt 


% 
do\2 d 
ee cao 2 dh =e, (42) ah = c,| 92 do. (7) 


Man sieht, daB die einzelnen Schichten teils positive, teils negative Beitrage zur 
Oberfldchenspannung liefern. Der Verlauf der Dichte ist etwa durch Abb. 3 
veranschaulicht. Von der Dampfphase aus bis zum Wende- 
punkt ist d?o/dh? positiv, von da ab bis zur homogenen 
Flissigkeit negativ. Infolgedessen ist nur der zweitgenannte 


oder nach (6) 








S Bestandteil positiv, der erste, der sozusagen der adsorbierten 
Dampfschicht entspricht, ist negativ. 
Will man y berechnen, so mu8 man auf Gleichung (4) 
“AR zZuriickgreifen, welche mit (5) liefert 
Abb. 3. Dichtever- 
lauf in der Uber- do 9) p 
gangsschicht. i yz (oo 7 ofr de ae ») : 
Fuhrt man die VAN DER Waatssche Zustandsgleichung ein 
RT 
(6 + 209)(4 4) = Pa 
so wird 


[fa0= —ag—"*in(+ — b) 


ja | 26s |! — ae? — Zin (= —2) — Odo, (3) 


und 
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integriert, wie immer, zwischen den beiden homogenen Phasen. Innerhalb der 
letzteren ist der Radikand Null. Bei der Integration sind Yo und fp, als Kon- 
stanten zu behandeln. Die Ausfiihrung der Integration ist von VAN DER WAALS 
nur fiir die Nahe der kritischen Temperatur ausgefiihrt, wo verschiedene Ver- 
einfachungen zuladssig sind. Hierauf kommen wir in Abschnitt V. zuriick. 

Man iiberzeugt sich leicht, da8 die GréBenordnung der Gleichung (8) mit 
der GréBenordnung der Werte iibereinstimmt, wie sie sich bei Annahme einer 
diskontinuierlichen Grenzflache, etwa nach Art der Gaussschen Ableitung, 
ergibt. Fiir zahlenmaBige Verwertung eignet sich (8) nicht gut, hierfiir wird 
Gleichung (4) von Ziff. 3 in Verbindung mit Gleichung (1) von Ziff. 3 eher ge- 
eignet sein. 


II. Die. mechanischen Wirkungen 
der Oberflachenspannung. 


6. Die Kapillarkraft. Der im vorigen Kapitel abgeleiteten Energie der 
Grenzflachen wird man vorteilhaft eine mechanische Kraft zuordnen. Da 
sie sich nur im Falle einer OberflachenvergréBerung bzw. -verkleinerung be- 
tatigt, so liegt sie als Vektor im Niveau der Oberflache. Daraus folgt, daB sie an 
den Linienelementen der Oberflache angreifen mu8; und zwar definiert man sie 
zweckmaBig als die Kraft, welche auf die Einheit der Lange, dazu senkrecht, 
wirksam ist. Der Zusammenhang dieser Kraft mit der im vorigen Abschnitt 
eingefiihrten GréBe y ergibt sich folgenderweise. Die Energie eines unendlich 
kleinen Flachenelementes betragt ydo. Entsteht das ringférmig gedachte 
Element do durch die Ausdehnung eines Kreises vom Radius 7, so ist die Zu- 
nahme der Energie 

ydo=yd(r'n) = y2radr; 


also ist y die oben definierte Kraft, die sog. Oberflachenspannung. Aus rein 
mathematischen Griinden ist die Einfiihrung einer solchen Kraft sehr wertvoll, 
wie das ausfiihrlich gezeigt werden soll; jedoch ist fiir das richtige Verstandnis 
sehr wichtig, den Ursprung dieser Kraft nicht aus den Augen zu verlieren. 
Sie ist einfach die in die Flachentangente fallende Komponente der Anziehung 
aller Molekeln auf die Molekeln des betrachteten Flachenelementes. Beson- 
ders deutlich erhellt dies aus der LapiLaceschen Theorie. Neuerdings hat 
N. K. ApAm?) diesen Sachverhalt betont, indem auch er der energetischen Dar- 
stellung gegeniiber der einer sich spannenden Oberflachenhaut den Vorzug gibt. 

_ Ist das Flachenelement eben, so fallen die Spannungskomponenten, welche 
auf die Elemente seiner Begrenzung wirken, in eine Ebene und heben sich in 
ihrer Wirkung auf. Hat aber das Flachenelement eine Kriimmung, so liegen 
die Normalen langs der Begrenzungskurve nicht mehr in einer Ebene, so da 
sich eine von Null verschiedene Resultierende ergeben wird. Schon qualitativ 
ist einzusehen, daB bei einer nach auBen konvexen Oberflache die Spannungs- 
komponenten einen Zug nach innen geben werden. Die GréBe dieses Zuges 
wird folgenderweise abgeleitet. 

Wenn ein nach auBen konvexes Element do mit den Hauptkriimmungs- 
radien R, und R, einen Zug P nach innen erfahrt, so muB es bei der Verschiebung 
dn langs der Flachennormalen eine Arbeit von der GréBe Pdodn verrichten. 
Die Zunal.me der Energie ist y ddo, so daB gilt 


Pdodu=ydédo. (1) 


1) N. K. Apam, Nature Bd. 115, S. 512. 1925. 
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Nun ist (Abb. 4) mit einem Formfaktor ¢ | 
do=cR,R,d9,dq,. (2) 
Bei der Verschiebung 6” Andern sich beide Radien um 6”, so daB wird 
d6do=e(R,+ R,) Ondg, dg, 
oder, falls do aus (2) substituiert wird, 


1 1 
6do= Fs + Pal dudo. 
Mit (1) verglichen, hat man den sog. ersten Laplaceschen 
Satz 


P=7(e +p) (3) 


Abb. 4. Fir ein Kugelflachenelement geht der Ausdruck in 2 y/R iber. 

se eemertira ay Der Zug steigt umgekehrt proportional zum Kriimmungsradius. 

hae a Ist die Flache nach auBen konkay, so herrscht ein nach auBen 

radien. gerichteter Druck von derselben GréBe, so daB dann die Kriim- 
mungsradien negativ zu nehmen sind. 

7. Die Differentialgleichung der Oberflache. Die Kenntnis des Kriimmungs- 
druckes P gestattet uns, die Differentialgleichung abzuleiten, die die gesamte 
Mechanik der Kapillarkraéfte beherrscht. Ebenso wie etwa die elektrischen 
Krafte iiberall, wo wahre Ladungen auftreten, mechanische Wirkungen auf die 
mit ihnen verbundene Materie ausiiben und sich so lange betatigen, als sie nicht 
durch andere Krafte in Gleichgewicht gehalten werden, verhalt es sich mit der 
Kapillarkraft. Die besondere Form des Ausdruckes (3) von Ziff. 6 bringt es 
aber mit sich, daB hier der ganze Fragenkomplex geometrischer Natur ist. Da 
namlich der Druck von der Oberflachenform abhangt, so folgt, da8 unter allen 
méglichen Verhaltnissen — statischen wie dynamischen — die Grenzflaiche 
so lange deformiert wird, bis das erwahnte Gleichgewicht erreicht ist. Dadurch 
ist es méglich, diese Wirkungen unter recht einheitlichem Gesichtspunkt zu 
behandeln. Man braucht bloB die grundlegende Differentialgleichung unter 
Beriicksichtigung der jeweiligen Grenzbedingungen zu integriereén. 

Die Differentialgleichung leitet sich aus dem Satz ab, daB bei jeder mit 
den Grenzbedingungen vertraglichen Variation der Grenzflache die Variation 
der Energie Null sein muB. 

Es werde (Abb. 5) eine nach auBen konvexe Fliissigkeitsoberflache be- 
trachtet, welche im Gleichgewicht die Form der Kurve J hat ; 2 zeigt eine variierte 
Oberflache. An jeder Stelle, z. B. bei A, herrscht der 





don Druck P gemaB Ziff. 6, Gleichung (3). Die Kriimmungs- 
4 A radien sind Funktionen der Raumkoordinaten. Die 
lp Zunahme der Oberflachenenergie betragt an dieser Stelle 


Poéndo. 


Herrscht auBerdem ein Potential auBerer Krafte ~, so 


Abb. 5. Variation der ist die Zunahme dieser potentiellen Energie 
Oberflache. 


opondo, 
wo an Stelle von @ genauer die Differenz der Dichten der Flissigkeit und des 
Dampfes zu setzen ist. Die Summe beider, tiber die gesamte Oberflache inte- 
griert, mu8 Null ergeben 


[(P +e) 6ndo=0. (1) 
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‘Da das Volum sich nicht dandern kann, so wird stets 
i) dndo=0. (2) 


Da dn in ganz beliebiger Weise von Element zu Element variiert, so kénnen 
beide Gleichungen nur dann gleichzeitig bestehen, falls 


wo —A eine Konstante langs der ganzen Oberflache ist. Dann folgt namlich 
aus (2) durch Multiplikation mit — 4 unmittelbar (1), gleichgiiltig, welche Werte 
die dm haben. Setzt man fiir P seinen Wert ein, so hat man 


rete) tepti=o, (3) 


wo also sowohl die R wie y Raumfunktionen sind. Insbesondere ist der Klammer- 
ausdruck durch folgenden aus der analytischen Geometrie her bekannten Aus- 
druck zu ersetzen: 


4 4. (4+ @*)s—2pqu+ (1+ pt 








Rey Re - (1+ p?+ q°)3 : (4) 
wo bei rechtwinkligen kartesischen Koordinaten xyz 
me: _ 08 _ ep Pag Op. eq 
~ Ox? 1 = Oy? SOx? i ae Fae on (4a) 


bedeutet. 

In vielen Fallen reduziert sich x und y zu einer einzigen unabhangigen 
Variablen, so daB man es mit einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zwischen dieser Variablen und z zu tun hat. Die Anwendung der analytischen 
Ausdriicke erfordert stets Vorsicht beziiglich des zu verwendeten Vorzeichens 
[s. auch die Bemerkung zu Gleichung (3) von Ziff. 6]. 

8. Die Grenzbedingungen. Die Grenzbedingungen der Gleichung hangen 
von der Form des GefaBes bzw. der festen Wande ab, welche die Fliissigkeit 
begrenzen. Oft sind die Bedingungen derart, da8 unendlich viele Lésungen 
méglich sind, darunter auch viele physikalisch méglichen; in manchen Fallen 
ist aber auch nur eine ganz bestimmte Lésung vorhanden, ohne unbestimmte 
Parameter. 

An den Linien, welche die Flissigkeit begrenzen, werden stets so viel Grenz- 
flachenspannungen angreifen, als Phasen vorhanden sind. Bezeichnet a, die 
in die Grenzflache fallende Spannung als Vektor zwischen der Aten und k + 1 ten 
Phase, so gilt stets 


Sa= Os (1) 


wo ” die Anzahl der Phasen bedeutet. Aus dieser allgemeinen Grenzbedingung 
lassen sich alle Spezialfalle ableiten. So lautet z.B. der Neumannsche Satz 
fiir die Grenzlinie dreier Fliissigkeiten 


V1 COSty, + 743 COSty3 + 7o3 COSt23 = 0, (1a) 2 
wo 7 die Winkel der entsprechenden Grenzflachen mit einer A 
beliebigen Normalen zur Grenzlinie bedeuten. Der sog. ah 


zweite Laplacesche Satz bezieht sich auf die Grenze 
zweier Flissigkeiten an einer festen Wand; hier gilt (Abb. 6) 


cos? 2g == OO. 4b) Abb. 6. Randwinkel 
oe a Vas ee ( ) an der Grenze zweier 


Ist die zweite Phase ein Dampf, so wird 7,,=y und Phasen. 
23* 


7d 
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yor = 0; yr 1aBt sich, wie jede Grenzspannung, in Einzelterme zerlegen, 
indem die Oberflachenspannungen gegen Dampf addiert und davon die Energie 
der gegenseitigen Absattigung bei der Beriihrung, »’ abgezogen wird (s. SchluB 
von Ziff. 3). Fiir unseren Spezialfall wird 


LD are 
und der zweite LAPLAcEsche Satz (1b) lautet 


y (cos? + 1) = %,, 
woraus 


655 vas 20 
? 





=e ie (2) 


@ ist der sog. Randwinkel, und man sieht, wie derselbe durch die chemische 
Natur der in Rede stehenden Stoffe bestimmt wird. Ist insbesondere 


dann ist # stumpf, und die Fliissigkeit benetzt die Wand nicht (Queck- 
silber-Glas). Ist 
y<nr<2y, 


dann ist 3 spitz, die Flissigkeit benetzt die Wand. Ist 
Vir = 2y ’ 


dann ist #® physikalisch nicht méglich. und die Flissigkeit tiberzieht die Wand 
vollstandig (Wasser—Glas). 

Hier mag erwahnt werden, da8 ApAm und Jessop?) die Gleichung (2) be- 
nutzt haben, um aus gemessenen Werten von # die GréBe y{, an der Grenze 
von Wasser und festen organischen Phasen zu berechnen. # ist meist stumpf 
(gegen 100°), 71, oder die Kohdsionsarbeit entsprechend klein (gegen 60 erg/cm2). 
Je gréBer letztere, um so mehr polare Gruppen liegen an der Oberflache der 
festen Phase, oder um so tiefer ragen die Wassermolekeln 
zwischen die organischen Molekeln hinein. 

Es gibt auch Falle, wo die Grenzbedingung physika- 
lisch unbestimmt wird (Abb. 7). Es sei a der Querschnitt 
einer kapillaren Rohre. Die Kante an dem Ende der 
Abb. 7. Randwinkel bei ROhre ist in mikroskopischen Dimensionen nicht scharf, 
abgerundeten Kanten. sondern abgerundet. Daher sind unendlich viele physi- 

kalische Lésungen méglich. J und 2 sind zwei Beispiele. 
Mit der Horizontalen bilden sie die Winkel « bzw. f, mit der festen Wand da- 
gegen stets den Winkel #, was dadurch erméglicht wird, daB der Fu8punkt um 
eine mikroskopisch kleine Strecke verschoben wird. Diese Strecke ist im 
Verhaltnis zu den Kurvendimensionen als Punkt zu betrachten (in der Zeich- 
nung der Anschaulichkeit halber zu groB wiedergegeben). 

9. Zweidimensionale Probleme. Es sollen im folgenden die wichtigsten 
Falle der Integration der Gleichung (3) von Ziff. 7 besprochen werden. Am 
einfachsten sind jene, welche zylindrische Anordnung betreffen, wo also alle 
Differentialquotienten nach der einen, etwa der y-Koordinate verschwinden. 
Dann haben wir es mathematisch mit einer zweidimensionalen Betrachtung zu 
tun. Der Ausdruck (4) von Ziff. 7 degeneriert zu 





Ss 
(Loe at 
1) N. K. Apam u. G. Jessop, Journ. chem. soc. Bd. 127, S. 1863. 1925. 
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Es ist fiir die Anwendungen von Interesse, daB dieser Ausdruck noch in zwei 
andere Formen iibergefiihrt werden kann. Es gilt identisch 


a. eae EN EE tape eet 
GPP dx yi-pi ob ax Wiggs” (1) 
wovon man sich durch Ausdifferenzieren iiberzeugt. 
_ Als duBere Kraft kommt hauptsachlich die Schwere in Betracht, fiir welche 
bei lotrecht aufwarts weisender z-Achse 


y= 82 
zu setzen ist. Rechnet man z von dem Niveau, wo die Fliissigkeitsoberflache 
eben, also der Kapillardruck P Null geworden ist, so muB 4 verschwinden. 
Die Gleichung (3) von Ziff. 7 lautet dann, wenn noch mit 2 #/o g multipliziert wird 


2y a 1 . 


Hierbei gilt das positive oder negative Zeichen, je nachdem die Normale von 
der dichteren zur leichteren Phase mit der positiven z-Achse einen spitzen oder 
stumpfen Winkel bildet. 

Integriert ergibt obige Gleichung 








ieee: 
eg yit+ Pp 
C ist die erste Integrationskonstante, welche je nach den speziellen Grenz- 
bedingungen zu wahlen ist. Da = dz/dx, so muB noch eine zweite Integration 
erfolgen, die aber von Fall zu Fall verschieden sein wird. 

10. Anstieg an Wanden. Es sei zunachst der Anstieg an einer ebenen Wand . 
ins Auge gefaBt, wie er bei allen Trégen mit glatten Wanden verwirklicht ist. 
Die ebene Oberflache hat z = 0 und zugleich # = 0. Demnach lautet Gleichung (3) 


von Ziff. 9 2 : 
a — 1 — 1] = 0. 1 
a+ eG 2 
Die zweite Integrationskonstante wird sich gemaB Ziff. 8, Gleichung (2) aus #, 
dem Randwinkel (Abb. 8), bestimmen lassen. Der Klammerausdruck in der 
letzten Gleichung geht fiir += 0 in (sin? — 1) iiber. Be- 
zeichnet man die Steighdhe, wie iiblich, mit /#, dann gilt 
fir + =0 


224 





+6 =0. (3) 

















Se ind 2 

zh 22 sin?) . (2) x 

Schreibt man zur Abkiirzung 
27 
7 ae aa Abb.8. Aufstieg an 
, ebener Wand. 

dann liefert die Integration von (1) 

= |/% m8 —P8 = 2) 4 a0 — 20 
#—\S"9\egoacPs) tt ae eae 6) 


Man sieht, daB fiir x =0, z =0 wird, wie es die Grenzbedingung verlangt; 
h ist aus (2) bei gegebener Fliissigkeit und gegebenem Wandmaterial zu be- 
rechnen. Fir x = —>co wird z = 0, die Fliissigkeit wird aber praktisch schon 
in kleiner Entfernung von der Wand ebene Oberflache haben. Genau dieselbe 
Gleichung gilt fiir nicht benetzende Flissigkeiten, nur ist dort in (2) die-Wurzel, 
also h, negativ zu nehmen; z wird auch iiberall negative Werte haben. 


358 Kap. 6. A.GyrEmant: Kapillaritat. Ziff. 44, 124 


11. Anstieg zwischen parallelen Wanden. Der nachste Fall sei der Auf-_ 
stieg einer Fliissigkeit zwischen zwei parallelen Platten. Es ist dies das zwei- 
dimensionale Analogon zum Aufstieg in Kapillaren. 

In Ziff. 10, Gleichung (4) ist jetzt z = z, fir = 0 zu setzen, so daB jene 
Gleichung lautet (Abb. 9) 

4 
#— 8+ 0/74 —1)=0. (1) 
vies iow) 
Diese Gleichung, nach # aufgelést, ergibt 
__ Vo? — (a + 22 — 222 
p= a+ 22 — 2 


und integriert, falls x = 0 fiir z = zy gesetzt wird, 











Abb. 9. <Aufstieg zwi- z 
schen parallelen a+ 22 — 22 
Platten. Me | a = ae dz (2) 
. y oF — (% + 25 — 2%) 
49 








was sich entweder auf elliptische Integrale erster und zweiter Gattung oder 
durch passende Substitutionen in eine konvergente Reihe iiberfiithren 14Bt. 
Die Aufstieghdhe # an der Wand ist durch den Wert von z gegeben, der nach (2) 
der halben Spaltbreite (7) als x entspricht. Damit ist die Aufgabe bis auf den 
Wert 2 bestimmt. Dieser 1a8t sich jedoch auf den Randwinkel zuriickfithren. 
Gleichung (4) 148t sich namlich fiir z = % umformen in 


h? — 2+ o(sind —1)=0. (3) 


h F 
a+a—2 
i az 
lm («+ 2 — 2)? 


zwei Gleichungen, die sowohl h als z) aus «, y und # zu berechnen gestatten. 

Man kann Gleichung (1) auch angendhert lésen, wenn man als neue Variable 
z' = z — z die Entfernung von der Ebene e einfiihrt. Indem man vermutet, 
daB 2’ < z bleibt, nimmt Gleichung (1) die Form an 


Gleichung (3) liefert mit 

















Integriert ergibt dies 





Dies ist aber die Gleichung eines Kreises vom Radius «/22). Man hat wieder 


wie friiher 
ah’ 
c= / —h’2, 
% r 


22h = a(1 —sind), (3 a) 





ferner 


woraus 2 und h’ zu ermitteln sind. ; 

12. Der zylindrische Tropfen. Von den vielen speziellen Lésungen sei 
noch der zylindrische Tropfen behandelt, Derselbe tritt aus einem langen Spalt 
hervor und ist in dessen Mitte recht gut verwirklicht. Den Querschnitt zeigt 
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Abb. 10. Wie bewiesen werden soll, ist die geometrische Form bei gegebenem 
Wert von « durch eine einzige Variable bestimmt. Dieser Variablen entspricht 
physikalisch der Druck, mit welchem der Spalt von oben 
belastet wird. Bei zunehmender Belastung wélbt sich der 
Tropfen immer mehr nach auBen, wird von einem bestimmten 
Punkt ab eingeschniirt (wie in Abb. 10) und reiBt endlich ab. 
Diese Formen sind von der Spaltbreite 27 unabhangig. Bei 
gegebener Form riickt die Ansatzstelle in eine solche Hohe, 
da8 die Breite daselbst 2 7 betragt. Der Randwinkel ist hier 
ohne Belang, da, wie in Ziff. 8 gezeigt wurde, bei einer run- 
den Kante jeder Randwinkel auftreten kann. 

Die geometrische Form wird wiederum durch ellip- 








Abb. 10. Zylin- 
tische Integrale dargestellt. Den Nullpunkt des Koordinaten- — drische Tropfen. 


systems riicken wir an die tiefste Stelle des Tropfens. Dann 

miissen wir die Ausgangsgleichung (2) von Ziff.9 etwas umformen, da z jetzt 
nicht im Niveau (dp/dx = 0) Nullist. Dagegen sei z = z im Wendepunkt A 
(dp/dx auch = 0), dann lautet Gleichung (2) von Ziff. 9 


d 1 
= % aa apt 2p(z — %) = 0, 
wo das positive Zeichen gilt, wenn die Normale nach der Dampfphase mit der 
positiven z-Achse einen spitzen Winkel bildet. Die Integration liefert 


ae ht = 272, + C= 0, 


Vite 
und da fiir z = 0 auch # = 0 sein soll, 
1 
P97 — tj A |= 0, 1) 
etic <4) 


womit das Vorzeichen fiir den unteren Teil richtig gewahlt ist. Aus (1) ist er- 
sichtlich, daB # auch noch fiir z= 22) Null ist. Dies ist offenbar die oberste 
Stelle der Kurve, welche um ebensoviel, namlich um z), vom Wendepunkt ent- 
fernt ist wie der unterste Punkt. Setzt man iibrigens 2’ = z — 2, so wird (1) zu 


g#— fa ( —1\=0, 
1+ Pp 
woraus ersichtlich, da8 die Kurve nach oben und unten von A in kongruenter 


Weise verlauft. 
Um Gleichung (1) zu integrieren, wird sie zunachst nach / aufgeldst 











V2 — (« + 22 — 22%)? 











pm a+ 227 — 222% : (2) 
woraus 
Zz 
GAS ee dz, (3) 
J Va? — (% + 25 — 22 2)? 


0 


was sich leicht auf elliptische Normalintegrale erster und zweiter Gattung zuriick- 
fiihren 1aBt. ; 

Aus Gleichung (2), deren Nenner auch (a + 2’? — z) geschrieben werden 
kann, siad die einzelnen Stadien der Tropfenbildung abzuleiten. Ist Calle 
so ist der Nenner stets von Null verschieden, so daB p nirgends co wird und immer 
positiv ist, Man hat es mit einem flachen Tropfen zu tun. Wird BA = &, SO 
ist fiir einen einzigen Punkt, namlich z’ = 0, p = oo: eine Einschniirung ist hier 


360 Kap. 6. A. GyEMANT: Kapillaritat. List. 43,. 14; 


noch nicht vorhanden und # ist auch immer positiv. Wird 22> a, so muB pb 
fir z’ = + /z;—o unendlich werden, eine Einschniirung ist vorhanden und 
zwischen den beiden genannten Werten von 2’ ist # negativ zu rechnen. Man 
kann aus (3) x fiir 2’ = 23 — a berechnen. Setzt man x hier Null, so ergibt 
sich hierfiir als Bedingung 2 = 1,368 «. Bei diesem Wert von 2 reiBt der 
Tropfen ab. j 

18. Axialsymmetrische Probleme. Es sollen jetzt die axialsymmetrischen 
Probleme besprochen werden, die viel wichtiger sind als die zylindrischen, weil 
sie den Verhaltnissen der Wirklichkeit eher entsprechen und der Messung der 
Kapillaritatskonstanten zur Grundlage dienen. Da die Lésung in strenger Form 
jedoch noch schwieriger ist, so wird man sich stets mit angendherten Lésungen 
begniigen, deren Genauigkeitsgrad der jeweiligen Messung angepaBt sein muB. 

Die Differentialgleichung (3) von Ziff. 7 bringen wir in eine passende Form, 
indem wir Zylinderkoordinaten z, 7, y einfithren (x = rcosp, y =rsing) 
und die Ausdriicke (4a) von Ziff. 7 dementsprechend umformen. Z. B. ist 

02 Oz Or Oz Op _ Oz OF = Ae ae 
LS Gn dr da By da. by Oy = eel ae? 

da dz/dp wegen der Axialsymmetrie verschwindet. Die so erhaltenen Differential- 
quotienten in Ziff. 7, Gleichung (4) eingesetzt, geben mit dz/dr = p und 
a*z/dr? = p 

















Bia ae p oh ee eae 1) 
R, Rs yi+ p33 Yi pe 1 atypia ye 
Aus Ziff. 7, Gleichung (3) wird dann, wenn man wieder a fiir 2y/og einfiihrt, 
Ge 
Fos mt 2z+A1=0, (2) 
Hier gilt das negative Zeichen, wenn die Normale nach dem Dampf zu mit der 
positiven z-Achse einen spitzen Winkel bildet. Die Konstante 1 wird je nach 
dem willkiirlichen Nullpunkt von z festgelegt. 
14. Kapillarréhren. Wir behandeln zuniachst den Fall kapillarer Rohren, 
in welchen die Fliissigkeit hochsteigt (Abb. 41). Man rechnet zweckmaBig z 
vom duBeren Niveau, wo sowohl # wie p verschwinden, dann 
lautet Gleichung (2) von Ziff. 13 : 

















iV 
ad vp 
~Karyegk oO: (1) 
Man setzt nun wieder 
z2=2,+2, 
279 wobei 2’ < z , so daB in erster Naherung 
d rp 224 
dvyy,1.42 #44 
Abb. 114. und Vite 
Kapillarroéhre. 2p De on (2 
eae Oa 


da y = 0 fiir = Oist. Ist # der Randwinkel und 2 7) der Réhrendurchmesser, 


dann ist 
a cos? 


Ao Se oe (3) 
0 
Die Bedeutung von z, ersieht man aus folgendem. Die kapillaren Krifte 
suchen die Sdule nach oben zu heben. Die Arbeit, die sie bei einer Hebung um 6z 
verrichten, ist (s. Abb. 6) 


2219 (Yor — M1) 02. 
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GemaB Ziff. 8, Gleichung (1b) ist dies aber 
2uryy cos3 dz. 


Also ist die mechanische Kraft 277, ycos#?. Diese halt dem Gewicht der Saule 
Vog(V = Volumen) das Gleichgewicht. Also ist [vgl. Gleichung (3)] 
eas 227% y cos d 
og 

Die GréBe Z ist also die mittlere Héhe der Kapillarsaule, falls das Volumen 
richtig beriicksichtigt wird; z) gibt also nicht etwa die tiefste Stelle der Kuppe 
an, sondern einen etwas héheren Punkt. 

Eine bessere Annadherung an die Wirklichkeit als die ebene Begrenzung 
erzielt man durch Integration von (2), wo # = dz’/dr bedeutet: 


Sie ws) a 
=e Oh Fy COS = Ezy. 


at 

,_ &— oR — ahr 

Se Fe EG , 
20 





da z’ = 0 fiir y = 0 sein muB. Wegen (3) wird daraus 





eas Sens Vr — #* cos? } 

ae cos 3 ‘ (4) 
Es ergibt sich also die Oberflache in zweiter Naherung als Kugelflache vom 
Radius 7,/cos ? , insbesondere fiir véllig benetzende Fliissigkeiten vom Radius 79. 
Weitere Naherungen kann man jetzt in ganz ahnlicher Weise erhalten wie friher, 
indem man in Gleichung (1) z= 2) +2’ setzt [z’ aus (4)] und sie integriert. 
Fiir 7 = 7, ergibt sich dann 

DE ecost 6. Ka ( a 
aaa A cos # 3 «cos? d 





Um den Betrag des zweiten Terms liegt die Kuppe der Kugelflache tiefer als bei 
ebener Begrenzung. Eine abermalige Integration fiihrt dann zu einer Ober- 
flachenform, welche der Wirklichkeit noch besser entspricht als die Kugelflache. 
Eine andere Art von Kapillaren, sog. offene, die der Lange nach aufgeschnitten 
sind, betrachtet K. Scuuttze!). Die Oberflache der Fliissigkeit neigt sich hier 
gegen die Horizontale. Kapillaren von eckigem Querschnitt nennt er gemischte, 
weil die einzelnen Ecken offenen Kapillaren entsprechen. z 
Seine Betrachtungen sind aber rein qualitativer Art. A 
15. Liegender Tropfen. Wir behandeln jetzt den 








| 
| 
auf einer ebenen Unterlage ruhenden Tropfen (Abb. 12). a 
Je nachdem die Flissigkeit benetzt oder nicht, wird eine 7 
Ebene nach Art von 1 oder 2 den Tropfen als Unter- imal i 
lage schneiden. Den Ausgangspunkt bildet wieder ieee 


Gleichung (2) von Ziff. 13. Da jetzt das Niveau in — Liegender Tropfen. 
unbestimmter Héhe liegt, so setzen wir z bei A an der 
Kuppe Null und kénnen dementsprechend die Konstante 4 nicht weglassen. 
Sind die Flissigkeit und die Wand (a, #) gegeben, so bleibt offenbar nur die 
Menge bzw. das Volum des Tropfens als einziger unabhangiger Parameter, der 
die Konstante 4 bestimmt. Fiir A ist namlich 

tpn 

Eg, 2 

wo R, den Kriimmungsradius des Tropfens an der Kuppe bezeichnet. Anderer- 
seits liegt der Tropfen um so flacher, je groBer er ist; Ry nimmt also in der Tat 


mit dem Volum zu. 


1) K. SCHULTZE, Kolloid-ZS. Bd. 36, S. 65. 1925. 
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Die Gleichung (2) von Ziff. 13 ist allgemein nicht in endlicher Form lésbar. 
Man kennt verschiedene Lésungen fiir gewisse Grenzfalle,. sodann Reihen- 
entwicklungen, die fiir einzelne Bereiche brauchbar sind. 

Fir groBe Tropfen ist in erster Naherung 2 = 0 zu setzen. AuBerdem ist 
in Ziff. 13, Gleichung (1) 1/R,, also die zum Meridianschnitt senkrechte Kriim- 
mung, wie ersichtlich, praktisch auch Null, so daB nur der erste Term iibrigbleibt. 
Den Wert von 1/R, entnimmt man aus Ziff. 9, Gleichung (1), so daB man hat 











ad 1 
eer tal Deer) a 
par yin pe 
also genau die Gleichung (2) von Ziff. 9, aus welcher sich wiederum 
1 
22+ oO —~—{)=0 2) 
’ (* ie : 


errechnet. Die Lésung (3) von Ziff. 10 geht von einem Punkt (% = 0) aus, fiir 
welchen die Bedingung des Randwinkels erfiillt ist. Nimmt man dagegen 7 
fir z= 0 auch Null an, so ergeben sich fiir endliche z-Werte unendlich grofe 
Radien, wie auch in Ziff. 10 der Punkt z = 0 streng genommen bei x = co lag. 
Fir die Praxis berechnet man meist die GréBe von Strecken im Bereiche der 
endlichen Kriimmungen, also z. B. die Lange CD, welche fiir MeBzwecke in 
Betracht kommt. Fir B ist =oo und 2 =4&, eine Beziehung, welche zur 
Messung von y geeignet ist. Man mit dann die vertikale Entfernung der Kuppe 
von der Aquatorialebene. 

Fir kleine Tropfen 1a48t man dagegen das zweite Glied der Gleichung (2) 
von Ziff. 13 fort, und zwar wird sie, falls ar]la<1, 








d rp vi 
Cla ecee ome, 
woraus 
h 
mo a eee 
V1 + p? Dios 


Dies ist aber die Gleichung (2) von Ziff. 14, so daB ebenso wie dort eine Kugel 
die Naherung darstellt: , 


20 ‘4 oe 


mit dem Radius 24/2. Setzt man nun 


=a Vat: 
und fithrt diesen Wert in Ziff. 13, Gleichung (2) ein, wobei jetzt nur die Glieder 
mit «* im Nenner vernachlassigt werden, so erhalt man weitere Naherungen. 
Aus der erhaltenen Kurvengleichung l48t sich durch Integration das Volumen 
bilden, welches ja durch 
0 
V=an|rdr 
Hl 


dargestellt ist (4 = Tropfenhohe, Funktion von ¥). Dadurch erhalt man den 
gewlinschten Zusammenhang zwischen V und 4. Nach der zweiten Naherung 
ergibt sich auf diese Weise 


3 
ee 8a 


Tamer aa! cos #)2(2 + cos } — 4). 
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16. Hangender Tropfen. Wichtig ist noch der Fall des sich am Ende einer 
Kapillaren bildenden Tropfens, da er viel zur Bestimmung von y verwendet 
wird (Abb. 13). Der Tropfen haftet am auBeren Rand der Kapillare K unter dem 
Randwinkel # mit der Wand. Die Kapillare kommuniziere mit dem GefaB G, 
dann wird im Gleichgewicht das Niveau N etwas oberhalb 
der Miindung M der Kapillaren liegen. Fiir diesen Fall 
gilt wieder die Gleichung (1) von Ziff. 15; z rechnen wir 
von der Kuppe an. Wir haben dann 


aa 2 
Pt 4+22-F=0. (1) 


vary tp 
Die Form der Kurve ist jetzt wenig von Belang. Es ist 
dagegen ein Leichtes, das Gewicht bzw. Volumen eines 
Tropfens zu ermitteln, welcher durch Anderung des 
Niveaus N zum Abfallen gebracht werden kann. Zu 
jedem Niveau bildet sich ein Tropfen aus, dessen Volumen 
jedoch ein gewisses Maximum nicht itberschreiten kann; Abb. 13. 
ein weiterer Zuflu8 zum Tropfen ist daher physikalisch 4ngender Tropfen. 
nicht méglich und der Tropfen muB8 abreiBen. 

Das Volumen V des ausgebildeten Tropfens errechnet sich auf Grund der 
Abb. 13 folgenderweise: Der Tropfen hangt an einem Kreis vom Radius k; 
die Kraft, welche die Wand auf ihn in Richtung des Vertikalen ausiibt, ist daher 
2a Rysint, wo tgr=. Diese Kraft mu8 dem Gewicht des Tropfens Vog 
vermehrt um das der Saule zwischen M und N gleich sein. Nunist MN = AN — 2p, 
falls zz die Héhe der Miindung iiber der Kuppe bedeutet. Aus der Differential- 
gleichung (1) folgt jedoch 








ee (og 
AN a Ro ) 
so dab 
: (4 
V =oaRsint — Rea (S — zn) 

wird. Das Volumen ist also auf die Variable R, zuriickgefiihrt, nur daB auch zz 
und rt explizit darin vorkommen. LounsTEtIN?) hat die Gleichung (1) numerisch 
integriert und so fir verschiedene Werte von Ry das Volumen errechnet. Er fand, 
daB mit zunehmendem Ry, also steigendem FliissigkeitszufluB, V bei gegebenem R 
durch ein Maximum ging, welches eben das AbreiSvolumen ist. Allerdings 
gibt V noch nicht das Volum des heruntergefallenen Tropfens, da ein Teil nach 
dem AbreiBen hangen bleibt. Wird auch diesem Umstand durch eine wahr- 
scheinliche Annahme Rechnung getragen, so erhalt man Tropfengewichte, die 
mit den experimentell von RAYLEIGH?) ermittelten Gewichten gut iibereinstimmen. 

17. Axialsymmetrische Probleme ohne duBere Kraft. Zum SchluB seien 
diejenigen axialsymmetrischen statischen Probleme behandelt, bei denen ein 
auBeres Potential nicht vorkommt. Solche Falle sind in zweierle1 Weise herzu- 
stellen. Erstens kann man eine Fliissigkeit in einer anderen nicht mit ihr misch- 
baren von gleicher Dichte schweben lassen, so daB die Wirkung der Schwere 
aufgehoben wird. Dann bilden sich wie bei den Versuchen von PLATEAU®) ver- 
schiedene Oberflachen aus, die sich auch theoretisch voraussagen lassen. Zweitens 
gehoren hierher die dinnen Lamellen, wie Seifenblasen, welche allerdings 
nicht a¥solut stabile Gebilde darstellen, da innerhalb der Lamelle die Fliissigkeit 


1) Tu. LoHNSTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 20, S. 237. 1906. 
2) Lord RayLetcu,, Phil. Mag. (5) Bd. 48, S. 321. 1899. 
3) J. PLATEAU, Statique exp. et théor. d. liquides. Paris 1873. 
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stets langsam nach unten abflieBt. Jedoch erfolgt dieses FlieBen wegen der hohen 
inneren Reibung oft so langsam, daB man solche Gebilde wenigstens quasistatisch 
auffassen kann. Jede Variation eines Oberflachenelementes ruft sofort eine 
ebensolche des gegeniiberliegenden Elementes der zweiten Oberflache hervor, 
da ein FlieBen der Fliissigkeit parallel zu den Flachen, wie gesagt, sehr langsam 
erfolgt. Das hat aber zur Folge, daB bei beliebiger Variation der Oberflache die 
Anderung der Schwereenergie klein von zweiter Ordnung sein wird und demnach 
gegeniiber der Anderung der Oberflachenenergie vernachlassigt werden darf. 
Es gilt daher fiir alle hierhergehérigen Falle die Gleichung 


e+ q)—4=0, 


oder, da wir es mit axialsymmetrischen Problemen zu tun haben, 





d 
te aa =. (1) 
Integriert ergibt das 
rp Aye 
—— — K=0 2 
Vicige tans = 


und 





a re: 
Ae ty, (3) 
n-(E-x) 


also ein elliptisches Integral. Ist K positiv, dann hangt sein Wert mit jenem 
Radius 7) zusammen, fiir welchen die Kurve des Meridianschnittes senkrecht 
zur z-Achse verlauft, also = 0 ist. Es wird dann namlich 


A 


fs Seb 
i= 3, 10- 
Ist K negativ, so folgt durch Differenzieren aus (2), daB dann 
<9 A /2 
—kK —— 2770 ) 


wo % den Wendepunkt der Kurve bedeutet, fiir welchen dp/dr = 0 ist. Die 
Analyse des elliptischen Integrals (3) ergibt fiir diese beiden Falle zwei verschiedene 
Kurven. Fir positive K bekommt man als Rotationsflache das Nodoid 
(Abb. 14a), dessen Meridianschnitt durch den Brennpunkt einer Hyperbel be- 
schrieben wird, falls man diese an der z-Achse entlang rollen 14Bt. Die andere 
Halfte der Hyperbel erzeugt die entsprechende Kurve links von z. Fiir p= co 
hat man 


Ay 
: A Sige as 
woraus 


7? Pas 
Pie Wg ot Pa 


Ein Grenzfall des Nodoids ist die Kugel, wenn namlich 7, = 7) = K = 0; es fehlen 
die inneren Schleifen, und die Spitzen reichen bis zur z-Achse. Die Kurve besteht 
aus einer Reihe von nebeneinanderliegenden Kreisen. Die abrollenden Hyperbeln 
arten in diesem Fall zu Geraden aus. | 

Ein anderer Grenzfall ergibt sich fiir 4 =0; dann ist y/4 = co, ebenso 
7, = 00. Die Kurve besitzt. bloB eine nach auBen konkave Schleife, die Gleichung 
(2) 14Bt sich wegen 4 = 0 in endlicher Form integrieren, man erhdlt, wie sich 
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leicht zeigen 1aBt, die Gleichung einer Kettenlinie (Abb. 14b). Ihre Rotationsflache 
heiBt Katenoid. Die Kurve entsteht durch Abrollen einer Parabel langs der 
z-Achse. Da 4/2 y die mittlere Kriimmung bedeutet, die bei all diesen Fallen 
konstant ist, so folgt, daB die mittlere Kriimmung des Katenoids stets Null ist, 
die Konkavitat der Langsrichtung nach hebt die Kon- 
vexitat der Querrichtung nach gerade auf. 

Fiir negative K erhalt man als Flache das Unduloid 
(Abb.14c). Der Meridianschnitt entsteht durch Abrollen 
einer Ellipse. Fiir die kleinste und gréBte Entfernung 
von der z-Achse hat man 








(2 ea 
? 1y 
rise : fa %- 


Als Grenzfalle hat man den Zylinder: 7, = 72 =1% = }/A; 
die Kugel: 7, =7)=0; und das Katenoid: 7,=y/A=oo. 
Im ganzen sind es also fiinf verschiedene Kurven, 
die man in der Tat je nach den Versuchsbedingungen A . 
erhalten konnte. Wohl die am meisten bekannte Se en 
Form ist die Kugel, die, wie schon erwahnt, immer Krafte. 
dann entsteht, falls 7, = 0, d. h. wenn die Flache bis @Nodoid 6 Katenoid ¢ Unduloid. 
an die Drehachse heranreicht. Wird die Fliissigkeit 
nicht durch einen axialen Kérper durchbohrt, so entsteht immer die Kugel, 
wird sie dagegen axial von einem festen Kérper durchsetzt, so entstehen auch 
die genannten anderen Flachen. Die Kugel braucht nicht an beiden Achsen- 
punkten ausgebildet zu sein, taucht z. B. von unten ein Korper in die Kugel 
ein, so wird diese unterbrochen, wobei an der Beriihrungsstelle der Randwinkel 
zum Vorschein kommt. Eine andere Frage ist, welche von den anderen Formen 
die stabile ist. Hieriiber bestehen auch gewisse durch das Experiment bestatigte 
GesetzmaBigkeiten. 

18. Dynamische Probleme. Wir gehen nun von den statischen Er- 
scheinungen zu den dynamischen iiber. Hierbei handelt es sich allgemein um 
folgendes. Es sei eine Fliissigkeitsoberflache gegeben, von der nach dem Voraus- 
gegangenen bekannt ist, welche Form sie im Falle des Gleichgewichts annehmen 
wiirde. Nun soll von auBen her an einer Stelle die Oberflache deformiert werden. 
Dadurch werden die Kapillarkrafte wachgerufen, die Flissigkeit strémt der 
Gleichgewichtslage zu, wobei die Teilchen eine gewisse Geschwindigkeit erlangen, 
vermége deren sie iiber die Gleichgewichtslage hinausschieBen, die entgegen- 
gesetzte Deformation hervorrufen, so daB sich das Spiel wiederholen wird. Es 
werden daher Schwingungen entstehen, ebenso wie etwa bei einer aus dem 
Gleichgewicht gebrachten Feder. Die Schwingungsdauer oder die Wellenlange 
dieser Schwingungen wird hierbei durch die Materialkonstanten bestimmt, man 
kann in den meisten Fallen von Eigenfrequenzen reden. Ihre Messung fiihrt 
daher zu einer Anzahl von Methoden zur Bestimmung der Kapillaritatskonstanten. 
Meistens gibt es nicht nur eine bestimmte Frequenz, sondern deren unendlich 
viele, welche die Oberschwingungen. zu einer Grundschwingung darstellen. 

Die Aufgabe, die jeweils zu lésen ist, besteht also darin, den Zusammenhang 
zwischen der Frequenz der Schwingung und den Materialkonstanten abzuleiten. 
Dies geschieht auf Grund hydrodynamischer Betrachtungen. Und zwar gilt 
allgemein, daB die Flissigkeiten, die in Betracht fallen, eine verhaltnismaBig 
geringe innere Reibung haben, so daB der Geschwindigkeitsvektor als Gradient 
eines skalaren Geschwindigkeitspotentiales y dargestellt werden kann1). Da 


1) Vgl. Kap.1 ds. Bd. des Handb. 
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die Flissigkeiten inkompressibel angenommen werden, so folgt die LAPLACEsche 
Gleichung anc (4) 


der das Potential stets geniigen muB. Die Lésung hat die jeweiligen Grenz- 
bedingungen zu befriedigen, insbesondere die, daB an der Grenzflache die Summe 
der Abweichungen von dem hydrostatischen und dem statisch-kapillaren Druck 
verschwinden muB. Dieser letzte Satz ist der eigentliche Kern der Betrachtung, 
da in der Hydrodynamik die Druckglieder zu der Energiegleichung der starren 
Kérper additiv hinzutreten; wirkt doch der Gradient des Druckes ebenso als 
Kraft, wie der Gradient des Potentials. Die genannte Grenzbedingung stellt 
daher nur eine andere Formulierung der Konstanz der Summe von potentieller 
und kinetischer Energie dar und enthalt die Grundlage fiir das Zustandekommen 
der Schwingung. Die Abweichung vom hydrostatischen Druck ist der hydro- 
dynamische Druck, der seiner GréBe nach durch 

eve ee Be - Qu? (2) 
gegeben ist, wo v die Geschwindigkeit bedeutet. Da diese als klein anzunehmen 
ist, so kann man das zweite Glied vernachlassigen. 

Die Abweichung vom statisch-kapillaren Druck ist durch 


1 1 1 1 
rz + a ae a 3) 
gegeben, wo R, und R, die Hauptkriimmungsradien und die mit Null bezeichneten 
Gr6Ben die entsprechenden Radien im statischen Zustand bedeuten. (3) ist als 
Funktion der Lagekoordinaten auszudriicken. AuBer der genannten Grenz- 
bedingung kommen dann auch noch andere hinzu, die jeweils der speziellen Auf- 
gabe entsprechen. 

19. Der schwingende Tropfen. Als erster Fall sei der schwingende Tropfen 
behandelt. Dieser sei entweder klein, oder aber in einer zweiten Fliissigkeit 
gleicher Dichte suspendiert, so daB er im Gleichgewicht Kugelgestalt annimmt. 
AuBerdem sei angenommen, daB stets Rotationssymmetrie herrsche. Wir fiihren 
zunachst Kugelkoordinaten 7, gy, ein. Als Lésung der Differentialgleichung (1) 
von Ziff. 18 hat man dann . 





v= >’ fir Py(coss), (1) 


wo die , reine Zeitfunktionen und die P,, LEGENDREsche Kugelfunktionen erster 
Art m-ter Ordnung bedeuten. Eine Abhangigkeit von » besteht nicht. Uber die 
Funktionen £,, 1aBt sich Genaueres durch Beriicksichtigung der Grenzbedingungen 
angeben. Zundchst ist es méglich, den Radiusvektor des Meridianschnittes als 
Funktion von cos# in eine Reihe von Kugelfunktionen zu entwickeln, da die 
Abweichungen von der Kugelgestalt als klein angenommen werden; diese Ent- 
wicklung ist hier vorteilhaft, da y auch aus einer solchen Reihe besteht. Also 
setzt man 


T= , On Py (cos?) , (2) 


wo die Xn Zeitfunktionen und im Verhdltnis zu &» klein sind. Die Normal- 
geschwindigkeit an der Oberfldche ist einerseits durch 0R/0t, andererseits durch 
Ow/Or gegeben, so daB aus (1) und (2) folgt 


m1 aX, § 
Byrn RG ne ‘at’ : (3) 
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wo Ro = % der mittlere Radius ist. Dies ist der Zusammenhang zwischen den 
Koeffizienten f, und «,. Ware «, als Funktion der Zeit bekannt, dann wire die 
Oberflache fiir jeden Augenblick gegeben, also die Aufgabe gelést. Diese Funktion 
wird geliefert durch die Grenzbedingung, wonach die Summe von Gleichung (2) 
und (3) in Ziff. 18 Null sein muB. Es ist 


oo 


dp Ry a2, 
BE Dy ait Pa(cosd). “) 
0 


Andererseits ist Gleichung (3) von Ziff. 18 aus Ziff. 13, Gleichung (1) zu erhalten, 
wenn man von den Zylinderkoordinaten z, rv, mittels der Beziehungen 








m= ncoos¥, «© f= 7rsind 
auf Kugelkoordinaten #, y transformiert. Man erhalt dann 
He oe =| Rp sy 
itp 7% y ave 
und 
1 p eet dey 
Sap a rt = 5 gece). 
Beriicksichtigt man hier, daB R — R, klein gegen R, ist, so wird 


re + a — me) = a l2R— Rel + aa galsin® Z|. 
Fihrt man 





uw=cost, du=—sinddd 
ein, so ergibt die Grenzbedingung 


4 a" x ad aber 
0 ASHP.) =F [2 dan Pat) + onze t — 0 Se], 
Nun gilt bekanntlich 
da ar. 
A(t — 2) | = n(n + 1) Pale) 


Setzt man dies in die Bedingungsgleichung ein, so muB, da die Gleichung fiir 
alle u-Werte giiltig, also eine Identitat sein muB, jedes Glied der Summe fiir sich 
allein der Gleichung geniigen, d. h. wenn man durch P, dividiert, 


a Xp 


A = —n(n — 1) ("+ 2) Fa On (5) 


Dies fiihrt zur Schwingungsgleichung fiir 0, 














Xn = a, sin22 v(t — to) 
mit der Frequenz 








gars 
2 o R3 « 


Die Grundschwingung beginnt offenbar bei 1 = 2 und hat die Frequenz 


= Ay 2r 
de o Rs” 


Vermége dieser Gleichung laBt sich y aus v ermitteln,wobei also y die Schwingungs- 
zahl at.gibt, mit welcher ein aus der Gleichgewichtslage gebrachter Tropfen um 
diese Lage schwingt. 

20. Kapillarwellen. Als zweites Beispiel soll die freie Oberflache einer 
ausgedehnten Flissigkeit behandelt werden. Die in Ziff. 18 besprochene Schwin- 
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gung wird sich hier von der Storungsstelle aus nach allen Richtungen verteilen; 
es werden sich sinusférmige Wellen bilden. Hier kann man von Eigenfrequenz 
offenbar nicht reden, vielmehr wird es sich darum handeln, die zu einer bestimmten 
Frequenz, die wir von auBen aufdriicken, zugeh6rige Wellenlange, oder was das- 
selbe ist, Ausbreitungsgeschwindigkeit zu ermitteln. Die Oberflache einer Fliissig- 
keit 14Bt sich von der Wirkung der Schwere nicht so einfach befreien wie die 
eines Tropfens. Man miiBte sie dazu ganz mit einer zweiten mit ihr unmischbaren 
ausgedehnten Flissigkeitsmasse derselben Dichte itberschichten, was bei der 
Ausfithrung auf Schwierigkeiten stoBen diirfte. Die ausfithrliche Rechnung 
zeigt jedoch, da bei héherer Frequenz die Wirkung der Schwere neben der der 
Oberflachenspannung zu vernachliassigen sein wird. Wir beschranken uns daher 
im folgenden auf solche Frequenzen und wollen dann von der Schwere einfach 
absehen. Als weitere Vereinfachung sei ein geradliniger Wellenzug angenommen, 
der in der x-Richtung fortschreitet. Dann gilt fiir die Oberflache (z = 0) 
: Wee 

z= Zsin2n(= — yi), (1) 
wo » die Frequenz, 4 die Wellenlange und Z die Amplitude bezeichnet. Das 
Geschwindigkeitspotential y als Lésung der Differentialgleichung (1) von Ziff. 18 
mu8 auch eine solche periodische Funktion von derselben Frequenz sein, nur muB 
die Amplitude fiir z = —oo verschwinden. AuBerdem soll 0z/0t fir z = 0, also 


—2n Z cos2n(* — v2) 


den Ausdruck 6y/0z fiir z = 0 darstellen. Diesen Bedingungen entspricht, wie 
leicht nachzuweisen, . 


yy <A Z 8811 cos 2n(= — vt). 


Jetzt ist der hydrodynamische Druck zu bilden. Es ist 
oy 


) Ue =0) 


Der kapillare Uberdruck (z = 0) ist nach dem ersten Ausdruck in Ziff. 9, Glei- 
chung (1) fiir kleine #-Werte 


= —2n dy Z sin2n( = — vt) ; 


Oz 


ys = Y Ox2° 
Also muB gelten 
o2 
Ya = —2n A v2 9 Zsin2a(~ — vt). 


Aus (1) 62z/6x? berechnet und in die letzte Gleichung eingesetzt, ergibt als Be- 
dingung der Identitat 








4 2 
oe = 2n1r0, 
woraus 
Pe 
Me 7 22 (2) 


MiBt man bei bekanntem y die entstandene Wellenlange oder die F ortpflanzungs- 
geschwindigkeit v = Av, so 14Bt sich y berechnen. 

21. Schwingender Strahl. FlieSt ein Fliissigkeitsstrahl aus einer Offnung 
heraus, so bildet er, falls die Offnung kreisférmig ist, einen Zylinder. Anders 
wenn die Offnung von der Kreisform abweicht, also z. B. eine Ellipse ist (Abb. 4 oe 
Die Ebene des Ausflusses sei durch 4 gekennzeichnet. Die Oberflachenkriafte 
werden bestrebt sein, den Strahlenquerschnitt kreisférmig zu gestalten, er wird 
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sich bei a und ¢ zusammenziehen, bei b und d ausdehnen. Dabei wird die Kreis- 
form infolge der Tragheit ubersprungen, bis beim Querschnitt 2 die Ellipse um 
90° gedreht wieder erscheint, wo dann die Oberflachenkrafte die Geschwindig- 
keitsrichtungen umkehren und bei 3 der Zustand 4 wieder hergestellt ist, so daB 
das Spiel von neuem beginnt. Der Fall in Abb. 45 ist natiirlich 


stark spezialisiert, und man sieht wohl ein, da8 im allgemeinsten 2 
Fall der Radiusvektor sich sowohl in der Abhangigkeit von z wie d 
von y in eine Fourtersche Reihe entwickeln lassen wird: La aS o 


R= Ry + >" An cosn p cosmz, win 
i ates 


wo sich die Koeffizienten A, aus der Form der AusfluBéffnung ten 
berechnen lassen. Die einzelnen Glieder der Reihe sind vonein- 

ander unabhangig, so daB wir unbeschadet der Allgemeinheit 

mit nur einem Glied rechnen wollen: 


Abb. 15. 
R= R,+Ancosnpcosmz. (4) Schwingender 
Es wird sich namlich zeigen, daB zu jedem » eine bestimmte Strahl. 


Schwingungszahl y gehért, so daB sich im Falle mehrerer n die 
Schwingungen einfach superponieren. Ist die Geschwindigkeit des Strahles v, 
dann gilt fiir die Wellenlinge 2 = v/y und, da aus (1) m = 22/4 folgt, so wird 


Quy 
My = 
Uv 





2 


m wird also durch die Ordnungszahl der Schwingung ebenfalls bestimmt. 

Das Geschwindigkeitspotential y, welches der LapLaceschen Gleichung 
genigen mu8, wird bei Anwendung von Zylinderkoordinaten bekanntlich durch 
harmonische Funktionen von z und und zugleich durch BessEtsche Funktionen 
von y dargestellt. In Ubereinstimmung mit (1) wird also 





y= BrJn(tmr) cosnycosmz. (2) 
Der Zusammenhang zwischen A, und B, ergibt sich wieder daraus, daB 
Jip Bo 
Ot \dr/R 
sein soll; also wird 
AALeTE ee 
d =1mB,J,,(imR,) , (3) 


wo wir statt R einfach Ry geschrieben haben wegen R— Ry<R. Die Ab- 
hangigkeit der A, von der Zeit, also y, wird wiederum durch die Grenzbedingung 
ermittelt. Die mittlere Kriimmung wird sich als Summe der Kriimmungen im 
Quer- und Langsschnitt darstellen lassen. Fiir die Zunahme der ersten iiber 
4/Ry hat man nach einfacher Rechnung 

oS A, COSN MP COSM 2 , 
fiir die der zweiten 

m* A, COSN Y COSM 2. 

Weiter wird 


Ot) Ry im Ji (im Ro) de 





4) Jnr(tm Ro) cosnpcosmz aA, 


Demnach kommt 
@A,  _tmy Jn(em Ro) ; 
df. on Jn(tm Ro)” 
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(n? —1 + m? Ri) 
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Dies entspricht einer harmonischen Schwingung, deren Schwingungszahl y durch 
imy(n® —1 +m? R2) Ji (im Ry) 

42° 0 R? Talim)’ 
oder wenn man fiir kleine Werte des Arguments (groBe Wellenlangen) die Reihen- 
entwicklung der BrssELschen Funktion mit dem ersten Glied abbricht, durch 


ae 








2 (08 — 2) 
42° 9 Ri 
bestimmt ist. Setzt man v = v/A ein, so hat man mit = 2 
_, 2n* D0 
sewer 


FlieBt aus einer schwach elliptischen Offnung (n = 2) vom mittleren Radius Ry 
eine Fliissigkeit von der Dichte @ mit einer Geschwindigkeit v aus, so gibt die 
Messung der Wellenlange, d. h. der Entfernung der periodischen Einschnirungen 
eine Methode zur Ermittlung der Oberflachenspannung. 

22. Aufstieg in Kapillarrohren. In neuer Zeit hat GuyE1) den Versuch 
gemacht, eine neue Art von dynamischer Behandlung einzufiihren, speziell fiir 
den Fall des Aufstieges in kapillaren Réhren. Seine Ausfiihrungen seien an- 
deutungsweise wiedergegeben. In einer Kapillare wird die Flissigkeit von den 
obersten Schichten hochgezogen. Die oberste Schicht verdunstet allmahlich, 
wird neu gebildet, zieht die unter ihr liegenden Molekeln hinauf, was einem 
mechanischen Zug gleichgesetzt werden kann. Ist die Energie der obersten 
Schicht in Abhangigkeit von der Dicke E(e), so ist die Kraft gegeben durch 
—dE/de. Dieser Kraft wirken die Schwere der gehobenen Saule und die Reibung 
entgegen. 

Zunachst kann man daraus gewisse Folgerungen auf den ausgebildeten 
stationdren Zustand ziehen. Als Grenzbedingung hat man die durch die auBeren 
Umstande bewirkte Verdunstungsgeschwindigkeit, der sich automatisch eine 
solche Dicke e der obersten Schicht zuordnen wird, daB die so hervorgerufene 
Sauggeschwindigkeit den durch die Verdunstung bewirkten Verlust gerade er- 
setzen kann. 

Zweitens aber wird durch Integration der Differentialgleichung zwischen 
den Kraften das Entstehen der kapillaren Sdule behandelt. Man kann den 
Zusammenhang zwischen augenblicklicher Héhe der Saule # und der Zeit ¢ 
berechnen. Fiir den Beginn des Aufstieges erhalt man eine Gleichung von der 
Form 

B= RYE, 
fiir groBe Zeiten dagegen wird 
h= H—e-**, 


wo H die Hohe fiir t= oo ist. Jegliche experimentelle Bestatigung dieser 
Gleichungen steht noch aus. 


Ill. Kapillaritat und chemische Konstitution. 


23. Allgemeine Bemerkungen. Als erstes behandeln wir die Oberflaichen- 
spannung einheitlicher Stoffe. Diese sind schon vielfach zahlenmaBig bestimmt 
worden. Da hierfiir viele, z. T. genaue, z. T. nur rohe Methoden vorliegen 
(s. Abschnitt VI), so sind die Bestimmungen dementsprechend verschieden ver- 


1) C. E. Guyez, Arch. sc. phys. et nat. Bd. 42, S. 63. 1925. 
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1aBlich. Theoretisch liegt ein hohes Interesse vor, diese Zahlen zu kennen, da 
sie einen unmittelbaren Einblick in die Starke der molekularen Anziehung der 
Stoffe gewahren. 

Bevor wir einen Auszug des vorhandenen Experimentalmaterials mitteilen, 
seien einige allgemeine Bemerkungen vorausgeschickt. Es ist zu erwarten, daB 
alle’ Eigenschaften, die mit der molekularen Anziehung irgendwie zusammen- 
hangen, auch einen Zusammenhang mit der Kapillarkonstanten aufweisen werden. 

Am deutlichsten ist die Symbasie mit der VAN DER WAALSschen a-Konstante, 
ferner mit der Verdampfungswarme, die um so gréBer sein muB, je starker die 
Molekeln sich anziehen. Uber diese zweite GréBe soll spater (Abschnitt V) aus- 
fiihrlicher gesprochen werden. 

Neuerdings versuchte It11N!) auf Grund einer elektrischen Theorie der 
Adsorption einen zahlenmaBigen Zusammenhang zwischen Adsorptionswarme 
bei der Adsorption von Gasen an festen Adsorbenzien und deren Oberflaichen- 
energie zu ermitteln. Die Oberflachenenergie wird somit ein Ma® fiir die Ad- 
sorptionsaktivitat fester Kérper. Allerdings sind von CASSEL?) gewisse Ein- 
wande gegen diese Theorie erhoben worden. 

Andererseits gibt es GréBen, die der Kapillarkonstanten antibat laufen, 
und zwar alle jene, welche durch eine lockere Anordnung der Molekeln begiinstigt 
werden. So insbesondere die Kompressibilitat, welche um so starker sein wird, 
je weniger dicht die durch die eigene Anziehung bewirkte Packung der Molekeln 
ist; sodann die Lésefahigkeit fiir fremde Stoffe, wie ohne weiteres verstandlich. 

_ Aus der in Ziff. 3 gegebenen Darlegung folgt auf jeden Fall, daB y auBer 
vom Molekulargewicht « noch von zwei wesentlichen Konstanten, namlich dem 
elektrischen Moment m der Molekeln und der kleinsten Entfernung d zwischen 
denselben abhangt. Beziiglich m sei erwahnt, daB es nicht unbedingt ein Dipol- 
moment zu sein braucht. Die Theorie ist auch leicht fiir den Fall auszudehnen, 
da nur die Quadrupolmomente von Null verschieden sind, m nimmt dann statt 6 
den Wert 8 an. Jedenfalls wird man, falls nach dem Zusammenhang zwischen 
Kapillarkonstanten und chemischer Konstitution gefragt wird, daran denken 
miussen, daB groBe Dipol- (oder Quadrupol-) Momente fiir hohe y-Werte giinstig 
sind (daher auch ein gewisser Parallelismus mit der Dielektrizitatskonstanten). 


Aber ebenso wichtig ist die GréBe d. Die Formel fiir sie, namlich VuloN 
kann, wie schon im ersten Abschnitt erwahnt, héchstens zum Anhaltspunkt 
dienen und ist iiberdies abgeleitet, insofern nicht d von @, der Dichte abhangt, 
sondern umgekehrt 9 durch d bestimmt wird. Die Entfernung, bis zu welcher 
sich die Molekeln nahern kénnen, hangt eng mit ihrem speziellen Bau zusammen. 
Sie besagt namlich, wie sich jene Gruppen, von der die Momente bedingt werden, 
gegenseitig nahern kénnen, ohne daB die durch die Elektronenhillen bewirkte 
AbstoBung die Oberhand gewinnt, wie weit also die Molekeln sozusagen ineinander 
greifen k6énnen. 

Es sei noch auf zwei Punkte hingewiesen, welche zu der hier in Rede stehenden 
Frage beitragen kénnen. Die Ableitungen der Oberflachenspannung bedirfen 
ndmlich zweier Erginzungen. Auf die eine ist von LANGMUIR®) hingewiesen 
worden. Wie schon erwahnt und weiter unten etwas naher ausgefithrt wird, 
besteht groBe Wahrscheinlichkeit, daB die Molekeln an den Oberflachen gerichtet 
sind. Die Beriicksichtigung dieses Umstandes fiihrt nicht nur zu einer Ab- 
anderung der mathematischen Entwicklungen, sondern zu einem weiteren Be- 
riihrungspunkt zwischen y und chemischer Konstitution. LANGMUIR sagt, wenn 


VB. ini, ZS. f phys. Chem. Bd. 116, 5.431. 1925. 
2) Hi. .Casser, Phys. ZS. Bd. 26, S. 862. 1925. 
3) I. Lanemuir (FuBn. 6, S. 344). 
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auch nicht sehr exakt, daB die Oberflachenenergie hauptsachlich durch die nach 
auBen ragenden Gruppen bedingt wird. In der Tat werden gerade jene Gruppen, 
die nach auBen stehen, ungesdttigte Valenzen aufweisen. LANGMUIR gelang es 
auch auf diese Weise, einige GesetzmaBigkeiten aufzuklaren, z. B. die gleiche 
Oberflachenspannung vieler organischer Verbindungen, wenn nur ihre weniger 
aktiven, also nach auBen stehenden Gruppen dieselben sind. 

Der zweite Punkt ist die ebenfalls schon erwahnte AbstoBungsenergie der 
Molekeln. Da das AbstoBungspotential an der Grenze — im Gegensatz zur 
Anziehung — abnehmen muB, so wiirde daraus ein weiterer negativer Term in 
den Ausdruck fiir y eingehen. Wie weit aber die Gré8enordnung dieses Terms 
der des schon vorhandenen positiven vergleichbar ist, miiBte noch gesondert 
untersucht werden. 

24. Werte der Kapillarkonstanten. Nach diesen kurzen Andeutungen 
mogen die wichtigsten Ergebnisse der Messungen mitgeteilt werden?). Die 
Temperatur ist in Celsiusgraden, y in dyn/cm ausgedriickt. 


14. Elemente. 























Gasphase | Temperatur Beobachter Methode 
Antimon CO, 432 317 QUINCKE ”) Tropfengewicht 
Blei Vakuum 377 394 HAGEMANN?®) Schwing. Strahl 
Brom Luft NS 44,1 QUINCKE Steighéhe 
Eisen 50 geschm. 970 a TropfenhGdhe 
Gold . ; 1070 612 HEYDWEILLER*) | Tropfenkriimm. 
Kadmium . . | Vakuum 350 | 546 HaGEMANN Schwing. Strahl 
EGalinamay ee ets CO, 62 412 QUINCKE Tropfengewicht 
Kaipier ue mas none: Luft geschm. 581 Tropfenhéhe 
INERowinel 6) “ac Bes Co, 90 294 Me Tropfengewicht 
Phosphor . : as geschm. 52 ee i 
Platin ol Mkehets hs! Us" ee Luft 2000 4 8 1 9 ” ” 
Quecksilber . . . . | Dampf 20 472 HAGEMANN Schwing. Strahl 
Scliwelelaemmeme sia Luft 141 58 ZICKENDRAHT®) Druck i. Blase 
Selen 2A hae sie ap 217 93 QUINCKE Tropfengewicht 
Silber at oe ae 33 1000 782 ” ” 
Wismut 6 2 6 6 6 {Pe Eieiionan 365 300 HAGEMANN Schwing. Strahl 
Znk....... Luft 360 967 QUINCKE Tropfengewicht 
hci go) 6 ood 5 Gap \elienhobaal 247 540 HAaGEMANN Schwing. Strahl 

2. Anorganische Verbindungen. 

Antimontrichlorid . Ny 74,5 49,6 JAEGER ®) Max. Drucki. Bl. 
Arsentrichlorid ‘ = 20,8 39,4 Re 
Bariumchlorid. . . Luft geschm. 171 MotTyLEwski1’) Tropfengewicht 
Kaliumbichromat . Ny 420 140,1 JAEGER Druck i. Blasen 
Kaliumbromid . . 3 775 85,7 oh 
Kaliumchlorid. . . rs 799.5 95,8 np sf 
Kaliumjodid .. . s 737 75,2 . is 
Kaliumnitrat .. . 3 380 110,4 3 é 
Kaliumsulfat .. . 5A 1070,2 143,7 a i 
Kalziumchlorid ales Luft geschm. 152 MotryLEwSKI Tro fant ewicht 
Lithiumchlorid a74a N, 614 137,8 JAEGER Dials Big ed 
Lithiumnitrat ... = 358,5 111,5 aA > 


1) Unter Benutzung der Tabellen von G. MEYER in LANDOLT-BORNSTEIN-ROTH Physik.- 
chem. Tabellen. Berlin 1923. ; 
) G. QuincKE, Pogg. Ann. Bd. 160, S. 337. 1877; Wied. Ann. Bd 64, S 
) Hacemann, Dissert. Freiburg 1914. Te ee 


isd 


3 


eS 


) A. HEYDWEILLER, Wied. Ann. Bd. 62, S. 694.1901; Ann. d. Phys. Bd Sai 
H. ZICKENDRAHT, Ann. d. Phys. Bd. 21, S. 144. 1906. 4 es ee 
) 


oO oo 


F. M. JarGER, Wiener Ber. Bd. 101, S. 158. 1892. 


7) MotyLewskI, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 38, S. 410. 1904. 


Ziff. 24. 


Werte der Kapillarkonstanten. 
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2. Anorganische Verbindungen. (Fortsetzung.) 










Lithiumsulfat . 2 223,8 
Natriumazetat Luft geschm, 38,8 
Natriumborat . BS 1000 212 
Natriumbromid Ny 760,9 105,8 
Natriumchlorid Fe 802,6 113,8 
Natriumjodid . 7 705,5 85,6 
Natriumkarbonat Luft geschm 179 
Natriumnitrat . N, 321,5 119,7 
Natriumsulfat . ie 900 194,8 
Natriumwolframat . Pe 710 20863) | 
Phosphortrichlorid . ‘ 35,2 25,8 
Rubidiumchlorid fe 750 9557 
Rubidiumnitrat . re 326,5 107,5 | 
Rubidiumsulfat Pe 1086 132,5 
Silberbromid Luft geschm. 121,4 | 
Silberchlorid ss 450,2 125 
Stannochlorid . N, 307 97 
Thallonitrat . xi 210 117,3 
Wasser . Luft 

+ Dampf 20 72,53 
Wismuttrichlorid Luft 271 66,2 
Zasiumchlorid . N, 663,7 89,2 
Zasiumnitrat os 425,5 91,8 
Zasiumsulfat ‘a 1036 a2 153 


















Beobachter 


JAEGER 
MotTyYLEWSKI 
QUINCKE 
JAEGER 


” 


”? 
QUINCKE 
JAEGER 


” 
GRADENWIT7z 4) 
Lorenz u. Mitarb.?) 
JAEGER 


” 


VOLKMANN 3) 
JAEGER 


3. Verflissigte Gase. 





Temperatur 








Ammoniak — 29 
Argon —183 
Chlor . , — 72 
Kohlendioxyd . =+- 20,9 
Kohlenmonoxyd . —183 
Sauerstoff —183 
Schweflige Saure — 25 
Stickstoff . : —183 
Stickstoffoxydul . + 19,8 
Wasserstoff . —252,8 











Bary u. DonNAN?®) 


8 
5 
7 
0 VERSCHAFFELT §) 
3 Baty u. DoONNAN 
2 Baty u. DONNAN 
3 

Baty u. DONNAN 

VERSCHAFFELT 

KAMERLINGH- 


Beobachter 





GRUNMACH 4) 


GRUNMACH 


GRUNMACH 





ONNES’“) 


4. Organische Verbindungen. 









Gasphase 












Athylalkohol 
Athylamin 9,9 
Athylather 20 
Athylazetat . 25,1 
Athylbenzoat . 25 
Athylcinnamat 19 

1) A 


Zoewres 
<n 


JI aa 
SYS ESErr wr TE wa 
oS os 


= 


'g 


Temperatur 








Methode 





Druck i. Blasen 
Tropfengewicht 


Druck i. Blasen 


” 


Tropfenhéhe 
Druck i. Blasen 


Tropfen 
Steighdhe 
Druck i. Blasen 


” 


SteighGhe 
Druck i. Blasen 
Max. Drucki. Bl. 





Methode 


Kapillarwellen 
SteighGhe 
Kapillarwellen 
Steighdéhe 
Steighéhe 
SteighGhe 
Kapillarwellen 
SteighGhe 
Steighdhe 
SteighGhe 





20,4 
16,49 
22,2 
34,6 
37,08 








RAMSAY U.SHIELDS®) 


Beobachter 


JAEGER 


RAMSAY u. SHIELDS 


JAEGER 


»” 
| WALDEN u.SWINNE?) 


. GRADENWITz, Wied. Ann. Bd. 67, S. 467. 1899. 

. Lorenz, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 94, S. 301. 1916. 
OLKMANN, Wied. Ann. Bd. 56, S.457. 1895. 
. GRuNMaAcH, Ann. d. Phys. Bd. 22, S. 707. 1907. 

ALY u. DONNAN, Trans. chem. soc. Bd. 81, S. 907. 1902. 
. E. VERSCHAFFELT, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 4, S. 74. 1895/96. 
. KAMERLINGH-ONNES, Comm. Leiden 1916, S. 39. 
. RaMSay u. J. SuHretps, ZS. f. phys. Chem. Bd. 12, S. 433. 1893. 
. WALDEN u. R. Swinne, ZS. f. phys. Chem. Bd. 79, S. 700. 1912. 


Methode 





SteighGhe 
Blasendruck 
Steighéhe 
Druck i. Blase 
Blasendruck 

SteighGhe 
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4. Organische Verbindungen, (Fortsetzung.) 





Athylenchlorid 
Athylformiat 
Athyljodid 
Athylsenfol . 
Allylalkohol . 
Ameisensaure . 
Amylazetat . . 
i-Amylalkohol . 
Anilin : 
Anisol 

Azeton . 
Azetophenon 
Benzaldehyd 
Benzol . 
Benzonitril 
Benzylbenzoat 
n-Buttersaure . 
n-Butylalkohol 
_ n-Butylamin 
i-Capronsaure . 
Chinolin 
Chloroform 
Cyclohexan . 
Diathylketon 
Dichloressigsaure 
Dimethylamin . 
Essigsaure 
Formamid 
Glyzerin 
Guajokol . 
Hexan 


Jodbenzol 
o-Kresol 
Mercaptan 
Methylazetat . 
Methylalkohol . 
Naphthalin . 


Nitrobenzol . 
o-Nitrophenol . 
n-Octan 
Paraffin 
Phenol . 
Piperidin . 
Propionsaure 
Pyridin . 


Salizylaldehyd 


Schwefelkohlenstoff 


Tetrachlorkohlen- 
stoff . 


1.82 Oo RP & Pe 


8 


) 
) 
) 
) 
) 
) 


Gasphase 


N, 
Dampf 


” 









Temperatur 


19,6 
8,2 


25,4 
41,4 
16,7 
10 
20 
127 


13,6 
110 
15,5 


41,2 
16,5 
16,6 
17,5 
19,4 


20 





30; 
24,15 
30,0 
35,02 
25,99 
37,47 
24,46 
23,72 
42,5 
35,48 
23,35 
40,1 
39,19 
29,16 
39,61 
45,2 


26,74 


24,42 
DARE. 
25,97 
44,7 
27,62 
28,3 
25,97 
38,1 
18,1 
23,46 
57,93 
64,7 
37535 
18,54 


37,1 

36,21 
21,62 
25,14 
23,02 
27,98 


42,75 
40,00 
21,34 
30,56 
37,0 

29,89 
26,57 
36,69 


44,8 
33,58 


25,68 


f 


| 


| 





Ziff. 24. 





Beobachter Methode 
JAEGER Blasendruck 
Ramsay u. Aston) Steighdhe 
RAMSAY u. SHIELDS re 
HomFray u. GuYE?)| Blasendruck 
RAMSAY u. SHIELDS Steighéhe 
JAEGER Blasendruck 
GUYE u. Baup§) Steighdéhe 
RAMSAY u. SHIELDS o 
JAEGER Druck i. Kapill. 
RAMSAY u. SHIELDS Steighdohe 
VOLKMANN 5 
GUYE u. BaupD 5 
JAEGER Blasendruck 
RamSAy u. SHIELDS Steighdéhe 
JAEGER Blasendruck 
RAMSAY u. SHIELDS Steighdéhe 
JAEGER Blasendruck 
Ramsay u. ASTON Steigh6he 
JAEGER | Blasendruck 
MorcGan u. Owen’) | Tropfengewicht 
JAEGER Blasendruck 
RAMSAY u. SHIELDS Steighé6he 
WALDEN ®) * 
DomkKE ®) 3 
RAMSAY u. SHIELDS 
DutoirT a 
u. FRIEDERICH“*) 
JAEGER Blasendruck 
BOLE u. Guve§) Steighdhe 
RAMSAY u. SHIELDS 3 
RAMSAY u. ASTON an 
Ramsay u. SHIELDS] , 3 
DvutToit fs 
u. FRIEDERICH 
RAMSAY u. SHIELDS 59 
JAEGER Blasendruck 
RAMSAY u. SHIELDS SteighGhe 
QUINCKE Tropfen 
JAEGER Blasendruck 
Ramsay u. SHIELDS SteighGhe 
Dutoit Re 
u. FRIEDERICH 
JAEGER Blasendruck 
RAMSAY u, SHIELDS| — Steighdhe 





” 


) W. Ramsay u. F. W. Aston, ZS. f. phys. Chem. Bd. 15, S. 98. 1894. 
) Homrray u. C. E. Guys, Journ. chim. phys. Bd. 14, S. 544. 1904. 

.E. Guye u. Baup, Arch. sc. phys. et nat. (4) Bd. 11, S. 449. 1901. 
. L. R. Morcan u. Owen, Journ. Amer. Chem 


» Soc. Bd. 33; S. 1743. 4044. 
. WALDEN, ZS.. f. ¢ ew! 


G 

J. 

ie phys. Chem. Bd. 75, S. 555. 1911. 
DomxKe, Abh. Eich.-Komm. Bd. 2 Oe LeetOOos 
Dutoir u. FriEpDERIcH, Arch. sc. phys. et nat. (4) Bd. 9, S. 105. 1900. 
BOLLE u. C. E. Guve, Journ. chim. phys. Bd. 3, S. 38. 1905. 
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4. Organische Verbindungen. (Fortsetzung.) 


Stoff Gasphase | Temperatur y Beobachter Methode 
Thiophene... 1... Ng 0 33,5 JAEGER Blasendruck 
o-Toluidin . .. .| Dampf 8,1 39,09 Dutorr Steighdhe 

u. FRIEDERICH 
SPOIION 4. 5) a) sa e's Luft Sh ers 27,39 | WALDEN u. SWINNE 4 
Traubenzucker .. ~ 160 56,4 QUINCKE Tropfen 
Triathylamin .. . N, (0) 20,0 JAEGER Blasendruck 
Trichloressigsaure re 80,2 27,8 os ” 
BUGLOLGHS Sue «6 PA 21 34,8 i ” 
Tripalmitin . a 64,3 30,4 x ” 
aieISteamii <A = 6 Be 121 26,0 ¥ ” 
i-Valeriansaure . .| Dampf De 25,04 | RAMSAY u. SHIELDS Steighdéhe 
mexylol oo. ys a 15,7 28,97 DvutToItT Fo 

u. FRIEDERICH 














25. Grenzflachenspannung zweier Flissigkeiten. Um jetzt auf die Kapillar- 
konstante an der Grenze zweier fliissiger Phasen einzugehen, so ist zu bemerken, 
daB die Grenzflachenspannung keineswegs in einfacher Weise von den beiden 
Einzelspannungen abhangt. Man erhalt die Grenzspannung so, daB man die 
beiden Einzelspannungen addiert und daraus einen Ausdruck, welcher der gegen- 
seitigen Anziehung entspricht, abzieht, so wie es in Ziff. 3 Gleichung (5) dar- 
gestellt ist. Hierbei geht die neue GréBe dj, in die Formel ein, welche angibt, 
wie stark sich die beiden fremden Molekelarten nahern kénnen, sie hangt also 
in spezifischer Weise von den beiden Phasen ab. 

Gema8 dem Gesagten werden die Werte fiir die Grenzspannung im all- 
gemeinen kleiner sein als die fiir Oberflachenspannungen, wenn auch von der- 
selben GréBenordnung. Die Grenzspannung ist um so kleiner, je starker die 
gegenseitige Léslichkeit der beiden Phasen ist. Sind die beiden Fliissigkeiten 
miteinander mischbar, so gibt es streng genommen keine Grenzspannung, da 
es auch keine im Gleichgewicht befindliche Grenzflache gibt. Unterscheidet 
man von dem iiblichen statischen Wert von y den sog. dynamischen, wel- 
cher mit der Zeit veranderlich ist und keinem Gleichgewicht entspricht, 
so kann man allerdings eine solche dynamische Grenzspannung zwischen 
mischbaren Fliissigkeiten messen. Ihre Zahlenwerte legen natiirlich alle sehr 
niedrig. 

Hier folgen die Ergebnisse der Messungen zwischen Wasser bzw. Queck- 
silber gegen einige organische Fliissigkeiten. 


4. Wasser gegen organische Verbindungen. 





















Temperatur Beobachter Methode 

Benzol . 35,0 HarKINS u. CHENG!)| Tropfengewicht 
Chloroform 20 25,8 QUINCKE Tropfenhohe 
Heptylsaure . 20 7,54 |HaRKINS u. CHENG| Tropfengewicht 
Hexan : 10 Ble oe ” 
Kohlenstofftetrachlorid . 20 45,1 af 
Octany. : rare 20 50,8 ” ” 
n-Octylalkohol Mar tebat o8 30 8,97 > ” 

Oo VenOle mr sein eee <= 20 18,2 QUINCKE Tropfenhéohe 
Petroleum .. cae 20 48,3 PockELs?) Tropfengewicht 
Schwefelkohlenstoff. ee 20 38,8 QUINCKE Tropfenhéhe 


1) W. D. Harkins u. CHENG, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 43, S. 35. 1921. 
2) A. Pockets, Wied. Ann. Bd. 67, S. 668. 1899. 
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2. Onecksilber gegen andere Flissigkeiten. 


Stoff Temperatur y Beobachter Methode 
A CECOnME AE akc, 1) ae 20 390 HARKINS u. Ewine!)| Tropfengewicht 
Athyiater hs 3.) 6. 20 379 © ” 
Athylalkohol pi te yee We ie te 20 364 ” ; oe 
ATM VLAlKONOlG a). .ueiesl soe 25 262 CANTOR?) Max.Drucki.Tropfen 
PATNI WM I) Fe, bc nen! cates 20 341 HARKINS u. Ewine| Tropfengewicht 
Benzol AAR eile eee 20 363 oe » 
Gi tlornoytorpa A WA on ne 20 357. re ” 
PRES ATG MS sich wel col Comonac ati 20 378 AA 29 
Kohlenstofftetrachlorid . . 20 362 ” ” 
INitrobenzol 22.) enn eA 20 350 oe, » 
n-Octylalkohol ..... 20 352 3 ” 
OleimSauces = a see eens 20 322 +9 ” 
Schwefelkohlenstoff .. . 20 339 = 5s 
PROLUOL” “SF eater tel gene eae : 20 359 ” ” 
\WasSSGray a ecatd antes a 20 375 re 5 











26. Oberflachenspannung von Fliissigkeitsgemischen. Bei der Ober- 
flachenspannung von Gemischen zweier Fliissigkeiten gegen Gasphase ist wieder 
auBer den beiden Einzelmolekeln ihre gegenseitige Beeinflussung zu beachten. 
Ware letztere nicht vorhanden, so wiirde die Kapillarkonstante eine lineare 
Funktion des Mischungsverhdltnisses sein, die Additivitatsregel wiirde streng 
gelten. So aber ist in allen Fallen bedeutende Abweichung von dieser Regel 
vorhanden. 

Die beiden Hauptfalle sind die, daB etwa zu Wasser ein kapillaraktiver oder 
ein elektrolytartiger Stoff in wachsender Konzentration beigefiigt wird. Im 

ersten Falle (z. B. Athylalkohol) be- 








Athylalkohol % y H,SO, % ; steht die Neigung, da der zugefiigte 
Stoff in die Grenzflache iibergeht 
m Tad ° 72,8 (s. spater); die Oberflachenspannung 
10 51,2 6,57 72,9 irdedan h Pala : 
20 40,6 12,70 73,5 wird daher schon bei relativ kleinen 
30 34,7 35,76 76,1 Konzentrationen stark herabgesetzt. 
40 31,2 47,58 76,7 Im zweiten Falle (z. B. Schwefelsaure) 
a0 297 62,37 75,4 wird das Anziehungspotential durch- 
60 27,7 76,56 72,4 Seye = 
70 26.6 80,33 74,2 Schnittlich erhéht wegen der starken 
80 25,4 84,49 68,5 Hydratisierung der Ionen (s. weiter 
90 24,1 90,00 63,6 unten), daher die Grenzspannung zu- 
400 22,5 92,70 60,3 nachst erhéht; und nur wenn die 
95,40 57,6 : 
97,10 55.3 Wassermolekeln an Zahl immer mehr 
98,70 53,7 zurucktreten, geht sie allmahlich 


wieder herunter, indem sie dem Wert 
fur reine Schwefelsdure zustrebt. Diese beiden Moglichkeiten seien kurz tabel- 
larisch angefithrt. Die erste Reihe ist von WEINSTEIN®) bei 15°C nach der Steig- 
héhenmethode ausgefithrt, die zweite von RONTGEN und SCHNEIDER‘) bei 18°C 
nach derselben Methode. 
27. Oberflachenspannung von Loésungen. Wir wenden uns jetzt der Ober- 
flachenspannung von Lésungen zu. Zugleich wird hier die schon angeschnittene 
Frage der Struktur der Grenzflachen erértert. DaB die Grenzflache eine vom 


Inneren verschiedenen Bau hat, und zwar nicht nur in bezug auf Dichte, sondern 
1) W.D. Harkins u. Ewinc, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 42, S. 2539. 1920. 

) M. Cantor, Wied. Ann. Bd. 47, S. 399. 1892. 

) WEINSTEIN, Metron. Beitr. 1889, Nr. 6; Norm. Eich.-Komm. 

) W. C. RONTGEN u. J. SCHNEIDER, Wied. Ann. Bad. 29, S. 209. 1886. 


ep 
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auch auf Anordnung der Molekeln, ist in Ziff. 1 wahrscheinlich gemacht worden. 
Nun sind aber reine Fliissigkeiten zum Studium dieser Frage nicht allzu geeignet, 
weil sie wenig Variationsméglichkeiten bieten. Dagegen hat man in der Kon- 
zentration und Art des gelésten Stoffes bei demselben Liésungsmittel eine zwei- 
fache Mannigfaltigkeit zur Hand, wodurch ein besserer Einblick in den Aufbau 
der Grenzflache gewonnen werden kann. Und zwar wird dies dadurch erméglicht, 
daB der geléste Stoff sich an der Grenzflache anders verteilt als im Innern. Was 
also fiir die Molekeln eines einheitlichen Stoffes nur 4uBerst wahrscheinlich ist, 
das ist fiir Lésungen mit Sicherheit nachzuweisen. Die verschiedensten Beob- 
achtungen tiber die Beeinflussung der Oberflachenspannung durch geléste Stoffe 
lassen sich nur unter Zugrundelegung zweier Grundannahmen erklaren, die in 
ihren Einzelheiten allerdings noch nicht ganz feststehen: 

4. Die Konzentration des gelésten Stoffes ist an der Grenze eine andere 
als im Inneren, die Grenzflache ist an dem geldsten Stoffe entweder ange- 
reichert oder verarmt. Man nennt diese Erscheinung positive und negative 
Adsorption. 

2. Die an der Oberflache vorhandenen Molekeln des gelésten Stoffes sind 
beziiglich ihrer Lage nicht so regellos verteilt wie im Innern, sondern zeigen be- 
stimmte Vorzugsrichtungen. 

Beide Annahmen folgen unmittelbar aus einer naheren Betrachtung der 
im ersten Abschnitt entwickelten elektrischen Theorie der VAN DER WAAtLSschen 
Krafte. Dort wurde an jedem Punkt die mittlere elektrische Feldstarke aus der 
Gesamtwirkung aller Molekeln errechnet. Jede Grenzflache stellt in dieser Be- 
ziehung eine Singularitat dar, wo die Feldstarke andere Werte hat als im Innern. 
Es werden daher die gelésten Molekeln dem Gradienten der Feldstarke folgen und 
zwar stets in dem Sinne, daB dadurch die elektrische Energie abnimmt. Damit 
ist Annahme 1 erklart. Fiigt man hinzu, da die gelésten Molekeln keine kugel- 
symmetrische Form haben, so wird verstandlich, daB sie sich zwar in einem Feld, 
dessen Mittelwert in jeder Raumrichtung derselbe ist, wie im Innern der Phase 
regellos orientieren, dagegen in einem Feld, welches eine bestimmte Vorzugs- 
richtung hat, wie eben die Normale zu einer Grenzflache, beziiglich dieser Nor- 
malen auch in bestimmter Weise einstellen. Dadurch ist auch Annahme 2 er- 
klart. 

Was den ersten dieser beiden Satze betrifft, so 1aBt sich mathematisch zeigen, 
daB eine Adsorption die Oberflachenspannung stets in dem Sinne beeinflussen 
muB, daB Stoffe, welche sie erniedrigen, positiv adsorbiert werden und umgekehrt. 
Dies ist selbstverstandlich, da eine Erniedrigung eben eine Abnahme der Energie 
bedeutet. Der diesen Sachverhalt ausdriickende Satz, der Gippssche?) Satz, 
kann ohne jede spezielle Annahme iiber den Adsorptionsmechanismus folgender- 
weise durch Betrachtung eines Kreisprozesses abgeleitet werden. 

28. Der Gisassche Satz. Es sei eine Lésung von der Molkonzentration c 
und vom Volumen V gegeben. Die Oberflache sei O und enthalte in der Flachen- 
einheit g Mole adsorbiert, also insgesamt Og. Dann gilt fiir beliebige Variationen 
des Volums und der Oberflache 


Ve+O0g=C, (1) 


wo C eine Konstante. wis 
Der erste Schritt eines nunmehr zu betrachtenden Kreisprozesses sel eine 
Vergro2@2rung der Oberflache. Hierdurch wird vom System die Arbeit 


—y dO 


1) J. W. Grsss, Scient. Pap. Bureau of Stand. Bd. 1, S. 336. 
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geleistet. Da jetzt mehr Stoff adsorbiert wird, mu8 c und damit der osmotische 
Druck # abnehmen. Er betragt also 


op 
p+ 55 40. 


Der zweite Schritt ist eine VergréBerung des Volumens um dV. Das System 


leistet die Arbeit 4 
| (p +52 ao)av. 


Da sich die Konzentration verringert, wird, weil zwischen g und c irgendeine 
Symbasie bestehen mu8B, g verkleinert und dadurch auch die GréBe y verandert. 
Sie wird zu 


oy 


DaB dy/dV einen von Null verschiedenen Wert haben muB, ist damit nicht 
unbedingt gesagt. 
Der dritte Schritt ist eine Verkleinerung der Oberflache um dO, Das System 


leistet die Arbeit 
0 


(y+ 2 av\ao. 
Der osmotische Druck steigt wieder zu # an. 
Viertens verkleinert man das Volumen, wobei das System die Arbeit 


—pdV 
leistet. Die Oberflachenspannung wird zu y und das System befindet sich im 


Anfangszustand. Folglich muB die gesamte Abnahme der freien Energie ver- 
schwinden. Addiert man die vier Arbeiten, so folgt 


es 

OV) OCs 
Da die rechte Seite sicher von Null verschieden ist, muB es auch die linke sein. 
Man formt die letzte Gleichung zweckmafig um, indem man schreibt 











Oy Cc Op O¢ 
a0 dV Be 80° (2) 
Nun hat man aus (1) 
OC eee 27 0G Ee 
OV ee Ve enn 
und 
oc q 
COT ta, 
Aus der idealen Gasgleichung, welche in der homogenen Lésung — jedoch nicht 
unbedingt an der Grenzflache — gelten soll, namlich 
p=etRT 
folgt 
op 
“6c = TRIP 


Alle diese Werte in (2) eingesetzt, hat man 


RT 6c’ (3) 
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die Gibbssche Gleichung. Sie ist eine Differentialgleichung zwischen y 
und c. Man kann sie integrieren, falls die Funktion 


q=1() (4) 


bekannt ist. Setzt man in die integrierte Form wieder q anstatt c ein, so hat man y 
als Funktion von gq, eine Gleichung, welche als die Zustandsgleichung der Ad- 
sorptionsschicht bezeichnet wird. Man geht namlich am besten von der Vor- 
stellung aus, daB die adsorbierten Molekeln in gewisser Hinsicht eine Art Sonder- 
existenz auf der Oberflache der Lésung fithren. Daf ihnen eine Sonderstellung 
zakommt, wird durch Einfiihrung der Annahme 2 der vorigen Ziffer noch deut- 
licher. Sie werden zwar durch auBere Krafte an die Fliissigkeit gebunden, aber 
in ihrer Bewegung und gegenseitigen Beeinflussung langs der Oberflache also 
im Rahmen von zwei Dimensionen nicht gehindert. Sie bilden daher ein ganz 
eigenartiges System, das man mit vollem Recht als ein zweidimensionales be- 
zeichnen: kann. 

Diese zweidimensionale Schicht, deren selbstandige, reelle Existenz tibrigens 
auch experimentell festgestellt ist [wir nennen die Arbeiten von RAYLEIGH?), 
LancmuirR2), Harkins’), MARCELIN*) und ADAM5)], itbt nun genau so einen Druck 
aus, wie jedes Gas, nur daB dieser Druck entsprechend der um 1 verminderten 
Dimensionszahl nicht auf eine Flache, sondern auf eine Linie ausgetibt wird. 
Man-kann diesen Druck, bezogen auf die Langeneinheit, mit a bezeichnen und 
bemerkt sofort, daB er eine GréBe darstellt, welche ebenso wirkt wie die Ober- 
flachenspannung, nur in entgegengesetztem Sinne. Er sucht durch seine Neigung 
zur Ausbreitung die Oberflache zu vergréBern. 

Ist demnach die Oberflachenspannung einer Lésung y und diejenige des 
reinen Lésungsmittels y», so gilt die Beziehung 


etme (5) 


Fiihrt man also in die integrierte GrpBssche Gleichung die Beziehung (5) ein, 
so hat man a als Funktion von g. Ebenso wie x dem Druck, ist g der Moldichte 
eines Gases analog, und ebenso wie = cRT die Zustandsgleichung des idealen 
Gases ist, wird die Beziehung (q) die Zustandsgleichung der zweidimensionalen 
Schicht genannt. 

Es leuchtet ein, daB, ebenso wie die Kenntnis der Funktion (4), der sog. 
Adsorptionsisotherme (weil sie fiir konstante Temperatur gilt) zur Zustands- 
gleichung der Schicht fithrt, auch der umgekehrte Weg gangbar ist. Um ein 
Beispiel zu nennen, hat FRUMKIN®) diesen zweiten Weg eingeschlagen, indem er 
za der Zustandsgleichung ein Anziehungsglied fiigte, welches dem VAN DER 
Waatsschen Glied fiir reelle Gase analog ist, und aus diesem Ansatz die tibrigen 
Beziehungen herleitete. 

29. Integration der Grsssschen Gleichung. Wir wollen zunachst den ersten 
Weg einschlagen. Es kommen zwei Isothermen in Betracht, die von FREUNDLICH’) 
und LANGMUIR. Die FrREUNDLICHsche, namlich 

1 
Ga RL, 

1) LorpD RayLeicu, Phil. Mag. Bd. 48, S. 331. 1899. 

JT. Lancmuir (FuBn. 6, S. 344). 


© pw 


D. Harkins, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 47, S. 2083. 1925. 
MarcELin, Journ. chim. phys. Bd. 22, S. 319. 1925. 
K. Apam, Journ. phys. chem. Bds29)'S.87- 1925. 
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A. Frumkin, ZS. f. phys. Chem. Bd. 116, S. 466. 1925. 
H. Freunpiicu, Kapillarchemie, S. 150ff. 
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wo k und » Konstanten sind (m > 1), ist rein empirischer Natur und wird ent- 
schieden einem sehr groBen Experimentalmaterial gerecht. Fiir kleine Konzen- 
trationen c ist sie ganz sicher der Lancmurrschen itberlegen, da sie ja dann diese 
als Spezialfall enthalt (n = 1). Jedoch versagt sie fiir hGhere Konzentrationen, 
da q nach ihr nicht einem Grenzwert zustrebt, wie das doch experimentell durch- 
weg gefunden wird. 

Die Lancmurrsche Gleichung, die wir in der Form schreiben 


qI= NS (1) 

1 - Gat 
(wo k und g.. Konstanten), ist andererseits nicht nur vielfach bestatigt worden 
und driickt nicht nur den Ubergang in den Grenzwert g.0 fiir hohe Konzentrationen 
aus, sondern hat eine recht einfache ungezwungene theoretische Deutung. Sie 
soll deshalb als weitere Grundlage dienen. 

Bevor wir sie anwenden, soll kurz auf ihre Ableitung eingegangen werden. 
Sie ist nichts anderes als der Ausdruck zweier Grundannahmen!), daB namlich 
fiir kleinere Konzentrationen eine ideale Verteilung zwischen Innerem und 
Grenzflache herrscht, wahrend fiir hohe Konzentrationen eine Sattigung der 
Grenzflache eintritt. Die Verteilung ist so gedacht, daB die Uberfithrung einer 
Molekel in die Grenzflache mit einer bestimmten Arbeitsleistung verkniipft ist, 
ebenso wie die Uberfithrung zwischen zwei sich berithrenden Phasen. In solchen 
Fallen ist fiir die Verteilung das BottzMannsche Prinzip maBgebend, wonach 
das Verhdltnis der Konzentrationen dem Ausdruck ¢?/T gleichzusetzen ist, 
wo y die molare Ubergangsarbeit bedeutet. Diesen Satz wenden wir auch hier 
an. Bei der Uberfiihrung eines Mols in die Grenze sei die Arbeit w vom System 
geleistet. Ist d die Dicke der Adsorptionsschicht, so ist die Konzentration da- 
selbst g/d; daher gilt 


Le 
weer (2) 
Setzt man 
ue 
der — he (2a) 


so erfiillt Gleichung (1) fiir kleine Konzentrationen ohne weiteres den Verteilungs- 
satz. Jedoch kann die Dichte in der Grenzschicht nicht iiber die Sattigungs- 
grenze hinauswachsen, so daB Gleichung (2) ihre Giiltigkeit allmahlich verlieren 
muB. Die GréBe q steigt langsamer an als c und strebt dem Sattigungswert g., 
zu. Auch diese Bedingung erfiillt Gleichung (1). Und zwar ist sie die einfachste 
Form, welche beide Bedingungen erfiillt; daher ihre Berechtigung. 

LANGMUIR leitet iibrigens seine Gleichung mittels einer kinetischen Be- 
trachtung ab, indem er sagt, daB die in der Zeiteinheit festhaftende Anzahl aller 
Molekeln, die auf die Grenzflache aufprallen, sowohl der Konzentration c wie der 
noch unbesetzten Flache, also insgesamt ¢ (qo. — q) proportional sein mu8, wahrend 
die in der Zeiteinheit von der Grenzfliche wegfliegende Anzahl g proportional ist. 
Im Gleichgewicht sind beide GréBen einander gleich, also 


C (Yoo = q) = aq, 
woraus 
ieeqese 
Le + ac’ 


was mit (1) identisch ist, wenn man Agu =k setzt. 


1) AC GYEMANT, Grundziige der Kolloidphysik, Sh Wk 
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_ Nimmt man jetzt fiir Ziff. 28, Gleichung (4) die Gleichung (1), so kann man 
die GipBssche Gleichung integrieren. Fiir kleine Konzentrationen hat man 
G= ke, 

also 


RT kde = — dy 
und 


= Yo —y=koRT = RT Q. (3) 


Der seitliche Druck ist proportional der Flachendichte, gehorcht also der idealen 
Gasgleichung. Die Oberflache ist ganz im Sinne einer zweiten Phase aufgefaBt, 
zwischen welcher und dem Innern, der ersten Phase, das ideale Verteilungs- 
gesetz gilt. Die negative Oberflachenspannung ist nichts anderes als das Zu- 
sammenwirken der osmotischen Krafte des gelésten Stoffes in beiden Phasen, 
da durch eine VergréBerung der Oberflache trotz konstanten Volumens die 
Konzentration iiberall abnimmt. 

Ist die Konzentration dagegen groB, so gilt der andere Grenzfall, namlich 

; q = qo» 
womit 
RT g..éine = —dy 
und 

T= —y = K+ RT Qolnec. (4) 


wird. Die Oberflachenspannung Andert sich jetzt logarithmisch mit der Konzen- 
tration. DaB der seitliche Druck in der Schicht sich andert, obwohl die Konzen- 
tration des gelésten daselbst konstant ist, klingt zunachst paradox. Dies rithrt 
daher, daB die vorhin erwahnte Selbstandigkeit nur begrenzt ist. Der osmotische 
Druck im Inneren wird eben auf die Schicht iibertragen. Dehnt sich die Ober- 
flache aus, so nimmt ja die Konzentration auch ab, allerdings nicht in der Schicht, 
nur im Inneren. Daher ist auch die Abhangigkeit von c nur logarithmisch. 

30. Versuchsergebnisse. Der durch Ziff. 29, Gleichung (3) und (4) dargestellte 
Zusammenhang zwischen y und ¢ entspricht ziemlich getreu den experimentellen 
Tatsachen. Als erster hat die beiden Satze TRAUBE?) aufgestellt. Man kann 
die beiden Satze einheitlich in die fiir den ganzen Konzentrationsbereich giiltige 
Gleichung zusammenziehen 


k 
n= yy— 7 =RT Gon (1+ 2c) (1) 
mit 
K=RTq.m—: 


Diese Gleichung ist das Integral der Gisgsschen Gleichung unter Beriicksichtigung 
der Lancmutrschen Isotherme. Ebenso wie diese ist sie auch zu schematisch. 
Sie wurde empirisch von SzyszkowskI’) auf Grund seiner Messungen aufgestellt. 
Seine Zahlen gestatten recht interessante Schliisse. go berechnet sich daraus 
zu 31 A®. Dies ist die bei der Sattigung pro Molekel eingenommene Flache und 
entspricht, wie ersichtlich, recht gut dem Quadrat der linearen molekularen 
Dimension. Die Konstante k nimmt in homologen Reihen zu, und zwar in 
geometrischer Progression; die Verhaltniszahl betragt etwa 3,4. Aus Ziff. 29, 
Gleichung (2a) folgt daraus 


als 


T = 3,4, 


1) I. TRause, Ann. d. Chem. Bd. 265, S. 27. 1891. 
2) vy. SzyszKkowsk1, ZS. f. phys. Chem. Bd. 64, S. 385. 1908. 
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wenn Aq die Zunahme des Adsorptionspotentials fiir die CH,-Gruppe bedeutet. 
Man erhalt fiir Am 710 cal/Mol. 

Die neuen schon erwahnten Untersuchungen fithren zu Zahlen, welche mit 
den obigen iibereinstimmen. Die Versuche werden meistens so ausgefihrt, daB 
eine kleine bekannte Menge einer schwerliéslichen Substanz auf eine reine Wasser- 
oberflache gebracht und nun der Zusammenhang zwischen spezifischer Flache 
und seitlchem Druck kurvenmaBig aufgenommen wird. Die Kurven zeigen 
anfangs starke, von einem bestimmten Punkte ab pl6tzlich schwache Kom- 
primierbarkeit. Von diesem Punkte ab sind die Molekeln in dichter mono- 
molekularer Packung. Die spezifische Oberflache bei diesem Punkt gestattet 
daher die Ermittlung des Querschnitts einer Molekel. Aus der Dichte der orga- 
nischen Stoffe 1aBt sich die Dicke der Schicht, also bei Annahme paralleler 
Lagerung, die Molekellange berechnen. Die so erhaltenen Zahlen stimmen gut 
mit anderweitig erhaltenen Ergebnissen beziiglich der Molekeldimensionen. So 
finden z. B. GoarD und RripEAL}) fiir den Querschnitt der Phenolmolekel 23,8 A? 
und fiir ihre Lange 6,4 A. 

Auch unabhangig von diesen speziellen Annahmen iiber den Oberflachen- 
bau wurde die Grppssche Gleichung mehrfach bestatigt. BANCELIN?) untersucht 
die Adsorption von Farbstoffen an der freien Oberflache. Durch Uberleiten von 
Luftblasen bekannter Zahl und Gr6éBe wird ein Teil der Fliissigkeit an Farbstoff 
verarmen, ein anderer daran angereichert. Daraus berechnet er g in Abhangig- 
keit von c. Mit der Tropfenmethode bestimmt er y in Abhangigkeit von c. Da- 
durch lieB sich Gleichung (3) von Ziff. 28 priifen; sie konnte bestatigt werden. 

FRUMKIN®) findet aus der Gippsschen Gleichung fiir die bei der Sattigung 
adsorbierte Menge von Laurinsiure 5,7 + 10-10 Mol/cm?. Bringt er andererseits 
Laurinsaure in Petrolather gelést auf Wasser, so verschwinden die Tropfen sehr 
schnell, vom Augenblick der Sattigung ab viel langsamer. Es ergibt sich fiir 
die Sattigung in Ubereinstimmung mit dem vorigen Wert 5,2-10-2° Mol/cm?. 

Theorie und Experiment stehen somit in guter Ubereinstimmung. Nur 
die genauen Messungen im Ubergangsgebiet zwischen kleinen und groBen Kon- 
zentrationen erfordern eine erweiterte theoretische Behandlung, da Ziff. 29, 
Gleichung (1) und auch (1) hier nur Annaherungen sind. Wir erwahnten schon 
den Versuch FRUMKINS. Seine Zustandsgleichung lautet [als Erweiterung von (1)] 


SI ome eo —RT gain (1 es 4) — aq’, 


wo durch a der gegenseitigen Anziehung der Fettsduremolekeln Rechnung ge- 
tragen wird. Der Vergleich mit der Erfahrung fordert, daB a mit zunehmender 
Lange der Kohlenstoffkette zunimmt. ° 

Ein ahnlicher Versuch ist der von SCHOFIELD und RIDEAL‘). Sie setzen 
fir die Zustandsgleichung [als Erweiterung von Ziff. 29, Gleichung (3)] 

— 0) =ag9 RT, 

wo 6 die Volumkorrektur fiir die adsorbierten Molekeln ist und x, welches fiir 
gréBere Druckbereiche praktisch konstant, sonst aber druckabhiangig ist, indem 
es mit abnehmendem Druck zunimmt und dem Wert 4 zustrebt, der gegenseitigen 
Anziehung Rechnung tragt. VoLMER®) beriicksichtigt nur die Volumkorrektur : 


er setzt 
(eb) "ge 


A. K. Goarp u. E. K. RIDEAL, Journ. chem. soc. Bd. 127, S. 1668. 1925. 

J. BANcELIN, Journ. chim. phys. Bd. 22, S. 518. 1925. 

A. Frumkin, ZS. f. phys. Chem. Bd. 116, S. 498. 1925. 

a H. ScHoFietp u. E. K. RIDEAL, Proc. Roy. Soc. London Bd. 100; 1S) 575 4025s 


) 
*) 
y 
: 
*) M. Vormgr, ZS. f. phys. Chem. Bad. 145) 2253 .1025. 
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Auch in anderer Hinsicht zeigt die Theorie gewisse Unstimmigkeiten. Eine 
besonders schwerwiegende diirfte sein, daB auch in dem Gebiet, wo Gleichung (3) 
von Ziff. 29 erfiillt ist, die Konstante R nicht den aus der Gasgleichung bekannten 
Wert hat. Wie MARcELIN zeigte, ist sie nur 1/,, von R. Auch in den Kurven 
von HARKINS beginnt der seitliche Druck iiberhaupt erst von einer bestimmten 
Grenzkonzentration aufwarts. AuBer den soeben genannten Korrekturen muB 
man hier noch beriicksichtigen, da8 die Theorie fiir streng im Gleichgewicht 
befindliche Adsorptionsschichten gilt. Die unmittelbaren Untersuchungen be- 
ziehen sich dagegen auf Schichten schwerlislicher Stoffe, die in einem fremden 
fliichtigen Lésungsmittel von auBen auf das Wasser aufgetropft werden. Diese 
Schichten sind also mit dem Wasser nicht streng im Gleichgewicht, gehen viel- 
mehr allmahlich in Lésung, so da dieser Umstand die zu kleinen Drucke erklaren 
kénnte. Nichtsdestoweniger haben gerade diese Messungen unsere Einsicht in 
das Wesen der Adsorptionsschicht vertieft. Ubrigens zeigen ADAM und JEssopP in 
einer ihrer letzten Arbeiten"), da8 die anderen Autoren sich stets auf dem Gebiet 
kondensierter Schichten befinden. Mit einer sehr empfindlichen Anordnung 
lassen sich jedoch Drucke auch iiber 5000 A? molekularer Flache messen und 
sie erhielten stets den richtigen Wert der idealen Gaskonstante. 

31. Einflu8 von Elektrolyten. Zum SchluB sei der EinfluB von Elektrolyten 
auf die Oberflachenspannung erwahnt, da die bisherigen Betrachtungen haupt- 
sachlich auf kapillaraktive Stoffe sich bezogen haben. Elektrolyte zeigen dagegen 
stets eine Erhéhung der Oberflachenspannung, wenn auch dieser Einflu8 nicht 
.so stark ausgesprochen ist wie die Ernicdrigung durch organische Substanzen. 
Meistens ist die Abhangigkeit bei kleinen Konzentrationen eine lineare; man 
hat eine Gleichung von der Form 


P= Pel roc), (1) 
wo m spezifisch von dem Elektrolyten abhangt. Und zwar zeigt m deutliche 
Additivitat in Abhangigkeit von den Ionen, was in Betracht auf die vollstandige 
Dissoziation selbstverstandlich ist: jedes Ion wirkt eben fiir sich. Die Erhéhung 
der Oberflachenspannung rithrt daher, daB die Ionen infolge ihrer elektro- 
statischen Ladung stark hydratisiert sind, Die Arbeit, um ein Ion aus dem 
Wasser zu entfernen, ist nach der Theorie von Born?) umgekehrt proportional 
- dem Radius des Ions; demnach miissen die kleinen Ionen gleicher Wertigkeit 
die Oberflachenspannung starker erhéhen, also mehr zu dem Wert von m bei- 
tragen als die gréBeren. Dies zeigt sich deutlich bei der Vergleichung der m-Werte 
einiger Elektrolyte, wie aus folgender Tabelle*) ersichtlich (giiltig fiir 18°C). 








NO, 






i | 0,0286 0,0192 
Na 0,0357. | ...0,0228 0,0184 0,0176 
K 0,0448 | 0,0210 0,0151 | 0,0158 

NH, 00526 jo 0.0495. | | 0,0174 


Etwas gewagt haben Harkins und Lavucutin*) das GippBssche Theorem 
auch auf die negative Adsorption von Salzen angewendet. Aus dem Wert von 4 
und der Konzentration der Lésung berechnen sie die Dicke der salzfreien Wasser- 
schicht. Diese Dicke nimmt mit steigender Konzentration etwas ab, im Falle 
des Kochsalzes von 4 A bei 0,1 molarer bis 2,3 A bei 5 molarer Konzentration. 


1) N. K. Apam u. G. Jessop, Proc. Roy. Soc. London Baler 1Oysn423.04926: 

) M. Born, ZS. f. Phys. Bd. 1, S. 45. 1920. 

) Aus H. FREUNDLICH, Kapillarchemie, S. 79. 

) W. D. Harkins u. H. M. Laueuiin, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 47, S. 2083. 1925. 
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Es versteht sich, daB, falls schon solche Rechnungen gemacht werden, anstatt 
Konzentrationen stets mit der Ionenaktivitat zu rechnen ist. 

Der genannte Gegensatz zwischen IJonen und Nichtelektrolyten wird dazu 
benutzt1), um manche schwache Elektrolyte auf Grund dieser Erscheinung als 
Indikatoren zu gebrauchen. Der undissoziierte Bestandteil ist ndmlich kapillar- 
aktiv, die Ionen dagegen sind inaktiv. Im Laufe der Titration wird die Ober- 
flachenspannung verfolgt, wobei am Neutralisationspunkt eine sprunghafte 
Anderung der Oberflachenspannung eintreten muB. Geeignet hierfiir ist z. B. 
Eukupinchlorid. 


IV. Elektrokapillaritat. 


32. AuBere elektrische Felder. Im allgemeinen wird dem Ausdruck 
Elektrokapillaritat ein recht weites Gebiet untergeordnet, hier jedoch wollen 
wir ihm eine engere Definition zugrunde legen. Er soll jene Erscheinungen um- 
fassen, welche von der Beeinflussung der Grenzflachenspannung durch die 
elektrischen Krafte herriithren. Die Elektrokinetik, welche oft mitbehandelt 
wird, jedoch mit der Grenzspannung selbst nichts zu tun hat, soll also hier aus- 
scheiden. Die elektrischen Krafte, von denen im folgenden die Rede ist, werden 
entweder von auBen dem System aufgedriickt, oder aber sie riihren vom Bau 
der Oberflachenschicht selbst her, sie sind eingepragter Natur. In diesem zweiten 
Fall hat man das Recht, zu sagen, daB man es mit einer veranderten Grenzflachen- 
spannung zu tun hat. Im ersten Fall dagegen handelt es sich bloB um ein Zu- 
sammenwirken elektrischer und Oberflachenkrafte. 

Es sei zunachst kurz auf den ersten Fall eingegangen. In Abschnitt II 
wurde gezeigt, daB die Form der Oberflachen von der Grenzspannung und vom 
Potential 4uBerer Krafte abhangt. Wir behandelten dann nur solche Falle, wo 
als 4uBere Kraft die Schwere allein wirkte, oder wo eine solche uberhaupt fehlte. 
Ebenso kann man aber auch noch etwa die Zentrifugalkraft (bei einer rotierenden 
Fliissigkeit) oder aber die elektrischen Krafte beriicksichtigen. 

Diese kénnen in verschiedener Weise auf die Fliissig- 
keit einwirken. Wohl die unmittelbarste Wirkung ist die, 
daB die Fliissigkeit — falls leitend — selbst aufgeladen 
wird. Die Versuchsanordnung zeigt Abb. 16. Einer Metall- 
elektrode gegeniiber steht eine Glasréhre, als Fortsetzung 
eines Behalters gedacht, mit einer leitenden Flissigkeit 
gefiillt, welche an der unteren Miindung einen flachen 


hangenden Tropfen bildet. Legt man an die Metall- 
elektrode und die Fliissigkeit Hochspannung an, so wird der 
Tropfen ausgebaucht. Die freie Grenzflache wird namlich 


Abb. 16. Aufgeladener @Ufgeladen, und diese wahren Ladungen befinden sich im 

Tropfen. hochgespannten Feld, wodurch mechanische Krafte auf 

den materiellen Trager der Ladungen ausgeiibt werden. 

Die Folge ist teils VergréBerung der Oberflache, teils Annaherung derselben 

an die untere Elektrode. Solche Versuche sind z. B. von ZELENY?) ausgefithrt 
worden. Eine exakte mathematische Theorie steht noch aus. 

Vielleicht gehéren hierher auch die Falle, wo Beeinflussung der Oberflachen- 

spannung durch die Einwirkung strahlender Energie statthat, da infolge Elek- 

tronenemission Aufladung stattfindet. GRUMBACH und SCHLIVITCH) finden 


1) J. TRauBE u. R. Somoeyi, ‘Intern. ZS. f. phys.-chem. Biol. Bd. 41. 1914. 
*) J. ZELENY, Phys. Rev. (2) Bd. 3, S. 69. 1914. 
3) A. GRUMBACH u, S. SCHLIVITcH, C. R. Bd. 181, S. 244. 4925. 
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eine wenn auch sehr schwache Erhéhung der Oberflachenspannung von bestimmten 
Flissigkeiten, z. B. einer Fluoreszeinlésung oder Anthrazen gelost in Xylol, bei 
Bestrahlung mit ultraviolettem Licht. Es sind ahnliche Flissigkeiten, welche, 
mit bestimmten Elektroden kombiniert, photoelektrische Elemente liefern, 
Poprsco?) untersucht die Oberflachenspannung von Quecksilber und findet 
eine Abnahme desselben, wahrend der Tropfen zur photoelektrischen Emission 
angeregt wird. 

Eine zweite Wirkungsart ist die auf dielektrische Fliissigkeiten. Man be- 
trachte etwa den Fall einer fliissigen Kugel von hoher Dielektrizitatskonstante 
in einem Medium von geringer Dielektrizitatskonstante schwebend, also z. B. 
eine Wasserkugel in einer Mischung von Chloroform und Ather gleicher Dichte. 
In diese Mischung tauchen zwei Metallelektroden 


(Abb. 17), an welche Hochspannung angelegt wird. 
Die Wasserkugel hat keine wahre, nur freie Ladung, reas 
welche durch die hohe Polarisierbarkeit zustande . 


kommt. Die Kugel wird bestrebt sein, eine még- 

lichst hohe Polarisation anzunehmen, weil damit 

eine Abnahme der Energie einhergeht. Die Polari- 

sation ist aber um so gréBer, je gestreckter der Abb.17. Flissige dielektrische 

Ko6rper in Richtung des Feldes ist. Es wird daher Kugel im elektrischen Feld, 

eine Dehnung der urspriinglichen Kugel stattfinden. 

Nun hat aber die Oberflachenenergie bei der Kugelgestalt ein Minimum ge- 

habt, sie nimmt daher standig zu. Die Dehnung geht so weit, bis die Ober- 

flachenenergie vermehrt um die elektrische Energie durch ein Minimum geht. 
Es ist versucht worden?), diese Frage theoretisch zu lésen. Es gelang nur 

unter der vereinfachenden Annahme, da die Gestalt ein Rotationsellipsoid 

sein wiirde. Die Oberflachenenergie ist dann 


y(2era? 4. e 


wo a=kleine, c = groBe Halbachse und e = Exzentrizitat. Die elektrische 
Energie wird 
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wo = Kugelradius, x = Elektrisierungszahl und © = 4uBere Feldstarke. Fithrt 
man die Rechnung durch, so erhalt man eine mit zunehmender Feldstarke an- 
wachsende Streckung. Die angedeutete Lésung ist natiirlich sehr vereinfacht, 
da die gestreckte Form hiéchstwahrscheinlich kein Rotationsellipsoid ist. 
Experimentelle Beobachtungen hieriber liegen noch nicht vor. EVERSHED?) 
hat beobachtet, daB sich die Wasserhaut, welche in Glaskapillaren befindliche. 
Luftblasen umgibt, verdickt, falls man in Langsrichtung der Kapillaren eine 
Spannung anlegt. Er erklarte die Erscheinung durch Abnahme der Grenz- 
flachenspannung, die Anordnung ist jedoch nicht sehr iibersichtlich, so daB 
wahrscheinlich noch ganz andere Momente, z. B. elektroendosmotische, mit 
im Spiel sind. Noran‘) untersuchte neuerdings den Zerfall von Wassertropfen 
im elektrischen Feld und kommt experimentell zu dem Ergebnis, wonach 


1) J. G. Porrsco, Ann. de phys. (10) Bd. 3, 5, 402.. 1925. 

2) A. Gyemant, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 789. (1925). 

3) S. EvERSHED, Journ. Inst. Electr. Eng. Bd. 52, S. 51. 1913. 
4) J. J. Noran, Proc. Roy. Irish. Acad. Bd. 37, S. 28. 1926. 
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Fr =konst., wo F = ZerreiBfeldstarke und 7 = Teilchenradius. Dieser Be- 
fund steht im Einklang mit der Untersuchung von GYEMANT. 

_ Eine dritte Gruppe von Beobachtungen ergibt sich, falls eine dielektrische 
Flissigkeit im ungleichmaBigen Felde sich befindet. In diesem Fall wird die 
Flissigkeit nach Orten héherer Feldstarke hingezogen, und es kénnen sich so 
sehr starke Abweichungen der Grenzflachenform von der ohne angelegte Spannung 
vorhandenen ergeben. Hieriiber liegt auch eine Experimentaluntersuchung 
vor!) und. zwar iiber das Ansteigen eines fliissigen Dielelektrikums an einer 
hochgespannten Kugel. 

33. Eingepragte elektrische Krafte. Wesentlich verschieden von den bisher 
betrachteten Fallen sind die, wo die Grenzflache selbst Sitz elektrischer Krafte 
ist und somit auch ohne 4uBere Spannung Abweichungen vom neutralen Zustand 
zeigt. Es handelt sich hier wieder nicht um wahre Ladungen, vielmehr um 
elektrische Doppelschichten. Uber deren Ursprung und Bau muB das Wesent- 
lichste mitgeteilt werden, da ihre Wirkung der einer tatsdchlichen negativen 
Oberflachenspannung gleichzusetzen ist. 

Im allgemeinen beruht das Entstehen einer Doppelschicht auf thermo- 
dynamischer Grundlage. Die beiden sich beriihrenden Phasen sind aus bestimmten 
Griinden vielfach nicht in innerem thermodynamischen Gleichgewicht. Steht 
z. B. ein Metall in Bertthrung mit der Lésung eines seiner Salze von willkiirlich 
festgelegter Konzentration,.so ist kein osmotisches Gleichgewicht, da das 
Metall nur mit einer der Lésungstension entsprechenden Konzentration in 
Gleichgewicht steht. Um den Zustand stabil zu gestalten, wird sich eine elektrische 
Potentialdifferenz ausbilden, so daB das elektrische Potential mit dem thermo- 
dynamischen Potential zusammen ein Minimum hat. Solche Potentiale kommen 
in der mannigfaltigsten Weise zustande, so z. B. an der Grenze zweier Flissig- 
keiten. Hier ware der Austausch durch Diffusion durchaus méglich, jedoch 
der Umstand, da8 der Verteilungskoeffizient der negativen und positiven Ionen 
ein verschiedener ist, verhindert das Ausbilden des osmotischen Gleichgewichtes, 
und elektrische Potentialspriinge werden auch hier die Folge sein. 

Die Verteilung der Ionen zwischen den beiden Phasen, also die Ausbildung 
des thermodynamischen elektrischen Potentialsprunges, riihrt von den Kraften 
her, welche die Molekeln der Phasen auf die gelésten Ionen ausiiben. Die Molekular- 
krafte wirken aber auch von der einen Phase auf die in der anderert befindlichen 
Tonen hinitber, indem ihre Wirkungssphare in die andere Phase eine kleine Strecke 
weit hineinragt. Man muB sich jedoch vergegenwartigen, daB die Krafte, durch 
welche ein Ion in das Innere einer Phase hineingezogen wird, verschieden sind 
von jenen, welche dasselbe Ion bis an die Phasengrenze heranziehen. Abgesehen 
davon, da, wie im vorigen Abschnitt gezeigt, gerade die Grenzschichten einen 
vom Inneren abweichenden Bau haben und demnach auch andere Krafte ausiiben 
kénnen, kann man sich die Sache auch noch so denken, da8 beim Eindringen 
der Ionen in die Phase ein bestimmter Arbeitsbetrag zur Uberwindung der gegen- 
seitigen Anziehung der Phasenmolekeln infolge der Raumbeanspruchung der 
Tonen erforderlich ist, welcher Betrag bei einer Anreicherung an der Grenzflache 
wegfallt.. Die Folge ist, daB beide Krafte, oder genauer gesagt, die den beiden 
entsprechenden Potentiale, namlich des Phaseninneren und der Grenze, durch- 
aus nicht symbat gehen miissen. Das von der Grenze herriihrende Potential 
nennt man Adsorptionspotential, und dieses wird unabhangig von der thermo- 
dynamischen Verteilung auch zur Ausbildung von Doppelschichten  fiihren. 
Da jede Doppelschicht einem Potentialsprung entspricht, die Adsorption jedoch 


1) A. GYEMANT, Wiss. Verdit, eet id, Siem,-Konz, Bd. 5, i, S. 55. 1926. 
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auf die Gesamtpotentialdifferenz keinen Einflu8 haben darf, so muB die Ad- 
sorption stets zu Doppeldoppelschichten AnlaB geben. Es wird eben in der 
Adsorptionsschicht eine Anhaufung von einer Ladungsart auftreten, derzu- 
folge beiderseits von ihr Ansammlung entgegengesetzter Elektrizitat  statt- 
finden wird. 

34. Elektrische Doppelschichten. Zum naheren Verstdndnis des Aufbaues 
der Doppelschichten gelangt man durch Uberlegungen iiber monomolekulare 
und diffuse Schichten. Erstere werden sich stets direkt an der Grenzfldche aus- 
bilden, letztere in den darauffolgenden Molekularlagen. Ein wesentlicher Unter- 
schied ist der, daB bei ersteren die Adsorptionspotentiale auch mitspielen werden, 
wahrend sie bei den letzteren schon als praktisch unwirksam betrachtet werden 
kénnen. Man darf allerdings nicht fehlerhaft die Trennung monomolekular- 
diffus der Trennung adsorptiv-thermodynamisch gleichsetzen. Eine monomole- 
kulare Schicht besteht auch bei Abwesenheit von Adsorptionskraften. 

Was zunachst die monomolekulare Schicht betrifft, so wird fiir sie die 
Lanemutrschen Isotherme [Ziff. 29, Gleichung (1)] Giiltigkeit haben. Man hat 
also fiir jede Molekel- bzw. Ionenart 


See iy 
1+ des € 
Eine gewisse Schwierigkeit liegt darin, daB q. die Sattigungskonzentration ist, 
daB aber hieriiber im Falle von Elektrolyten nicht so leicht Genaueres auszusagen 
ist wie im Falle kapillaraktiver Molekeln, von welchen nur eine Art zugegen ist, 
wahrend doch Ionen mindestens zu zweit sind. Die iiberhaupt vorhandenen 
Stellen einer Grenzflache sind aus der Betrachtung der Molekulardimensionen 
angenahert zu ermitteln; wieviel davon je ein Ion bei der Sattigung einnimmt, 
bleibt jedoch fraglich. O. STERN?) nimmt an, da jedes der beiden Ionen die 
Halfte des Raumes beansprucht; man kann auch an die Giiltigkeit einer Be- 
ziehung denken?) 
Joo. _ 
Ge 

wo sich die gestrichenen GréBen auf das zweite Ion beziehen. Eine solche Be- 
ziehung wiirde in Gegenwart beliebig vieler Adsorptive gelten kénnen und hat 
den Vorzug, daB sie den Verdrangungserscheinungen Rechnung tragt, wonach 
namlich ein Adsorptiv das andere gemaB des Verhialtnisses ihrer Adsorbierbarkeit 
verdrangen kann. Es sei noch daran erinnert, daB k = e?/®T ist. Fiir ist 
hier die Summe aus elektrischem Potential an der Grenzschicht und Adsorptions- 
potential einzusetzen. 

Die Kapazitat einer monomolekularen Schicht ist auch bekannt. Es sei 
das Potential des Adsorbens gegen das Lésungsinnere gy und es befinde sich 
vor ihr eine monomolekulare Schicht von der Ladung @,, so sind die geladene 
Adsorbensflache und die monomolekulare Schicht als Belegungen eines Kon- 
densators aufzufassen. Die Dicke derselben betragt d, wenn man damit die 
Entfernung zweier benachbarter Molekeln bezeichnet. Der Wert der Dielektri- 
zitatskonstanten ist allerdings sehr unbestimmt. Da es benachbarte Molekeln 
sind, kénnte man daran denken, er sei 1. Die Molekeln selbst werden sich aber 
zwischen den Ladungen befinden, und da sie auch polarisierbar sind, ist die 
Dielektriz‘tatskonstante gréBer als 14. LaBt man jedoch diesen Umstand aufer 


1) O. STERN, ZS. f. Elektrochem. Bd. 30, S. 508. 1924. 
2) A. GYEMANT, Grundziige der Kolloidphysik, S. 78. 


25* 


388 Kap. 6. A. GyEmMant: Kapillaritat. Ziff. 34. 


Betracht, so hat die Kapazitat den Wert 1/42d, wie bei einem Luftkonden- 
sator. Daraus 14Bt sich die Ladung des Adsorbens berechnen, und zwar zu 
Po 

Oo = Ax a ° 
Dies gilt, falls dieselbe Ladung auch in der monomolekularen Schicht sich be- 
findet, also w, =, ware. Dies ist aber nicht unbedingt erforderlich. Ein Teil 
von ihr, w,, kann und, wie sich zeigen laBt, muB sogar diffus verteilt sein. Dann 
ist das elektrische Potential an der monomolekularen Schicht nicht Null, sondern ¢, 

und die Gesamtladung ergibt sich somit zu 

Po —$ 
Aca Ae, 
Betrachten wir q, als thermodynamisch gegeben, so fragt es sich nach obigem, 
ob ¢ tatsachlich einen von Null verschiedenen Wert haben wird bzw. ob ein Teil 
der Belegung diffus verteilt ist. Setzt man ¢ in die LANGMuIRschen Gleichungen 
an Stelle von @ ein, so erhalt man die Ladung der monomolekularen Schicht, 
welche aber allgemein von der Gesamtladung verschieden sein wird. Die Differenz 
beider ist aber die Ladung der diffusen Schicht w,, welche somit als Funktion 
von € zu berechnen ist. Da andrerseits anzunehmen ist, daB zwischen Poten- 
tial €¢ und Ladung w, der diffusen Schicht ein allge- 
mein giltiger Zusammenhang besteht, so muB dieser 
Zusammenhang zu einer Gleichung fiihren, welche € 
aus @) und den sonstigen Konstanten eindeutig zu 
berechnen gestattet. Es sei nochmals betont, daB 
die Verschiedenheit von gw, und ¢ ohne jedes Ad- 
sorptionspotential abgeleitet wurde. Das thermo- 
dynamische Potential wiirde also fiir sich allein etwa 
den gestrichelten Verlauf in Abb. 18 nehmen. Zu 
diesem gestrichelten Verlauf tritt nun infolge der Ad- 
sorption eine punktiert gezeichnete Doppeldoppel- 
Abb. 18. Verlauf des elek- Schicht hinzu, wodurch als Endergebnis der ausgezogene 
trischen Potentials an der Potentialverlauf zur Geltung kommt. Der oben skiz- 
Grenzflache. zierte Beweis der gleichzeitigen Existenz einer monomo- 
lekularen und diffusen Schicht riihrt von O. STERN her, 
Weiterhin ist es nétig, Klarheit iiber den Bau der diffusen Schicht zu er- 
halten, um den angenommenen Zusammenhang zwischen Spannung und Ladung 
‘zu kennen. Diese Betrachtung riihrt von Gouy?) her, ist aber seitdem von 
mehreren anderen Autoren [CHAPMAN?), HERZFELD*) usw.] weitergebaut worden. 

Sie geht aus von der Potssonschen Differentialgleichung 





Wy) = 








42 0 
Ce ie mies o 
wo g durch die Ionenkonzentrationen @ = >'Fc und die c vermittels des Bortz- 
MANNschen Theorems durch das Potential gegeben sind 
oF 
c= tye RT: 


Damit lautet die Differentialgleichung fiir ein einwertiges Salz 
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Ist die Richtung der Normalen auf der Grenzflache x, so wird Ap=d@ yldx*, 
so daB die Lésung lautet 


Ty" = Ac-Fe, 
wo A die Integrationskonstante und 6 = Yaa. Daraus hat man weiter 
’ @ mie OY 
= —9 |). — ees 
yp 2\/ 7 ONS 


oder, falls w, als Ladung eingefiihrt wird, in der Gleichung 





enlace xt 
WO, = ae ys Sin as (2) 
den gewiinschten Zusammenhang. Fiir kleine Potentiale hat man 
Oe eid ge 
und die Kapazitat ist 
eB 
4a” 


Fat man also die diffuse Schicht auch als ebenen Kondensator auf, so ent: 
spricht sie einem solchen von der Dicke 1/f.- 

35. Die Elektrokapillarkurve. Die gewonnenen Beziehungen sollen nun- 
mehr zur Erklarung der Erscheinung herangezogen werden, welche an der Grenze 
Quecksilber-Elektrolyt bei Anlegung einer po- 
larisierenden Spannung beobachtet werden. 
Die Anordnung zeigt Abb. 19. Eine Elektro- 
lytlésung, z. B. verdiinnte Schwefelsadure, ver- 
bindet eine breite und eine kapillare Queck- 
silberoberflache, an welche mittels eines Poten- 
tiometers eine allmahlich zunehmende Span- 
nung angelegt wird. Die Kapillarflache zeigt 
stets ein ganz bestimmtes Niveau, welche die 
Oberflachenspannung mibt. Je hodher das 
Niveau, um so gréBeren Druck halt sie aus, 
um so gréBer die Oberflachenspannung. Abb. 19. Polarisation der Grenze 

Es sei zunachst die Grenzflache im un- Quecksilber-Elektrolyt. 
polarisierten Zustand betrachtet. Als metal- ; 
lische Flache in Beriithrung mit einer waBrigen Loésung wird sie eine thermo- 
dynamische Potentialdifferenz m, aufweisen. Diese hangt von der Quecksilber- 
ionenkonzentration der Lésung ab, gemaB der NERNstschen Formel 

fe, eae) 
-F oo 
wo ¢, die Lésungstension der Hg-Ionen ist. Das Potential ist eindeutig durch die 
Ionenkonzentration bestimmt und nur durch sie beeinfluBbar. 

Dem Potentialsprung entspricht die vorhin beschriebene Doppeischicht. 
sie hat ihre positive Belegung an der Quecksilberseite und ihre negative in der 
Lésung. Aus q@p ist, wie gezeigt, ¢ zu ermitteln, so daB der Bau der Doppel- 
Schicht vollstandig bekannt wird. Die monomolekulare Schicht wird, falls man 
die Adsorptionspotentiale vernachlassigt, die Ladung haben 
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Beschranken wir uns auf nicht zu groBe Konzentrationen, so kann man die 
Nenner jeweils gleich 1 setzen. Die Ladung wird dann 


RB Fie Sa, 
Peek pS sy =—2Fdcoina¢ 
mit der vorigen Abkiirzung. Die Ladung der diffusen Belegung ist gemaB 


Gleichung (1) von Ziff. 34 


Then Be ' 
a 2F dc Sina Cf, 


und dies ist nun in Gleichung (2) von Ziff. 34 einzusetzen, um die Beziehung 
zu erhalten, welche € aus q, zu berechnen gestattet: 








Yon e ORdeemat ae ee” 
Ser —2F de Sita = 3, 26mm oa (2) 
Die Kapazitat der gesamten Doppelschicht ist definiert durch 
Cae fet (3) 





Po’ - 4udG, 
wo ¢ aus Gleichung (2) zu berechnen ist. 

Diese Doppelschicht tritt nun bei dem beschriebenen Polarisationsvorgang 
deutlich in Erscheinung. Man findet namlich, daB die Grenzflachenspannung 
Quecksilber-Lésung von der angelegten Spannung abhangt, die am Voltmeter 
direkt ablesbar ist. Die angelegte Spannung erzeugt primar einen Strom, wodurch 
die Quecksilberionenkonzentration ¢ in der Nahe der kapillaren Elektrode 
so weit verarmt, daB die Abnahme des Potentials die angelegte Spannung gerade 
kompensiert. Dann hort der weitere Stromdurchgang auf. Mit zunehmender 
angelegter Spannung wird daher q, der Kapillarelektrode stets abnehmen, 
schlieBlich durch Null gehen und dann weiterhin negative Werte annehmen. 
Es zeigt sich nun, daB die Grenzflachenspannung eine Funktion von po ist, 
und zwar nimmt sie mit zunehmender Polarisation zu, geht durch ein Maximum 
und nimmt wieder ab. Ihr Verlauf wird durch die Elektrokapillarkurve wieder- 
gegeben. Der Gang ist also iibereinstimmend mit dem Gang von gp», in dem 
Sinne, daB y bei mp =0 ein Maximum hat. Jede Aufladung mu8 daher y 
ermiedrigen, und der Gedanke liegt nahe, da8 die elektrische ‘Doppelschicht 
einen negativen Beitrag zur Grenzflachenspannung liefert. Dies ist ganz selbst- 
verstandlich. Aus der Elektrostatik ist namlich bekannt, daB jedes Feld eine 
Querspannung vom Betrag der Energiedichte auf die Materie ausiibt. Diese 
Querspannung ist bei einem Kondensator, bezogen auf die Langeneinheit, gleich 
4C qj, und somit ist die Grenzflachenspannung 


Y=% —3C QQ, (4) 
wenn man mit yy den Wert von y fiir Po = O bezeichnet. 

Von den ersten Beobachtern [LIPPMANN?), HELMHOLTz?)] wurde C als von Po 
unabhangig betrachtet, was aber nur inallererster Naherungrichtigist. Gleichung (2) 
gilt zunachst nur bei Abwesenheit von Adsorptionspotentialen, gibt aber auch 
so schon keine Konstante fiir C. Nur wenn man sich auf kleine Potentiale be- 
schrankt, so laBt sich die Reihe fiir Gin beim ersten Gliede abbrechen, Gleichung (2) 
liefert eine lineare Beziehung zwischen Po und ¢ und C wird nach (3) von Po 
unabhdngig. In diesem Falle ist (4) die Gleichung einer Parabel, wie man sie 
in der Tat angendhert experimentell erhalt. In dieser Parabel entspricht Yo 
zugleich dem Maximalwert von y. An diesem Punkt ist das thermodynamische 


1) G. LIppMaNN, Pogg. Ann. Bd. 149, S. 547. 1873. 
*) H. HEtmuottz, Ges. Abh. Bday lense o255 
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Potential Null und die ganze auBere Spannung fallt an der groBen Elektrode ab. 
Diese Spannung gibt also das Quecksilberpotential in absoluter Zahlung. Aus (3) 
1aB8t sich die Kapazitat der GréBenordnung nach berechnen, sie stimmt gut mit 
dem experimentellen Wert von 27 Mikrofarad/qcm itberein. Aber man sieht, 
daB bei Beriicksichtigung weiterer Glieder in der Hyperbelfunktion die Gleichung 
keine reine Parabel darstellen wird. Die Abweichungen, wie sie experimentell 
beobachtet werden, finden also durch diese Theorie eine ungezwungene Erklarung, 
wahrend man friher, als man vom Bau der Doppelschicht keine so deutlichen 
Vorstellungen besaB, nur durch ad hoc erfundene Annahmen die Abweichungen 
erklaren konnte. Schon die urspriingliche Ableitung der Gleichung (4), die noch 
in den neuesten Darstellungen anzutreffen ist, ist ziemlich uniibersichtlich (es 
wird ein besonderer Kreisproze8 betrachtet), so daB wir auf deren Wiedergabe 
verzichtet haben. 

Beilaufig sei erwahnt, daB das in Abb. 19 gezeichnete GefaB in passender 
Form als MeSinstrument fiir geringe Spannungen (bis etwa 10~® Volt) als sog. 
Kapillarelektrometer verwendet wird. Jede angelegte Spannung zeigt sich in 
einer Verschiebung der kapillaren Quecksilberkuppe, welche mittels eines kleinen 
Mikroskops abgelesen wird. Am ehesten eignet sich das Kapillarelektrometer als 
Nullinstrument. 

36. EinfluB der Adsorption. Besonders das Vorhandensein von spezifischer 
Adsorption pflegt die Elektrokapillarkurve zu verzerren. Dieses Verhalten 
war schon lange bekannt, eine quantitative Darstellung konnte indessen nicht 
gegeben werden. Dies ist jetzt an Hand der gegebenen Theorie nicht schwer?). 
Man geht aus von Gleichung (2) der Ziff. 35 und beschrankt sich der Einfachheit 
halber auf kleine Werte aller Potentiale. Fiir gréBere Werte werden dann eben 
die Formeln komplizierter, ohne daf das Wesentliche sich andert. Bezeichnet 
man mit C, die Kapazitat ohne Adsorptionspotentiale und mit A das Adsorptions- 
potential fiir das stark adsorbierbare Ion (positiv, falls fiir das Kation, negativ, 
falls fiir das Anion giiltig), so nimmt Gleichung (2) von Ziff.35 die Form an 


goo _  FdcA Eié 
Te ee abs oo 8 1—42dC, ’ 








wie durch Nullsetzen von A leicht nachzuweisen ist. Man hat nun aus dieser 
Gleichung £ als Funktion von gp» auszudriicken und in die Definitionsgleichung 








tied ME Ge C 

Sh An ad, 

einzusetzen. Man erhalt dann 
‘4— Ee 
ee ee 4nd 0) (1) 

5 Po 

falls 
PiuPeas 
Th RT A 


gesetzt wird. Da der Klammerausdruck fiir |~o| > || positiv ist, so folgt fir 
diesen (haufigsten) Fall, daB, wenn A + 0, die Kapazitat von abhangt. Ist 
letzteres positiv, wie etwa bei der Quecksilberelektrode, so nimmt die Kapazitat 
bei Gegenwart kapillaraktiver Kationen ab, bei kapillaraktiven Anionen zu, 
und zwar in um so starkerem MaBe, je gréBer der Absolutbetrag von 4 ist. DaB 
C = co fiir gy, = 0 wird, riithrt nur von der Definitionsgleichung von C her, da 
eben ¢ von Null verschieden ist. Man hat dann einen Fall von reiner Doppel- 
doppelschicht vor sich. In der monomolekularen Schicht ist eine Ansammlung 


1) Die Gleichungen (1) bis (3) sind hier zum erstenmal abgeleitet. 
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der adsorbierbaren Ionen, beiderseits von ihr, an der Metallflache, wie in der 
diffusen Schicht befindet sich die entgegengesetzte Elektrizitat. 

Uns interessiert Gleichung (1) deshalb, weil sie das unsymmetrische Verhalten 
der Elektrokapillarkurve erklart. Setzt man sie naémlich in Ziff. 34, Gleichung (4) 
ein, so ergibt sich 





1 A’(1—4adC,)@ : 
y= 70-4 Cogit Eee (2) 
Es sei A positiv, dann ist y fiir positive qm, gréBer, fiir negative kleiner als bei 
der Abwesenheit von Adsorptionspotentialen, die Kurve ist also seitlich ver- 
schoben. Das Maximum liegt auch nicht bei gy, = 0, sondern bei einem bestimmten 
Yom- Differenziert man (2), so wird 











Ch es A’(1 — 40 dC,) 
dP aa —Co Po - 2 ? 
woraus | Cy) 
_. A’(t—42dC, (3) 
Pom cae ai C 


Das Maximum liegt fiir 4 > 0 bei positivem Potential (Abb. 20). 

Aus der letzten Beziehung ware A zu berechnen. Nur scheint fiir zahlen- 
maBige Berechnungen die Genauigkeit der Formel nicht auszureichen. In Wirk- 
lichkeit liegt der linke sog. aufsteigende Ast der Kurve 


a (zunehmende Polarisation) meist nicht so hoch wie 

nach der Gleichung (3). Bessere Annaherung wird 

Wik durch Beriicksichtigung weiterer Glieder in den 
Vie Funktionen erreicht. Jedenfalls ist ersichtlich, wie 


nach der heutigen Auffassung die Erscheinungen der 
Elektrokapillaritat sich behandeln lassen. 
Yo Eine weitere Theorie gibt FRumMKIN1), welche 
Abb. 20. Verschiebung der sich nicht auf adsorbierbare Ionen, sondern Neutral- 
Elektrokapillarkurve. molekeln bezieht, welche die Elektrokapillarkurven 
auch verschieben. Besonders Gouy?) hat hieriiber 
groBes Untersuchungsmaterial geliefert. Die dort entwickelten Gesichtspunkte 
diirften wahrscheinlich auch bei der Ionenadsorption beriicksichtigt werden, 
indessen sei auf sie nicht weiter elngegangen. 

37. Emulsionen. Ein zweites Gebiet, in welchem die Grenzflichen- 
spannung neben der elektrischen negativen Spannung der Doppelschichten 
eine Rolle spielt, ist das der Emulsionen. Bei diesen versucht die positive 
Spannung die Grenzflache zu verkleinern, also den Dispersitatsgrad zu ver- 
ringern, wahrend die negative die Oberfliche zu vergroBern, die Dispersitat zu 
erhéhen bestrebt ist. Jedoch sind die Verhaltnisse nicht so einfach, wie etwa 
bei der Elektrokapillarkurve. Erstens tritt die Hydratation der emulgierten 
Teilchen als Komplikation hinzu. Die adsorbierten Ionen halten eine gewisse 
Menge Wasser fest, wodurch die Teilchen vor dem Zusammenschmelzen mecha- 
nisch geschiitzt werden. Dieser Umstand erhdht also die Stabilitat. Zweitens 
sind die Verhaltnisse nicht statisch zu behandeln, da die Teilchen stets im Zu- 
sammenstoBen und Auseinanderprallen begriffen sind, der Vorgang also ein 
dynamischer ist. Auch ist nicht wahrscheinlich, daB die Doppelschichten so 
wirken wie vorhin; bei kleinen Konzentrationen tritt die diffuse Schicht an 
Bedeutung hinter der monomolekularen, fest adsorbierten Schicht zuriick. : 





1) A. Frumxin, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 792. 1926. 
*) G. Govy, Ann. chim. phys. (8) Bd. 8, S. 204. 1908. 
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Es ist versucht worden!), auf Grund des Wechselspieles zwischen positiver 
und negativer Spannung die Gleichgewichte in Emulsionen (sowie in hydro- 
phoben kolloiden Lésungen) zu deuten, besonders die Erscheinung, da8B diese 
Systeme stets einem ganzen Intervall von TeilchengréBen entsprechen und 
nicht nur einer einzigen GréBe. Man hat stets eine bestimmte GréBenverteilung 
mit einem maximal vertretenen Teilchendurchmesser. Die Theorie fiihrt in 
erster Naherung zur Proportionalitat zwischen mittlerer Kriimmung der Teilchen 
und Flachendichte der Doppelschicht. Da8 die Dispersitaét mit zunehmender 
Aufladung (z. B. bei Olemulsionen in Wasser durch Zusatz von Natronlauge) 
zunimmt, ist ja bekannt. 

Erwahnt sei eine Arbeit von O. K. Ricr2), welche dasselbe Problem be- 
handelt, und zwar auf Grund einer von Torman’) aufgestellten verallgemeinerten 
Phasenregel, jedoch zum Ergebnis kommt, daB im Gleichgewicht entweder alle 
Teilchen gleich groB8 sind oder nur einzelne bestimmte GréSen vertreten sein 
k6énnen. 


V. Thermodynamik der Kapillaritat. 


38. Temperaturabhangigkeit der Oberflachenspannung. ‘ DaB. die Kapil- 
laritatslehre auch fiir thermodynamische Uberlegungen zuganglich ist, riihrt 
daher, da8 die Grenzflachenspannung temperaturabhangig ist. Diese Temperatur- 
abhangigkeit ist Gegenstand vieler Experimentaluntersuchungen gewesen. Aber 
auch theoretisch auf Grund der im ersten Abschnitt gegebenen Darlegungen 1aBt 
sich die Veranderlichkeit mit der Temperatur voraussagen, wenn auch eine 
wahrheitsgetreue Wiedergabe der tatsachlichen Verhaltnisse noch nicht durch- 
gefiihrt ist. Es sollen deshalb die theoretischen Uberlegungen nur kurz behandelt 
werden. 
Wie aus der GAussschen Theorie Ziff. 2 ersichtlich, geht in den Ausdruck 
von y das Quadrat der Dichte als Faktor ein. Es ist daher anzunehmen, dab y 
insofern von der Temperatur abhangt, als die Dichte dies tut. Dafiir spricht 
auch der Umstand, da in der Nahe der kritischen Temperatur statt 0? genauer 
(o — o’)? zu setzen ist, welcher Faktor gleichzeitig mit y beim kritischen Punkt 
verschwindet. Jedoch wird in dem Integral hinter 9? die Temperatur auch noch 
eine Rolle spielen. Diese Rolle ist wesentlich von den speziellen Annahmen tiber 
das Anziehungspotential abhangig. Diese Annahmen sind aber noch nicht ein- 
deutig festgelegt. Wir fiihrten die Theorie an, nach der die Dipol- oder Qua- 
drupolmomente der Molekeln in den gegenseitigen Feldern gerichtet werden. 
Dann ist die GréBe K der absoluten Temperatur umgekehrt proportional. AuBer- 
dem tritt noch in der Endformel von y die GréBe d? im Nenner auf, welche aber 
mit steigender Temperatur ebenso wie das spezifische Volum zunehmen muB. 

Geht man aber nicht von festen Momenten aus, sondern von solchen, die 
erst durch Polarisation in den Nachbarfeldern entstehen, so wird die GréBe K, 
wie DEBYE gezeigt hat, temperaturunabhangig, da dann die Temperaturbewegung 
der Molekeln auBer Betracht bleibt. In diesem Fall muB8 natiirlich auch y anders 
von der Temperatur abhangen. Da beide Méglichkeiten zu erwagen sind, so 
wird wahrscheinlich eine Summierung der beiden Effekte eintreten, indem je 
nach dem Charakter des Stoffes bald der eine, bald der andere in den Vorder- 
grund tritt. 


1) A. GyEmant, ZS. f. Phys. Bd. 365007 45.7. 1926. 
2) O. K. Rice, Journ. phys. chem. Bd. 30, S. 189. 1926. 
3) Torman, Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 35, S. 307. 1913. 
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Es sei hier die Uberlegung mitgeteilt, die CANTOR!) iiber diesen Gegenstand 
angestellt hat, Sie ist zwar recht willkiirlich in den Annahmen, zeigt aber immer- 
hin die Art dieser Gedankengange, CANTOR geht von dem LApLaceEschen Aus- 
druck aus. Diesen haben wir nicht abgeleitet, er ist aber dem Gaussschen sehr 
ahnlich, Er lautet 


y= 2a ee dit) dy 


wo IT'(r) eine Funktion des Potentials I7 ist. Die Temperaturabhangigkeit von 0? 
hangt mit dem kubischen Ausdehnungskoeffizienten « zusammen. Es ist 





Rae Aas 
wa Hig ee 
wo v das spezifische Volum bedeutet. Demnach wird 
(5) 
Bom Fs VINO ie Qeae Zines 5 
dP dt ae ee 


Setzen wir « = 38, wo B der ‘lineare Ausdehnungskoeffizient, so ist das erste 
Glied in dy/dT: 


— 120 9% B[r II' (7) dr 
0 


Unter dem Integral differenziert man zuerst 7, wobei 
dy 
vadT B, 
da es sich um die Linienelemente der Fliissigkeit handelt, und erhiilt als zweites 
Glied 





ane*B[r IT’ (r) dr 
0 
Als drittes hat man 


ad II’ (7) 
2 
D5 O fr aT at. 
0 
Mittels partieller Integration wird daraus 


7 


fae 2 —_— dy == 27 O° Bl 72 IF (7 hon ae rv II'(r) dr 


Fiir 7 = co =e der erste Term. Endlich oe die Variation der 
unteren Grenze 


—27 9 Bl IT’ (7) |9. 
Alle Glieder addiert, hat man 


we =—147 0B] 7 IT'(r) = 2p p 
0 


oder 
dy ae et 
ye a 52.3 31M e (4) 


1) M. Cantor, Wied. Ann. Bd. 47, S. 421. 1892. 
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Die Temperaturabhangigkeit der Oberflachenspannung ist somit auf den Aus- 
dehnungskoeffizienten zuriickgefiihrt. Das Experiment hat diese Beziehung 


vielfach bestatigt. Einen Auszug der. Ergebnisse gibt folgende Tabelle 1 
Uber das Ver- - 


















halten von y in der dylyd Tia 
Nahe der kritischen ~ eee 
Temperatur gibtaber ‘Ani eta c noses te 
die LapiacescheGlei- Aygo Ty he"; 9? 0,013 0,00454 2,9 
chung keine befrie- Benzol...... 0,0035 0,00139 2,5 
digende Auskunft. ote bi ivi mys iy 0,00029 0,000129 2D) 
Zomachsthiunteman cadcium 92 |. 2}: ooosta || eecote He 
denken, daB sie mit Kohlenoxyd 0,013 0,00491 2,6 
der Erfahrung in Nitrobenzol . . eo. 0,0028 0, 00089 Sat 
Widerspruch steht, ae hk Hocct : 0,00089 3,3 
ieee Ouecksilber .24 5 . ,000 0,000181 1,9 
falls man namlich — Stickstoff. |.) | 0,018 0,00558 3,2 
Pee eae “Faktor . Finn, .. .5 6 4.« < 0,00027 0,000144 1,9 


io. o)}" .im Auge 
hat. Denn in der Nahe des kritischen Punktes andert sich (@ — 9’)? erfahrungs- 
gema8 linear mit der Temperatur (Gesetz des geradlinigen Durchméssers von 
MartuiAs), so da8 der Differentialquotient auch hier eine Konstante ist.. Nun 
hért aber die Konstanz von dy/dT, welche in weitem Bereich tatsachlich er- 
fullt ist, in der Nahe der kritischen Temperatur auf; die gerade Linie, 
welche den Zusammenhang von y und T dar- 
stellt, biegt hier in einen zur T-Achse kon- 
vexen Ast um und y’nahert sich asymptotisch 
dem Nullwert (Abb. 21). Nun muB8- man 
aber bedenken, daB das Integral hinter 


{(o — 0’)? keineswegs unabhangig von der ie ee 
Temperatur ist, so da die LapLacresche Abb. 21... Temperaturverlauf der 
Theorie nicht unbedingt in Widerspruch mit Oberflachenspannung, 


der Erfahrung zu stehen braucht. 

Zu einer naheren Einsicht in den Verlauf von y in der Nahe der kritischen 
Temperatur eignet sich indessen die VAN DER Waatssche Gleichung besser, da 
sie eben auf jener Zustandsgleichung beruht, welche gerade dem kritischen Zu- 
stand sehr gut angepaBt ist. In der Tat liefert sie eine Abhangigkeit, welche den 
experimentellen Befunden gerecht wird. 

Die VAN DER Waatssche Theorie ergab fiir die Oberflachenspannung (Ziff. 5) 


y = 12e[ |/bo— ae? — “22 n(L— 2) —ovede, 


genommen zwischen den Dichten der fliissigen und dampfférmigen Phase. Dieser 
Ausdruck 1aBt sich zwar allgemein nicht integrieren, jedoch fithrt VAN DER WAALS 
die Integration fiir die Nahe der kritischen Temperatur aus, da hier verschiedent- 
liche Vereinfachungen méglich sind. Setzt man 1/9 = v, so wird durch Multi- 
plikation des Zahlers und Nenners mit v 


— 5 RT 
y= 2a] o-*V/p.0— 4 — = nw — b) — wodv, 


woraus mit Beriicksichtigung der friiher gegebenen Beziehungen 


y= Pref Volo v9 —fr ava 


vo 











1) Aus FREUNDLICH, Kapillarchemie, S. 41. 
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folgt, wo sich der Zeiger Null auf die eine der homogenen Phasen bezieht. Zweck- 
maBigerweise fiihrt man reduzierte GréBen ein, mittels der Definitionen 
} Bie a es =a 
ee aa: bray a 


wo sich der Zeiger k auf den kritischen Zustand bezieht. Dann wird 


we aPs Lyte — ¥5) ets Ar: 


Man kann den Radikanden R nach TAyLor’entwickeln und, wenn man be- 

riicksichtigt, da8 am kritischen Punkt sowohl da/dy als auch d*a/dv® ver- 

schwinden, mit dem dritten Gliede abbrechen. Es folgt dann fiir die Nahe des 

kritischen Punktes, wo die beiden Phasen nur wenig voneinander abweichen, 
iss Aaa y—% dn (vy — 9)? aa 
R=—(—)8(5 dna 6 dee 24 ae 

Nach der Regel von MAxweELL muB der Inhalt des Vierecks 2(v, — %), falls 

sich die gestrichene GréBe auf die Dampfphase bezieht, dem Inhalt des Inte- 








grals ic zdy gleich sein, also R fiir vy = » verschwinden. Demnach muB sein 
v 
: 1 dx V¥.— % ax (6 — %)? aa 


Be ake ger 24 dv 
Man kann auch a nach TayLor entwickeln und erhalt 





= 0. 








dx (v — 9)? d?a 
BeOS, UP sens Otro 


Wendet man den Ausdruck fiir die zweite Phase an und bedenkt, daB der Druck 
uberall konstant ist, so folgt 


dx Vv, — % — 2 Oa 


dy Bo 2 _ 7 +4 dv 08 





Eliminiert man aus dieser Gleichung und re MAxXwElIschen Bedingung ein- 
mal da/dy, ein andermal d2z/dy?, so erhalt man 


a? x 1 














Gr = — 5-9) 
und 
ax 1 a ax 
dy 2 (% eid dv 
Diese Ausdriicke sind nun in y einzusetzen: 
1 Cop, Ba ; 
—- 26k cay 
py BB SE fot — 99 0) ay. 
Da am kritischen ae 
a x 
dv rae 


ist, wie aus der reduzierten Zustandsgleichung folgt, so ergibt die Integration 
mit einiger Vernachlassigung 


= 30 Dy ( , 


y ADay, Vo aoe ¥9)°, 


aber nur fiir die Nahe des kritischen Punktes. Beriicksichtigt man nach vAN DER 
Waats, daB 


a 
i iors 
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ist, so wird Cy AU, 

i= es (20 — @%)°. (2) 
Der Faktor (g@ — 9’) steht also im Gegensatz zu der LAPLAcEschen Gleichung 
hier in der dritten Potenz, die iibrigen Faktoren sind auBerdem unabhangig 
von der Dichte, so da hier die Temperaturabhangigkeit klar zutage tritt. Da 
namlich (9 — 9’)? eine lineare Funktion der Temperatur ist, so enthalt der 
Differentialquotient (9 — ’) als Faktor, verschwindet also beim kritischen 
Punkt, entsprechend der Erfahrung. 

39. Die Formel von Eorvos. Eine empirische Gleichung, welche die 
Temperaturabhangigkeit wiedergibt und fiir alle Stoffe giiltig sein soll, stammt 
von E6tvés1) und ist von RAmsAy und SHIELDS?) modifiziert worden. Sie ist 
linear, gilt aber nur bis einige Grade unterhalb der kritischen Temperatur, von 
wo ab die Kurve eben sehr flach weiterlauft, und lautet 


L 


» (“=k -T-9), (1) 


wo t etwa 6° betragt. Der Proportionalitatsfaktor k ist eine allgemeine Kon- 
stante, falls die Grenzspannung mit der Oberflache eines kugelférmig gedachten 
Mols multipliziert wird. Dieses Produkt ist die molare Oberflachenenergie, 
Die Konstante & bewegt sich im, Mittel um 2,12. Folgende Tabelle gibt hieritber 
Auskunft : 










ATO GlEDeIe Tn et ee | eee | OP yriditie.. ¢ 1s a. 8 6 

HN STUMIDMN CUPS ha sk ene he 2,05 SAUCTSCOLM: «." 2 ol tnt ss 1,92 
NBEO Tiree solva © sae, |S 2,02 Schwefelkohlenstoff . . 2,02 
SCH ZCIAMY a Shoes. i kona 2,10 Siliziumtetrachlorid . . 2,03 
GiGi mus foc dal <6 2,10 Sticlestofi 26... tess ane 2,00 
iWonlenoxyd=|.9 Ss « 2,00 Sulfurvichlonid {= 2,16 
Nitrobenzolim . . = hs 2,23 Tetrachlorkohlenstoff . 2,11 


Es gibt allerdings viele Stoffe, die Abweichungen von dieser Konstanz 
zeigen, k ist manchmal zu klein, manchmal zu groB. In manchen Fallen rithrt 
ein zu kleiner Wert k daher, daB der Stoff assoziiert ist, fiir w also ein gréBerer 
Wert einzusetzen ware, als es dem einfachen Molekulargewicht entspricht. 

Es sind manche Ableitungen des Edtv6sschen Gesetzes versucht worden, 
die, entgegen dem bisherigen, nicht von der statischen Oberflachenenergie aus- 
gehen, sondern der Oberflachenenergie einen zweiten kinetischen Term zu- 
schreiben, welcher auch temperaturabhangig sein soll. Dies steht allerdings 
in Widerspruch mit gewissen thermodynamischen Folgerungen, auf die wir 
weiter unten eingehen, wonach namlich ein solcher kinetischer Anteil nicht 
existiert. Als Beispiel soll die Ableitung von BritLouin’) kurz wiedergegeben 
werden. Die thermische Energie der Oberflacheneinheit sei 

aeire 

ae 
(Sm ist die von einem Mol besetzte Oberflache) entsprechend sechs Freiheits- 
graden. Der Druck lings der Begrenzungslinie betragt auf die Langeneinheit 
32/4. Infolgedessen ist die Oberflachenspannung bei T Grad 


ORT 
ages Raa 





1) R. Eétvés, Wied. Ann. Bd. 27, S. 448. 1886. 
2) W. Ramsay u.. J. Suietps, ZS. f. phys. Chem. Bd. 12, S. 433. 1893. 
3) L. Brittouin, C. R. Bd. 180, S. 1248. 1925. 
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wo der zweite Term negativ ist, weil die Molekularbewegung die Oberflache 


auseinanderdrangt. Daraus folgt 
oe SY gh ee OE: 
I Neg 4° 
Fihrt man mittels der Beziehung S,, = N*Vi, das Molvolumen V,, ein, so 
hat man 
dy 
eae 
Dies ist aber die differenzierte Form der Edtvésschen Gleichung. 

Wie gesagt, ist ein solcher kinetischer Anteil, wie er bei Lésungen (vgl. 
Ziff. 29) theoretisch sichergestellt ist, in homogenen Fliissigkeiten nicht wahr- 
scheinlich, 

40. Die Formeln von Kizeman und Lewscuin. Wahrend die E6tvés- 
sche Gleichung unmittelbar die Abhangigkeit von der Temperatur wiedergibt, 
stellt eine von KLEEMAN?) ‘herriihrende und dann auch von anderen, so von 
Mc LEop bestatigte Formel die GroBe y als Funktion der Dichte dar. Wahrend 
die Lapracesche Gleichung den Ausdruck (0 — 9’) in der zweiten, die VAN DER 
Waatssche ihn in der dritten Potenz enthalt, lautet die Gleichung von KLEEMAN 


y=k(o—@)!. (1) 


KLEEMAN hat fiir & auch eine theoretische Ableitung gegeben. Die theoretischen 
Werte von & stimmen mit den experimentellen fiir Benzol, Ather usw. gut tiberein. 

Diese Gleichung wird nur dann nicht fiir den ganzen Temperaturbereich 
gelten, wenn Assoziationserscheinungen vorliegen, worauf schon hingewiesen 
wurde. Eine Bestatigung dieser Ansicht gab ANTONOFF?), der zeigte, daB in 
den Fallen, wo g sich sprungweise dndert, an denselben Stellen auch f eine 
Anderung erfahrt. So gilt fiir viele Stoffe (z. B. Benzol) ein Ausdruck von der 
Form 


2 9 pit ey 
le ey fi S hs Seer 


A et Ot Pole 


(A, Bundd = Konstanten). Wegen stéchiometrischen Assoziationserscheinungen 
andern sich die Konstanten plotzlich bei zwei bestimmten Temperaturen. Dort 
tritt auch ein Sprung in k auf, weil das scheinbare Molekulargewicht. ein anderes 
wird. 

Als Vereinigung der Edtvdsschen und KLEEMANschen Gleichung setzt 
LEWSCHIN®) eine Gleichung von der Form 


y = R(T; — T)? (0 — o')4 


an; # und q sollen universelle Konstanten sein, k dagegen individuell. Aus den 
besten Messungen wird p zu 0,5, g zu 2,36 bestimmt. Aus dem Theorem der 
uibereinstimmenden Zustande schlieBt LEwscutn auf die Konstanz des Ausdruckes. 


SSF ee =U Re 
Tee ho? pp 087 gy - 1608, 


der sich in der Tat um 4,27 bewegt. 

41. Thermodynamische Folgerungen. Zu den eingangs erwahnten thermo- 
dynamischen Folgerungen gelangt man unter Beriicksichtigung der drei Warme- 
sdtze. Nach dem zweiten ist 

P= TS. 


1) R. D. KreEeman, Phil. Mag. (6) Bd. 21, S. 83. 1941. 
2) G. N. ANtonorr, ZS. f., phys. Chem. Bd. 112, S. 461. 1924. 
3) W. L. Lewscuin, ZS. f. phys. Chem. Bd. 112, S. 167.1924. 
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wo F die freie Energie, U die Gesamtenergie und S die Entropie bezeichnet. 
Die freie Energie ist in unserem Fall die Arbeit, die bei Vergr6Berung der Ober- 
flache dem System zugefithrt wird. Man denkt hierbei am besten an das Modell 
eines viereckigen Rahmens mit einer ausgespannten Fliissigkeitshaut, dessen 
eine Seite beweglich angeordnet ist. Im Gleichgewicht ist die bewegliche Seite 
nach auBen hin mit einer Kraft 2 y zu belasten, bei VergroBerung der Oberfliche 
wird von der auBeren Kraft pro cm? die Arbeit y geleistet. Also ist, falls obige 
ZustandsgréBen auf die Flacheneinheit bezogen werden, F = y. Die Entropie ist 
andererseits durch die Beziehung 
OF dy 
: ee (oe 
definiert. Uber die Temperaturabhangigkeit von y sind wir nach dem Voran- 
gegangenen gentigend unterrichtet.. Wir sahen, da dy/dT vielfach eine Kon- 
stante ist, falls namlich die E6rvéssche Beziehung erfiillt ist. Der zweite Differen- 
tialquotient ist also meistens Null, aber nur praktisch; theoretisch wird er wohl 
doch einen, wenn auch kleinen Betrag haben. Damit haben wir fiir U,, die Ge- 
samtenergie der Flacheneinheit 


dy 
Diese Gleichung besagt, daB bei isothermer, reversibler Anderung die Gesamt- 
energie nicht bloB um die auBere Arbeit, sondern auch noch um einen bestimmten 
Betrag latenter Warme zunimmt; diese gebundene Energie ist 


dy 
G=—T aT 
also positiv. Bei VergréBerung der Oberflache wird von der Fliissigkeit Warme 
aufgenommen, bei. Verminderung abgegeben. Sorgt man nicht fiir Konstanz 
der Temperatur, so wird bei VergréBerung der Oberflache eine Abkihlung, bei 
Verminderung eine Erwarmung eintreten. Dies steht im Einklang mit dem 
Prinzip von LE CHATELIER-BRAUN, da die bei OberflachenvergréBerung ein- 
tretende Abkiihlung die Oberflachenspannung erhéht und somit der Vergr68erung 
entgegenarbeitet. 

Man kénnte nach dem Mechanismus dieser Warmezufuhr bzw. -abfuhr 
fragen. Soviel laBt sich jedenfalls sagen, daB er mit dem Mechanismus zusammen- 
hangt, nach welchem y temperaturabhangig ist, da doch gerade d y/dT als Faktor 
in G auftritt. Stellt man sich auf dem theoretisch am meisten gesicherten Stand- 
punkt, daB diese Abhangigkeit von der Temperaturveranderlichkeit der Dichte 
herriihrt, so wird man zu folgendem Bild gefiihrt. Ebenso wie erhéhte Temperatur 
ein Auseinanderriicken der Molekeln bewirkt, wird eine Dichteabnahme einer 
erhéhten Warmekapazitat entsprechen. Da die Oberflache infolge ihrer nur 
einseitigen Begrenzung seitens der fliissigen Masse in gewissem Sinne einer ge- 
ringeren Dichte entspricht, so wird ihre Erzeugung eine gewisse, der erhéhten 
Kapazitat entsprechende Warmezufuhr erfordern. Umgekehrt wird es sich bei 
Verkleinerung der Oberflache verhalten. Dieses Bild ist insofern von Belang, 
als es zeigt, wie G einen von Null verschiedenen Wert haben kann, ohne daB 
die spezifische Warme der Fliissigkeit bei konstanter Oberflache einen 
besonderen Beitrag seitens der Oberflache zu haben braucht. Dies ware dann 
der Fall, wenn ‘besondere Freiheitsgrade an der Oberflache auftreten wiirden, 
etwa im Sinne der Brittouinschen Ableitung. Dies ist zwar méglich, jedoch 
nicht erforderlich. 
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_ N&here Auskunft hieriiber erhalt man durch folgende Betrachtung, welche 
zu einer zuerst von Lord KeEtvin}) aufgestellten Beziehung fiihrt. Der erste 
Hauptsatz lefert ; 
dU =¢,4dT + U,d0; 

cy ist die spezifische Warme bei konstantem Volumen und konstanter Ober- 
flache, U, die Gesamtoberflachenenergie der Flacheneinheit. Da die Energie 
durch Temperatur und Oberflache eindeutig bestimmt ist, ist dU ein totales 
Differential, und es gilt 





Oc,  eUy 
00 Gas 
Differenzieren wir den Ausdruck (1) fiir U, nach der Temperatur, so haben wir 
Ob, 6) a OY rs 
30 — 4 ora (2) 


Die spezifische Warme ist also nur dann von der Oberflache abhangig, falls die 
Gesamtenergie temperaturabhangig ist. Nach der Edtvdsschen Regel diirfte 
dies nicht.der Fall sein, was aber, wie nochmals betont sei, nur in erster Naherung 
gilt. Direkte diesbeziigliche Untersuchungen von BENNETT und MITCHELL?) 
ergaben die Gesamtenergie als temperaturabhangig. Jedenfalls ist diese Ab- 
hangigkeit nur gering, so daB in erster Naherung auch die spezifische Warme als 
von der Oberflache unabhangig betrachtet werden kann, was, wie gesagt, gegen 
eine gréBere Bedeutung besonderer Freiheitsgrade in der Oberflache spricht. 

In der Nahe des kritischen Punktes, wo die Gerade y — T umbiegt, wird 
natirlich d? y/d T? gréBere Werte annehmen. Ebensolche Abweichungen werden 
sich am anderen Kurvenende, namlich am absoluten Nullpunkt, zeigen. Nach 
dem dritten Hauptsatz ist ja 

(7)po0 = ° 
adT/T=0 , 

und somit biegt die Kurve auch hier in einen zur T-Achse parallelen Ast um. 

42. Beziehungen zur Verdampfungswarme. Die Oberflachenenergie ist 
vielfach zur inneren Verdampfungswarme in Beziehung gebracht worden, oft 
wird auch die gesamte Oberflachenenergie herangezogen. Der Gedanke ist zuerst 
von STEFAN’) ausgesprochen worden, Er setzt die Arbeit, die erforderlich ist, 
um eine Molekel an die Oberflache zu bringen, gleich der, die dazu notig ist, 
sie in den Gasraum zu schaffen. Letztere Arbeit, mit N multipliziert, gibt die 
innere molare Verdampfungswarme 


Lee RT 


(ZL = gesamte Verdampfungswarme), Setzt man den molekularen Durchmesser d 
und die Grenzschicht monomolekular, so ist die molare Oberflachenarbeit vy Nd?, 
und so wird 

vy Ndiz LRT (4) 


Aus dieser Beziehung berechnet MoKROUSHIN *) den molekularen Durchmesser, 
Ahnliche, abet kompliziertere Rechnungen fiihrt auch S1rK°) aus, Mittels der 
Troutonschen Regel 
L 2 
Fr == konst. 
1) Lord Kervin, Proc. Roy. Soc. London Bd, 9, S. 255. 1858. 
*) BENNETT u. Mircue tt, ZS. f, phys. Chem, Bd, 84, S. 475. 1913. 
J. STEFAN, Wied. Ann. Bd. 29, S. 655. 1886. 
S. Mokrousuin, Phil. Mag. (6) Bd. 48, S. 765. 1924. 
E Sirk,) ZSo 4. phys. Chem. Bd. 114, S. 114, 1924.. 
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(1, = Siedetemperatur unter Normaldruck) erhalt man eine Beziehung zwischen 
Oberflachenspannung und Siedepunkt. 

Die Annahme bei MoxrovusuHin, daB die Grenzschicht, die fiir y in Betracht 
kommt, eine Molekel dick ist, diirfte nur fiir tiefere Temperaturen zutreffen, 
in der Nahe der kritischen nicht mehr. Dies beriicksichtigt WILLIAMS?), der fiir 
die Anzahl Molekeln der Grenzflacheneinheit N, und statt der Oberflachen- 
spannung die Gesamtenergie setzt. Dann hat er 

N dy 
Gey lar 
da die Arbeit bis zum Gasraum stets gr6Ber ist als bis zur Grenze. Ist m die Anzahl 


der Molekelschichten in der Grenzflache und (N/V,,)? die Anzahl der Molekeln 
in einer Schicht, so gilt 


und 


1 = dy 
n > NtViL; (y — | : 
Rechts steht der Minimalausdruck fiir die Schichtenzahl, der demnach zu be- 
rechnen ist. Er betragt z. B. fiir Benzol fiir tiefere Temperaturen 0,2 und nimmt 
dann in der Nahe der kritischen Temperatur plétzlich bis 1 zu. Setzt man 
fiir tiefere Temperaturen 1, so wiirde er also in kritischer Nahe etwa 5 betragen. 
Soviel Molekeln dick ware hier die Grenzschicht. 


VI. Die Messung der Kapillarkonstanten. 


43. Uberblick iiber die MeBmethoden. Die Methoden zur Messung der 
Kapillarkonstanten y beruhen zum gréBten Teil darauf, daB geeignete geo- 
metrische Merkmale von besonderen Oberflachenbildungen beobachtet werden, 
aus denen nach den in Abschnitt II dargestellten Grundsatzen y zu berechnen 
ist. Die zylindrischen Probleme werden wegen experimenteller Schwierigkeiten 
hierfiir nicht sehr geeignet sein. Héchstens kommt der Aufstieg zwischen zwei 
parallelen Platten in Betracht (Ziff. 11). Wir erinnern an Gleichung (3a) 
von Ziff. 41. Setzt man h’ = 7, wo 27 die Entfernung der beiden Platten be- 
deutet, so hat man 

ene ae 
(4 — sind) ° 
Der Nenner wird im Falle voélliger Benetzung gleich 1. 

Wesentlich wichtiger sind die axialsymmetrischen Anordnungen. Am 
einfachsten ist der Aufstieg in kapillaren Réhren (Ziff. 14). Aus Gleichung 
(3) in Ziff. 14 haben wir 





Ee ty F008 
2cos ~ 
ScuMiIpT und STEYER2) messen nach diesem Prinzip die zeitliche Anderung 
der Oberflachenspannung des Wassers. Um die Oberflache rein zu erhalten, 
wird sie durch Zerspriihen erneuert. Die Anordnung wird folgenderweise getroffen 
(Abb. 22): a ist ein Windkessel, der aus einer Luftpumpe gespeist wird. Die 
Luft gelangt durch eine Schwefelséurewaschflasche }, durch ein Wattefilter c 
und ein Manometer d, woran der Str6mungsdruck gemessen wird, in ein Gehause e, 


1) A.M. Wirttams, Manchester Mem. Bd. 68, S. 1. 1923/24. 
2) F, Scumipt u. H. Stever, Ann. d. Phys. (4) Bd. 79, S..442. 1926.° 
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dessen Offnung elektromagnetisch durch eine Blende bewerkstelligt wird. Beim 
Offnen des Stromes des Elektromagneten wird das Gehaduse durch eine Feder- 
vorrichtung geschlossen. An der Spitze / gelangt der Luftstrom nach auBen 
und zerstaubt die Oberflache der in der Kapillare g befindlichen Flissigkeit. 
In einem bestimmten Augen- 
blick wird der Luftstrom ge- 
sperrt und die Zeit ¢ gemessen, 
wahrend welcher der Meniskus 
an der Spitze hangen bleibt, be- 
vor er auf den statischen Wert 
herabsinkt. Dieser Zeit ¢ ent- 
spricht jener dynamische Wert 


Abb " ees den ceisison Kade One der sich aus der Héhe der 

Dps22: pparat zur essung er zeitlichen Ande- . ° ra 

rung der Oberflachenspannung nach ScumiptT und Spitze als Steighohe berechnet. 
STEYER. Indem die Spitzenhéhe variiert 


wird, erhdlt man _ verschiedene 
Zeiten ¢ und kann so die y — ¢ Kurve aufnehmen. 

KLEINMANN?) untersucht mittels einer 4hnlichen Anordnung die zeitliche 
Anderung der Spannung von Kochsalzlésungen. 

Da die Bestimmung des Niveaus, von wo aus z) zu nehmen ist, gewisse 
Schwierigkeiten bereitet, so empfiehlt MIcHAELIs?) fiir relative Messungen, die 
am meisten in Betracht kommen, den Gebrauch zweier 
Rohren (Abb. 23) von den Radien 7, und 7, deren Héhen- 
differenz z, leichter zu bestimmen ist. Man hat (fiir # = 0) 


i, ee 


Die GréBen zZ, verhalten sich bei zwei verschiedenen Fliissig- 
=J keiten wie die Oberflachenspannungen. 
Abb oe Ree Re. Nach einer anderen Methode 3) wird der Druck bestimmt, 
stimmung der Ober- der erforderlich ist, um das Niveau bis zum unteren Réhren- 
flachenspannung ende herabzudriicken. 
nach MIcHAgLIs. Die an ebenen Unterlagen lie genden Tropfen 
(Ziff. 15) werden auch zur Bestimmung von y benutzt. 
Ebenso kann man natiirlich eine Gasblase, welche in einer Fliissigkeit der 


unteren Seite einer wagerechten Platte anliegt, verwenden. Fiir groBe Tropfen 
gilt, wie dort gezeigt, 








Y= 32308, 
wo zg die Entfernung der Kuppe von der Aquatorialebene bezeichnet. Deren 
Niveau wird auf optischem Wege ermittelt. 


Fiir kleine Tropfen zeigten wir, wie sich das Volumen als Funktion von «, & 
und 4 darstellen lie, wobei 


und Ry den Kriimmungsradius an der Kuppe bezeichnete. Durch Messung 
dieses letzteren (ebenfalls auf optischem Wege) laBt sich y bei Kenntnis des 
Volums und Randwinkels ermitteln. 
Ein Nachteil dieser Methode ist auBer den experimentellen Schwierigkeiten 
die Ungenauigkeit der abgeleiteten Gleichungen. Es wird auch vielfach an ihrer 
1) E, Kremnmann, Ann. d. Phys. (4) Bd. 80, S. 245. 1926. 


®) L. Micuaetis, Prakt. d. physikal. Chemie, S. 62. Berlin: Julius Springer 1921. 
3) BarkaT Aut, Proc. Indian Ass. for the Cultiv. of Sc. Bd. 9, S.155. 1925. 
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Stelle mit den Tabellen von BAsurortu und AvAMSs}) gearbeitet, die auf Grund 
numerischer Integration gewonnen worden sind. 

Ein Apparat, der nach dem geschilderten Prinzip arbeitet, ist von ST6CKLE?) 
im Institut von G. MEYER gebaut worden (Abb. 24). Er untersuchte die Ober- 
flachenspannung von Quecksilber im Vakuum. In 
die Glasglocke a miindet die Réhre b, welche mit 
Quecksilber gefiillt ist. Mittels des Tauchers c kann 
an der stahlernen konischen Offnung d ein Tropfen 
herausgepreBt werden. Die Leitung e fiihrt zur 
Pumpe. An der Glasplatte / befindet sich eine 
scharfe Linie, welche mittels des totalreflektierenden 
Prismas g von der Seite beleuchtet wird. Am Mi- 
kroskop beobachtet man das Spiegelbild der Linie 
im Tropfen und stellt scharf darauf ein. Den 
Taucher verschiebt man so lange, bis die BildgréBe 
ein Minimum wird. Dann ist die Kriimmung des 
Tropfens an der Kuppe am gréBten, was dann ein- 
tritt, wenn die Randelemente des Tropfens lotrecht Abb. 24. Spiegelung an lie- 
stehen. Der Lochdurchmesser gibt in diesem Fal] &°=¢en Tropfen nach Stécxtz. 
den Durchmesser am Bauche des Tropfens an. 

Die Ausrechnung ist ahnlich wie beim Apparat von GOEBEL®) ebenfalls 
aus dem Institut von G. Meyer. Hier fehlt die Vakuumanordnung, dagegen ist 
die Quecksilberoberflache von einem Elektrolyten bedeckt, gegen welches die 
Grenzspannung gemessen wird. 

Fir die Berechnung wollen wir insofern Vereinfachungen treffen, als wir 
von brechenden Medien zwischen Quecksilberkuppe und Mikroskop, also von 
der Glasplatte bei STGCKLE, oder vom Elektro- 
lyten bei GOEBEL absehen. Die Verhaltnisse sind 
in Abb. 25 dargestellt.. Von dem Endpunkt P 
der Linie # in der Platte ausgehend, ist jener 
Lichtstrahl gezeichnet, der nach Reflexion an der 
Quecksilberoberflache bei A in das Objektiv O 
fallt. Der Bildpunkt P’ liegt in der Verlangerung 
des reflektierten Strahles. Die Entfernung e 
eines scharfgesehenen Bildpunktes vom Objektiv 
wird vorher ausgemessen. Die Entfernung s der 
Kuppe von der Platte, sowie die Entfernung / 
der Kuppe vom Objektiv werden mit Katheto- 
meter gemessen. Die Lange der Linie p ist be- 
kannt, die des Bildes 7 mittels eines Okular- 
mikrometers ermittelt. Nun gelten die drei 
Gleichungen 








tgy=—, x=ftgy, 


Abb. 25. Schema der Spiegelung 
an liegenden Tropfen. 


p—x=stgly + 29). 


Daraus werden x und @ berechnet. y ist der Winkel des Kriimmungsradius in A 
mit der Achse. Indem x von der Kuppe bis zum Aquator von Null bis & zunimmt, 


uy BASHFORTH u. Apams, An attempt to test the theories of capillary action. Cam- 
bridge 1883. 

2) J. St6cKLE, Dissert. Freiburg 1898. 

3) A. GOEBEL, Dissert. Freiburg 1913. 
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nimmt von Null bis z/2 zu; x und @ sind also Koordinaten der Kurvenpunkte. 
In den Tafeln von BASHFoRTH und ADAMs sind die zusammengehorigen Werte 
von x/R, (Rj = Kriimmungsradius an der Kuppe) und g in Abhangigkeit von 
6 = og R/y dargestellt. Man sucht aus den Tabellen jenes 6 heraus, fiir welches 
die x/R, fiir m und 2/2 im Verhaltnis von x/R stehen. Dann ist aus x/R,) auch Ry 
gegeben und 
eg Ro 
ia ale 
Zu dieser Gruppe ist auch die Methode des Tropfengewichts zu rechnen 
(Ziff. 16). Wir zeigten, daB mit zunehmendem Kriimmungsradius das Volumen 
durch ein Maximum geht. Dieses Volumen ist daher das AbreiBvolumen, welches 
demnach auBer von y nur von R, dem Miindungsradius der AusfluBrohre, ab- 
hangt. LOHNSTEIN!) gibt fiir diese Abhangigkeit den Ausdruck 


V=anR/ i) 
Vo 
und fiir die Funktion / eine Tabelle. Fiir die meisten 
praktisch in Betracht kommenden Faille ist f ~ 0,62, so daB 
obige Formel in die von TATE?) angegebene 


Vearoarik 


(k = Konstante) iibergeht. 
Geht man von der Richtigkeit der Tateschen Gleichung 
aus, so lassen sich leicht relative Messungen mit dem Stalag- 
Abb. 26. Stalagmo- Mometer von TRAUBE*) ausfiihren, welches bei gegebener 
meter nach Trause. Flissigkeitsmenge die austretende Tropfenzahl der Messung 
zugrunde legt (Abb. 26). 

Mittels einer Stoppuhr wird die Zeit gemessen, wahrend welcher der Meniskus 
von einem der oberen bis zu einem der unteren Teilstriche gelangt. Die Anzahl 
der wahrenddessen abgefallenen Tropfen wird gezahlt. Die Lange eines Teil- 
strichintervalls wird fiir die Korrektur durch vorherige Eichung in Bruchteilen 
eines Tropfens ausgedriickt. 

44. Blasendruck und Adhdsionsplatte. Aus der Gruppe -der axialsym- 
metrischen Methoden seien zwei wegen der haufigen Anwendung noch besonders 
erwahnt. Die eine ist die des maximalen Druckes in Blasen. In ein 
GefaB, welches mit Fliissigkeit gefiillt ist, sei durch eine 
obere Offnung (a) Gas hineingepreBt (Abb. 27). 1 bezeichnet 
den Gasraum, 2 den Fliissigkeitsraum. Die Blase hat in 
erster Naherung Kugelgestalt. Es gilt an jeder Stelle die 
Gleichung (3) von Ziff. 7 





1 1 { 
Abb.27. Schema zur Cs Ae a ) eS 
Methode des maxi- 
malen Blasendrucks. p ist der Druck in der Blase, @ die Dichte der Flissigkeit. 
Da z mit der Hohe variiert, kann die Kriimmung nicht 
streng konstant sein. Ist aber die Blase nicht groB, ‘so ist dieser Umstand 
zu vernachlassigen und man hat 
27 
=o 
1) T. Lounsterin, Ann. d. Phys. Bd222)S2767. 1007 
*) TaTE, Phil. Mag. (4) Bd. 27, S. 176. 1864. 
3) I. TRauBE, Chem. Ber. Bd. 20, S. 2644. 1887. 
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Solange die Blase kleiner ist als eine Halbkugel, ist R > Rg, falls R, der Offnungs- 
radius. Wird die Blase gréBer als eine Halbkugel, so ist ebenfalls R>R,; R 
geht demnach bei Ry durch ein Minimum und # durch ein Maximum. Ist der 
Raum 1 mit einem Manometer verbunden, so lat sich der Maximaldruck er- 
mitteln und man hat 


megs it 
y = Paerce (1) 


Wie gesagt, ist die Gleichung nur eine Annaherung. Die genauere Form lautet}) 


— Pmax Ro 2ogRy og? Ri 
2 rs 3 Pmax it OPnix 


Nach dieser Methode hat JAEGER?) eine groBe Anzahl von Messungen an 
organischen Flissigkeiten gegen Stickstoff ausgefiihrt. Seine Apparatur bestand 
in der Hauptsache aus folgendem (Abb. 28): a ist ein Thermostat, welches das 
VersuchsgefaB 6 enthalt 
mit der zu untersuchen- 
den Fliissigkeit. Darein 
taucht die Kapillare c, 
die nach innen scharf 
abgeschnittene Kanten 
hat. Die Abdichtung 
erfolgt bei d mittels 
Quecksilber, da die Ka- 
pillare vertikal ver- 
schiebbar angeordnet 
ist. Aus e wird das 
Gas, dessen Uberdruck 
an dem Manometer / 
gemessen werden kann, 
mittels des Mikrometer- 
hahnes g in die Kapillare eingelassen. Das Gas kommt aus dem Gasometer h, 
nachdem es die Waschflasche 7 und die Phosphorpentoxydrohre 7 passiert hat. 
Die Kapillare wird mittels der Stellschrauben & lotrecht gestellt und mittels 
der Schraube J so weit bewegt, bis sie gerade die Fliissigkeitsoberflache be- 
riihrt. g wird so eingestellt, daB ganz langsame Blasenbildung stattfindet. Die 
geplatzten Blasen entweichen durch die Chlorkalziumréhre m. Der Druck in 
der Blase wahrend der VergréBerung wird im Manometer » gemessen, dessen 
weite Schenkel mit Quecksilber und dessen rechtes KapiJlarrohr tber dem 
Quecksilber mit Oktan gefiillt wird, um die Ausschlage zu erhdhen. Mit der 
freien Atmosphire steht das Manometer durch die Chlorkalziumréhre o in 
Verbindung. Der maximale Druck kann im Laufe der Blasenbildung an dem 
Meniskus des Oktans ab- 
gelesen werden. 

Die zweite Methode ist 
die der Adhdsions- 
platten und -ringe 
(Abb. 29). Bei e sei das 
Fliissigkeitsniveau. Die 
Platte P wird zunichst Abb. 29. Schema zur Methode der Adhasionsplatten. 





? 











Abb. 28. Apparat gema8 des Blasendruckprinzips nach JAEGER. 





1) SCHRODINGER, Ann. d. Phys. Bd. 46, S. 413. 1915. 
2) F.M. JaEcer, ZS. f. anorg. Chem. Bd. 101, S. 4. 1917. 
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eingetaucht und dann hochgezogen. P befindet sich an dem einen Ende eines 
Wagebalkens, an dessen anderem Ende zunehmend Gewichte aufgelegt werden. 
Die Gewichte miissen das von der Platte hochgehobene Fliissigkeitsgewicht ge- 
rade kompensieren. Das Gewicht im Augenblick des AbreiBens wird abgelesen. 

Das AbreiBvolum ist aber theoretisch abzuleiten, wodurch dann y berechen- 
bar wird. Wir erinnern hierbei an Ziff. 8. Durch die dortige Gleichung (2) ist 
zwar die Bedingung fiir das Grenzgleichgewicht gegeben, jedoch nur. fiir den 
Winkel #. Eine Verschiebung der ganzen Masse langs der Wand unter Bei- 
behaltung des Randwinkels wird dadurch noch nicht verhindert. Dieses Gleich- 
gewicht wird erst unter Beriicksichtigung der Differentialgleichung (3) von 
Ziff. 7 erreicht. Fassen wir nun die ganze Fliissigkeit als starr auf, so ver- 
schwinden die inneren Krdafte, und es bleibt nur erstens die von der Wand aus- 
getibte Kraft iibrig, welche mit der Intensitaét y cos die Masse nach oben zu 
verschieben sucht, zweitens das Gewicht der ganzen Masse. Daraus folgt die 
Gleichheit der beiden. Das unterhalb der Platte befindliche Volumen wird hier- 
bei natiirlich nicht mitgerechnet; dessen Gewicht ist zu dem seitlich durch die 
Kapillarkrafte hochgezogenen noch zu addieren. Man hat demnach fiir das 
gesamte gehobene Gewicht 

G=2aR,ycosd + Riahog, 
falls Ry den Radius der Platte und h die Hubhdéhe bezeichnet. 

Wenn die Platte groB genug ist, so 14Bt sich das Problem nach Art der 
zylindrischen behandeln, wobei dann zwischen h und dem Randwinkel # die 
Beziehung (2) von Ziff. 10 besteht. Indem man die Platte hochhebt, geht die 
Oberflachenform von der gestrichelten in die ausgezogene tuber, wobei es zur 
Einschnirung kommt. Fiir diesen Fall lautet die Beziehung 


h= y2a cos >. 


GréBere Randwinkel als # werden wegen der abgerundeten Kante zwar moglich 
sein, kleinere jedoch nicht, so daB obige Héhe h die AbreiBhdhe angibt, weil bei 
weiterer Hebung der Randwinkel kleiner werden miiBte. Dieser Wert fir h 
ist in G einzusetzen; auBerdem statt des cos der sin: 


G=2zRyysind + Rix gg J20cos > 
oder fiir benetzende Fliissigkeiten 
G2 
Y= Goga Re’ 2) 


Beriicksichtigt man, daB die Anordnung axialsymmetrisch ist, so erhalt man 
las zweite Naherung (fiir 7 = 0) 


_ R2 ovgs | qe ees y= 
G ? Rix0g)20(1 3 Re ae 
Ahbnlich ist die Berechnung, wenn statt der Platte ein Ring verwendet wird. 
Ist der Ring unendlich schmal, so folgt offenbar 
ie G 
Va 4a R,cos® * 3) 


GALLENKAMP!) bestimmt nicht das AbreiBgewicht, vielmehr jenes Gewicht, 
welches ausreicht, um die Sdule so weit zu heben, bis die Flachenelemente am 
Rand der Platte vertikal stehen. Er 1aBt parallel und horizontal verlaufende 


1) W. GaLLENKAMpP, Ann. d. Phys. (4) Bd..9, S. 475. 1902. 
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Lichtstrahlen auf den Rand auffallen und betrachtet die reflektierten Strahlen 


mit einem passend eingestellten Mikroskop. Seine Berechnungen werden in 
einer Arbeit von LouHNSTEIN!) einer Kritik 
unterzogen. 

Bestimmt man das AbreiBgewicht, so eignet 
sich hierfiir z. B. eine Moursche Wage (Abb. 30). 
Im Augenblick des AbreiBens mu8 der Wage- 
balken horizontal liegen, was man durch passende 
Héhe des GefadBes erreicht. Nach der Ring- 
methode hat z. B. TIMBERG 2) gearbeitet. Abb. 30. Moursche Wage fir die 

45. Dynamische Methoden. Endlich wer- mbreiimorbode. 
den auch die dynamischen Erscheinungen 
zur Bestimmung von y verwendet. Sie zeichnen sich dadurch aus, daB 
keine feste Phase mit der Fliissigkeit in Beriihrung ist. Dadurch fallt erstens 
die Beriicksichtigung von # weg, zweitens bleibt die Oberflache stets rein, 
was bei der hohen Kapillaraktivitat mancher Stoffe von groBem Vorteil ist. 
AuBerdem gibt die Methode den dynamischen Wert der Oberflachenspannung 
an, welcher von dem statischen immer dann abweicht, wenn die Ausbildung 
der Oberflache eine gewisse Zeit in Anspruch nimmt, z. B. wegen Adsorption 
in eiweiBhaltigen Lésungen). 

Die Methode der schwingenden Tropfen besteht darin, daB Tropfen, die 
aus einer Kapillare herabfallen, im ersten Augenblick ellipsoidisch verformt sind, 
so daB sie im Herabfallen gemaB Ziff. 14 um die Kugelgestalt 
schwingen werden. Durch ein photographisches Verfahren 
1a4Bt sich die Schwingungszahl »y messen. Man hat dann 





vere ORs 

steer Sane 
wo R, der Radius des Tropfens ist, der sich aus seinem Gewicht 
ermitteln 1aBt. ; 

Diese Methode ist zuerst von LENARD4) ausgearbeitet 
worden. Er lie8 Tropfen aus einer Réhrenmiindung herab- 
fallen und bestimmte die Schwingungsdauer mittels einer 
optischen Reflexionsmethode. 

Wesentlich einfacher ist die von KuTTER®5) beschriebene 
Methode (Abb. 31). Aus dem Behilter a tropft die Flissigkeit 
durch die Kapillare 6 in ein Becherglas c, aus dem sie mittels 
eines Hebers abflieBt. Die in die Flissigkeit hereinfallenden 
Tropfen bilden, wie THomson®) beobachtete, Wirbelringe, 
die umso tiefer in die Fliissigkeit eindringen, je groBer die ver- 
tikale Rotationsachse des Ellipsoids ist. Die Einfalltiefe 
andert sich also periodisch mit zunehmender Entfernung 
der Kapillare 6 vom Fliissigkeitsspiegel. Diese Entfernung 
wird ee. indem man das GefaB a@ in der graduierten ee 
Rohre d beweglich macht. Das Becherglas ist auch graduiert, Tropfen nach 


so daB die Einfalltiefe in Abhangigkeit von der Fallhdéhe ge- KUTTER. 








1) T. Lonnstein, Ann. d. Phys. (4) Bd. 25, S. 807. 1908. 

G. TimBEerG, Wied. Ann. Bd. 30, S. 545. 1887. 

P. L. pu Noity, Phil. Mag. (6) Bd. 48, S. 264. 1924. 

P. Lenarp, Wied. Ann. Bd. 30, S. 209. 1887. 

) V. Kurrer, Phys. ZS. Bd. 17, S. 573. 1916. 

J. J. THomson, Proc. Roy. Soc. London Bd. 39, S. 417. 1885. 
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messen werden kann. Damit l4Bt sich aus der Kenntnis der Fallgeschwin- 
digkeit die Schwingungsperiode berechnen. Ein verschiebbarer Glasfaden e 
reguliert durch Anderung der Reibung die Tropfgeschwindigkeit. 

Um die Wirbelringe gut sichtbar zu machen, wird jeweils eine besondere 
Indikatorfliissigkeit verwendet. So dient z. B. fiir reines Wasser oder Lésungen 
von Neutralsalzen als Indikator eine angesdéuerte Antimonchloridlésung. Es 
bildet sich mit Wasser ein weiBer Niederschlag von Antimonoxychlorid, welcher 
dann in der Saure gelést wird. 

Ferner werden die Oberflachenwellen verwendet (Ziff. 20). Mittels 
einer Stimmgabel wird von einem Punkte aus eine bestimmte Frequenz » auf 
eine Flache aufgedriickt; die Wellen, die sich kreisférmig ausbreiten, werden 
mikroskopisch photographiert. Es ist dann 

Q 3 y 
aN ae ies 





wo 4 die gemessene Wellenlange. Bei kleineren Frequenzen ist auch die Schwere 
zu beriicksichtigen, nach der Formel 
BAe ARO 
Lil AE 
Die Wellenmethode wurde unter anderem von GRUNMACH!) zu seinen 
‘Messungen verwendet. Die Hauptschwierigkeit besteht in der genauen Messung 
der Wellenlange. GRUNMACH erzeugt die Wellen (Abb. 32) mittels zweier Stimm- 


























Abb, 32. Erzeugung von Oberflachen- Abb. 33. Oberflachenwellen nach 
wellen nach GRUNMACH. GRUNMACH. 


gabelspitzen a, welche die Fliissigkeitsoberflache berithren. Da es auf Reinheit 
der Oberflache besonders ankommt, so befindet sich sein GefaB 6 in einem 
groBeren c; die von d einstrsmende Flissigkeit hebt sich bis zum oberen Rande 
von a und flie8t dann in c ab. Durch diese Art wird erreicht, daB die Oberflache 
stets erneuert wird. Die beiden GefaBe sind praktisch auch durch zwei ineinander- 
passende Trichter herzustellen. 

Die beiden Stimmgabelspitzen erzeugen durch Interferenz stehende Wellen, 
‘so daB das Bild der Oberflache (Abb. 33) —- da stationdr — ohne weiteres be- 
trachtet werden kann. a und 0 sind die Erregerzentren und zwischen ihnen sieht 
man in der angedeuteten Weise die Interferenzlinien als Hyperbeln. Mittels 
eines Mikroskopes wird die Entfernung zweier Linien, also die Wellenlange, 
gemessen. Da die Frequenz der Stimmgabeln vorher bestimmt wird, sind alle 
Daten zur Berechnung von y bekannt. 

Eine andere Abart der Kapillarwellenmethode besteht darin, daB man 
fortschreitende Wellen erzeugt, sie aber stroboskopisch beobachtet. Das auf diese 


1) L. GRuNMAcH, Ann. d. Phys. (4) Bd. 9, S. 1261. 1902. 
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Weise kiinstlich stationar gemachte Bild der Oberfliche eignet sich dann gut zur 
Messung oder Photographie. So dreht sich z. B. bei der Anordnung von GANA- 

PATI SUBRAMANYAM?) mittels eines Synchronmotors gleichzeitig mit der Be- 

‘eden der elektromagnetisch betriebenen Stimmgabel eine stroboskopische 
cheibe. 

Eine andere Methode ebenfalls an fortschreitenden Wellen beschreiben 
Guosu, Banerji und Darra?) (s. die perspektivische Abb. 34): a ist eine elektro- 
magnetisch mittels der Spule 6 betriebene Stimmgabel, an der die Schneide c 
befestigt ist, welche die Oberflache der Fliissigkeit 
berithrt und die Wellen in der angedeuteten Rich- 
tung erzeugt. Ein durch eine Linse parallel ge- 
machter Lichtstrahl fallt in der Richtung des Pfeiles 
d schrag auf die Fliissigkeit und wird in Richtung 
von eé in eine photographische Kammer reflektiert. 
Unterwegs passiert der Strahl den ebenfalls an 
die Stimmgabel befestigten Aluminiumrahmen /, 
in welchem zwei wagerechte Stahldrahte ecinge- 
spannt sind. Die Bewegung der Drahte und die der 
Wellen ist somit zwangslaufig synchron. Auf der 
photographischen Platte sieht man daher die Schat- app. 34. Apparat fir fort- 
ten der Drahte in Form von sinusférmigen Kur-  schreitende Wellen nach 
ven, welche die Wellenlange bequem auszumessen GHosH, Banerji und Datta. 
gestatten. 

Endlich werden die Fliissigkeitsstrahlen herangezogen (Ziff. 21). Die 
Abstande der Knoten werden photographisch ermittelt, vy 14Bt sich bei bekannter 
AusfluBgeschwindigkeit v, daraus errechnen. Diese Geschwindigkeit betragt 


nach TORICELLI V2gh, wo h die Niveauhéhe iiber die Miindung ist. Fiir schwach 

elliptische Offnungen hat man dann 
_. 227 9 Riv? 
a 











wo FR, den mittleren Radius der Miindung bezeichnet. 
MEYER®) hat nach dieser Methode die Grenz- 
flachenspannung von Quecksilber gegen verschiedene 
‘Gase bestimmt. Er benutzte dazu folgenden Apparat 
(Abb. 35): bei a war ein Stahlrohr an die Glasréhre an- 
gebracht, an dessen unterem Ende eine Membran mit 
einer elliptischen Offnung sich befand. Aus dieser 
Offnung floB das in der U-Réhre b befindliche Queck- 
silber heraus in das GefaB c, wobei es unterhalb von a 
einen schwingenden Strahl bildete. Bei d konnte der 
Apparat an die Pumpe angeschlossen werden. Da- 
nach wurde er mit dem gewiinschten Gase gefiillt. 
Der auBere Meniskus des Quecksilbers war bei e. 
Dann befand sich der Quecksilberstrahl unter dem 
Uberdruck e—a, von welchem seine AusfluBge- Abpsas) Apparxe fir'Seral 
schwindigkeit abhangt. Der Strahl wurde mit einem jen yon Quecksilber nach 
Mikroskop beobachtet und der Abstand zweier Ein- G. Meyer. 





S. GANAPATI SUBRAMANYAM, Phys. Rev. (2) Bd. 27. S. 632, 1926. 
P. Guosu, D. BANERJI u. S. Datra, Phil. Mag. (7) Bd. 1, S. 1252. 1926. 
G. Meyer, Wied. Ann. Bd. 66, S. 523. 1898. 
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schniirungen mittels Okularmikrometers gemessen. Bezeichnet p den Uber- 
druck, 2 die Wellenlange und beziehen sich die gestrichenen GréBen auf ein 
bestimmtes Gas und die ungestrichenen auf Vakuum, so folgt 

/ bp (4\? 

=n 
Aus der anderweitigen Kenntnis von y lat sich jedes y’ berechnen. 

Eine ahnliche Anordnung benutzt Scumipt1) (Abb. 36). Er untersuchte 
die Grenzflachenspannung von verschiedenen Amalgamen. Das Quecksilber 
befand sich in a, wohin es durch 0} mittels Destillation gelangte. An c war die 
Pumpe angeschlossen. Fremde Metallzusdtze sind auch durch 6 hereingebracht 
worden. Dann fiihrte man das Amalgam durch Kippen des Apparates durch 

die Réhre d in den Raum e¢ hiniiber. 
Von da aus floB es durch die elliptische In e 
Miindung / heraus. Im Augenblick, wo 
der Meniskus die Marke g erreichte, ist 
eine Momentaufnahme des _ Strahles 
verfertigt worden. Die Zeitpunkte des 
Meniskusstandes in g und h wurden 
mittels Stoppuhr gemessen, ihre Diffe- 
renz sei ¢. Beziehen sich die gestrichenen 
GréBen auf ein Amalgam, die ungestri- 
chenen GréB8en auf reines Quecksilber, 


so gilt wiederum 
iC 





, o” 2 @ 3 
Abb. 36. Apparat fir es Y of? Rede ae Abb. 37. Apparat 
Strahlen von Amal- ‘ fir Strahlen von 
gamen nach ScuMipr. Auch andere Flissigkeiten lassen  Salzlosungen nach 


sich nach dieser Methode untersuchen. STOCKER. 


So benutzt sie STOCKER?) zur Untersuchung waBriger Salzlésungen (Abb. 37). 
Der Strahl flieBt aus dem Behalter a, der mit dem Becherglas b bedeckt ist, 
aus der Kapillare c in horizontaler Richtung heraus. Die Miindung bestand aus 
dem elliptischen Querschnitt einer Thermometerréhre. Der Flu8 kann durch 
den glasernen Stépsel d unterbrochen werden. Die genaue Druckhéhe wird unter 
seitlicher Beleuchtung von a eingestellt und dann der Strahl bei c photographiert. 
Die AusfluBgeschwindigkeit wird aus dem in der Zeiteinheit ausflieBenden 
Volumen m und dem mittleren Strahlenhalbmesser 7 nach der Formel 


m 


Pg 
berechnet. 


1) F. Scumipt, Dissert. Freiburg 1911. 
*) H. Stocker, Dissert. Freiburg 1914. 
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